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1 Définition de la matiere

En sus de I’ensemble de la matiére du cours de Mathématiques Elémentaires de BAC 1, les points
suivants doivent étre maitrisés. '

(a) Opérations avec des ensembles (unions/intersections de familles, passage au complémen-
taire,..., distinction entre appartenance et inclusion,...).

(b) Image d’un ensemble par une fonction, préimages (image réciproque), applications injec-
tives, surjectives, bijectives.

(c) Relations d’équivalence : Quotient d’un ensemble par une relation d’équivalence.

(d) Preuves par récurrence.

(e) Manipulation des quantificateurs universel (V) et existentiel (3).

) Equations (cartésiennes et paramétriques) de droites (dans R2 et R3) et de plans (dans R3).
(g) Notion d’espace vectoriel et de base (d’un espace vectoriel).

(h) Algebre linéaire élémentaire.

m Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels; sommes, sommes directes; suites libres,
suites génératrices, bases ; dimension.

m Applications linéaires ; images, noyaux ; théoreme du rang ; représentations matricielles,
changements de base.

(i) Fonctions réelles élémentaires (polyndmes, quotient de polynémes, sin(x), cos(x), e*,
In(x),...); i.e., connaissance de leur graphe, caclul de leur dérivée, développement de Tay-
lor,...

(j) Fonctions de R dans R : calcul de limites en un point (par regles de calcul et argument
€-0), calcul de dérivées en un point.

(k) Utilisation des théoremes des valeurs intermédiaires et de la moyenne.

(I) Séries numériques : séries numériques simples (géométrique, exponentielle,...), utilisation
des criteres de convergence, calcul des limites dans des cas simples.

(m) Intégrales de base (niveau secondaire).
(n) Résolution d’équations complexes (niveau mathématiques élémentaires).
(o) Arithmétique élémentaire dans Z.

» Division euclidienne ; nombres premiers, factorisation ; ppcm, pged.
= Arithmétique modulaire (calculs dans Z/nZ); utilisation des régles modulo p.

1. Certains points de Mathématiques Elémentaires y figurent. Considérez que cela signifie qu’ils sont parti-
culierement importants pour les cours de BAC 2.
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(p) Structures algébriques élémentaires :

» Groupes (en particulier S,, Z/nZ), sous-groupes, sous-groupes normaux, théoréme de
Lagrange, ordre d’un élément; anneaux : Z/nZ at anneaux de polyndmes; corps (en
part. Q, R, C), sous-corps.

m Morphismes ; images, noyaux.

2 Exemples de questions

Question 1. Soit Q un ensemble, F?(Q) 1’ensemble de tous les sous-ensembles de Q, A;, Ay,
A3 CQet.o/, B C P(Q). Déterminer pour chaque assertion si elle est vraie ou fausse. Cocher la
case qui convient.

(@) Vrai:[ | Faux:[ | {A1NA2,A1NA3,A;NA3} C{A1,A2,A3},
(b) Vrai:[ ] Faux:[ | {A,A2} C{A1,A2,A3},

() Vrai:[ | Faux:[ ] JUAB={ACQ:Ac o ouAc B},
(d) Vrai:[ | Faux:[ ] #/UB={AUB:A€c o Bec A}

(e) Vrai:[ ] Faux:[ | o={o},

(f) Vrai:[ | Faux:[ | @€ {a},

(9) Vrai:[ ] Faux:[ | o C{o}.

Question 2. Pour deux sous-ensembles A et B d’un ensemble Q, la différence symétrique A AB
est définie par
AAB:=(A\B)U(B\A).

Déterminer pour chaque assertion si elle est vrai ou fausse pour tout A,B,C C Q :

(@) Vrai:[ | Faux:[ | C(AAB)=ANB;

(b) Vrai:[ ] Faux:[ | AAQ=C(A;

(c) Vrai:[ | Faux:[ | (AAB)AC=AA(BAC);

(d) Vrai:[ ] Faux:[ | (AAB)AA=B;

(e) Vrai:[ | Faux:[ | pourtoutA C Qilexiste BC Qtelque AAB=J;
(f) Vrai:[ ] Faux:[ ] ANBNCCAABAC.

Question 3. Soit f : E — F une application. Soit Z(E), Z(F) I’ensemble des sous-ensembles
de E, F respectivement. Soient les applications

a: PE)— P(F) B:P(F)— PE)
Ar— f(A) B— f(B).

» Soit A € Z(E). Montrer que A C (Boa)(A).
» Soit B € #(F). Montrer que (ao 3)(B) C B.
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» Montrer que S o @ = 1 5 g si et seulement si f est injective.
= Montrer que o ff =1 2(r) Sl et seulement si f est surjective.

Question 4. Soit f: E — F une application. Soit Z la relation sur E définie par xZy si et

seulement si f(x) = f(y).

= Montrer que # est une relation d’équivalence sur E.

m Soit 7: E — E/%, x — [x], ou [x] est la classe de x selon Z. Montrer qu’il existe une unique
application ¢ : E/% — F telle que f = ¢ om.

m Montrer que ¢ est injective.

Question 5. Dans chacun des cas suivants, donnez (si possible) une équation paramétrique de
droite satisfaisant les contraintes données.

(a) Une droite de R? passant par (1,2) et (1,3).
(b) Une droite de R? passant par (1,0) et (0,1).
(c) Une droite de R? passant par (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1).

Question 6. On définit E; = {(xl,XZ,X3) e R3 ’ X1 +x2+x3 = O}, Er, = {(lz,ll —A,—A) €
R? | (M1,42) € R?} et E3 = ((1,1,-2),(5,—4,—1)) trois sous-espaces vectoriels de R>.
(a) Trouvez une base de E; (pour i = 1,2,3).

(b) Comparez les trois sous-espaces vectoriels Eq, E, et E3.

Question 7. Soit B = (e1,e2,e3) la base de R* donnée par e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 =
(0,0,1). Soit I’application linéaire

f:RP—R?
(x,y,z) — (—x—3y—22,x+y—|—z,y+z).

m Déterminer la matrice de f dans la base B.

m Soit C = (vy,vp,v3) avec vi = (—2,1,0), vy = (—1,—1,1) et v3 = (1,0,—1). Montrer que C est
une base de R°.

m Déterminer la matrice de f dans la base C.

m Soit V = (v1,v2). Montrer que f(V) C V et déterminer la matrice de la restriction fjy : V —V
dans la base D = (v, v;).

Question 8. Soit E un K-espace vectoriel, ou K est un corps de caractéristique différente de 2,
et f : E — E une application linéaire telle que fo f = 1.

» Montrer que Im(f+ 1g) C Ker(f — 1g) etIm(f —1g) C Ker(f + 1g).

= Montrer que Im(f + 1g) +Im(f — 1g) =E.

= Montrer que E = Ker(f — 1g) ®Ker(f+ 1g).

Question 9. Sur un méme dessin, esquissez le graphe des fonctions suivantes : e*, In(x), e et

)
e .

Question 10. Soient a, b, ¢,d des réels. Etudier I’égalité suivante :

max(a,b) —max(c,d) = max(a —c,b—d).
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Question 11.  Soient a et b des nombres réels ou complexes. Démontrer les inégalités suivantes :
= [la] = |b][ < |a 2],
s [(I1+a)(1+b)—1

< (1+|a)(1+41b]) —1.

Question 12.  Soient a et b des nombres réels positifs. Démontrer les inégalités :

mab< %(a2 +b2),

n (a+b)* <2(a>+b%),

w (a+D) <4(a®+b%),

s Va+b</a+b.

Question 13. Etudier la continuité de la fonction f définie sur I’ensemble des réels non nuls x
par f(x) = 1.

Question 14. Comparer

Iim lim et Iim lim .
n—ocom—oo n+m m—eon—oo  +m

Question 15. Calculer les bornes inférieures et supérieures des ensembles :
{ (="
n+1

Question 16. Soient f et g deux fonctions réelles d’une variable réelle. Etudier 1’égalité sui-
vante :

nEN}, {(=1)"n|neN}, {2—% nEN}, {(-1)"| neN}.

sup(f(x) +g(x)) = sup f(x) +supg(x).

xeR xe€R x€R

Question 17. Soit f une fonction définie sur I’intervalle [—1,1] et a valeurs réelles. Calculer
Sup,e[ 1.4 | (3)] pour:

n f(x)=x",

n f(x) = sin(nx),

ou n est un entier naturel.

Question 18. Soient f et g deux fonctions réelles d’une variable réelle. Etudier 1’égalité sui-

vante :
inf f(x) — inf g(x)| = sup|f(x) — g(x)|.
xeR xeR x€R

Question 19. Donnez le développement de Taylor en 1 de la fonction f : R — R définie par

flx) =x%

Question 20. On considere la suite de fonctions f, : x — x"* définies sur I’intervalle [0, 1]. Cal-
culer :

m limy g limy e fy (x),

| llmnﬁ)oo llmx—)l, x<1 fn ('x>'
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Question 21.  Donnez (si possible) un exemple de fonction discontinue au point 2. Justifiez votre
réponse.

Question 22. Donnez (si possible) un exemple de fonction continue mais non dérivable au
point 3.

Question 23. Donnez (si possible) un exemple de fonction définie sur R mais continue en aucun
point de R. Prouvez cette discontinuité.

Question 24. Soit f : R — R la fonction définie ci-dessous :

B xzsin(%) six#0
f(x)_{o six=0.

Prouver que cette fonction est dérivable une fois mais que sa dérivée n’est pas continue.

Question 25.  Vrai ou Faux (Justifiez votre réponse).

(@) Vrai:| | Faux:[ ] Le quotient de fonctions dérivables est dérivable.
(b) Vrai:[ ] Faux:[ | Lafonction f(x) =2x+ 1 est dérivable au point 1.
(c) Vrai:[] Faux:[ ] L’ensemble E = {(x1,x2,x3) € R? | x; +2xp 4+ 3x3 = 1} est un sous-
espace vectoriel de R.
~+oo
(d) Vrai:[[] Faux:[] Lasérie ) e diverge quel que soit € > 0.
n=0

(e) Vrai:[ ] Faux:[ | La fonction sinus est strictement croissante sur R.
Question 26. Calculez (si elle existe) la limite des séries suivantes :

+oo oo teo
n —n

Z 2 s Z T, 7—n

n=0 n=0 n=5

Question 27.

(—2)*
[T

(b) Pour chaque série, déterminer si elle est convergente ou divergente :

.

(a) Evaluer la série Z
k=0

=1 = 3n+2
’ ;W7 Z 2

n=1

S | =

n

Question 28. Evaluer les sommes suivantes :

n

k, Z 2, Y (2k-1).
k=1

k=1

D=

k=1
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Question 29. Evaluer les intégrales suivantes (quelques soient les bornes) :

1
/x“ dx, avecac€R; / dx.
1+x2

Question 30. Soient n un entier naturel non nul et x un nombre réel. On pose f,(x) = % n? —x2
si [x| < n et O sinon. Pour tout x € R, calculer lim,,—se0 f;,(X).

Question 31. Résoudre les équations suivantes, d’inconnue un nombre réel x :

m 3x=2+Vx2—12x+12,
m V3x+4+3=+5x+1.

Question 32. Donnez toutes les solutions complexes de 1’équation x* + 1 = 0.

Question 33. Soient n,m,k € N non nuls.
= Montrer que pged(kn,km) = k- pged(n,m).
= Montrer que ppcm(kn, km) = k- ppcm(n, m).

Question 34.
= Déterminer ’ensemble des x € Z /87 tels que x> — x = 0.
= Déterminer ’ensemble des x € Z /87 tels que x> —2x = 0.

Question 35.  Soit Q(i) := {a+ib|a,b € Q} CC.
= Montrer que Q() est un sous-corps de C.
» Déterminer les sous-corps K de C tels que K C Q(i).

Question 36.

= Déterminer 1’ensemble des x € Z /57 tels que x> =

X.
s Déterminer 1’ensemble des x € Z /77 tels que x5 = x.
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