Analyse mathématique |

Examen (16 janvier 2004)

Question 1. Définissez
= La suite(Xy)neny C R ne converge pas verso;

C'est la regation deVR e R, dng € N, Vn > ng, X, < R, c’esta-diredRe R, Vnp € N, In >
no, Xn > R

= L'’ensemble AC R est borre ;
JReR, Vxe A, |X| < Rou, de maréreéquivalentedRe R, AC B[x,R].

m acRestlinfimumde CR;

{

a est un minorant dé, c’esta-direvx € A, a< X
a est plus grand que tout autre minorake! € R, (Wxe A, a <x)=a <a

L] BHH(X’r) ouxeRNetre Ry ;
B j(xr)={yeRN: ly—x| <r}.
= R est complet.

Toute suitede CauchydansR converge (dang).

Question 2.

(a) Définissex la suite(X,)nen CONVeErge vers-o ».

VReR, dng e N, Vn>ng, Xh > R Q)

(b) En utilisant la céfinition donie en (a), montrez qué R—s> +. (Nous ne voulons pas le

(©)

brouillon mais seulement le&&daction finale.)

SoitR € R. Prenongyy = L“/\R” ou [p| désigne le plus petit entiex p. Remarquons que,

puisque|R| > 0, ¥/|R] existe etng € N. Soitn > ny. Vu queng > {/|R| et quep — p* est
une fonction croissante popr> 0, on ang > |R| > R. Par conéquenin® > n§ > R comme
desite.

Montrez que la dfinition don@e en (a) estquivalente

VR >0, InpeN, Vn>np, x> R/2 (2)

(1)= (2) SoitR > 0. En vertu de (1) aveR = R, on obtient I'existence d'ung € N tel
que
Vn>ng, Xn 2 R

Posonsy, := ng. Sin> ng, on a en particulier qua > np et donc que, > R=R > R/2
(ou la dernere iregalié utilise le fait queR > 0). Ceci montre que (2) eséxifie sous I'hy-
pothese (1).
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(2) = (1) On suppose maintenant (2) et on va prouver (1). BaitR. Par (2) aved®® =
2|R|+ 1 (qui est> 0), on a I'existence d’'um; € N tel que

vn>ng, xn > R/2
Posonsy := np+ 1. Sin > ng, on a quen > n + 1 > n; et donc que

R _2R+1
2 2

Ceci finit la preuve du fait que (1) esgrxifié.

>R >R

Question 3. Etudiez la convergence des suites suivantésaillez votre raisonnemerEnoncez
clairement les ésultats que vous utilisez.

n—1 (sinn)n? (-)™In+1
a) Xp= =——— — B N
@ %= 3012 (©) 2=y () tn n_2

n—1\3 n_(_l)n gn+1

= (—= d -~ 7 _
®) = (3=5) @ = o 0=
(@) Onax, = @n—; Or, limp—»1/3" =0 par la propete :a" — 0 ssi|a| < 1. Ici,a=1/3.
D’autre part,
im 1 n-1 . 1-1/n _3

im
n—>oon—|—2 n—>w1+2/
car 1/n —> 0. Comme chaque limite existe, on obtient

1 n—1
lim ¥ = lim = lim -———=0-1=0.

(1-1/np® 13 2 3
(b) On ay, = 217 . Or, Ilm( n) _letnlm(ﬁ_l) = —1carJ/n—— 0. Comme

chaque limite existe et que celle dardminateur est non nulle, on obtient

limp_.w(1-1/n3 1

lim =— =-1.
e T fimew(2/n—1)3 -1
2
n .
(c) Ona|z| < CFSIE car|sinn| < 1. Or,
im—" _m_ L~ o
n—o (N4+1)4  noen2(1+1/n4

Par la convergence don@a, on @duit que lim,_ ..z, = 0.
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n-1 1-1/n
n+2"  1+27/n
n+1 1+41/n
n—2n  1-2"/n
PuisqueN = 2N U (2N + 1) et que les deux sous-suit@s,)nc2n €t (Un)neans1 COnvergent
toutes deux vers 0, oréduit que lim,_o U, =0

(d) Sinest pair, on ai, = et limp_e Uy = 0.

Sinest impair, on al, = et limp_eU2ny1 =0.

—n+1
n—21
. . . n .

Sinestimpair, on &, = niz etlimp_oetonrr = 1.

(e) Sinest pair, on &, = et limp_eoton = —1.

Ainsi, les deux sous-suitésin)neon €t (Un)nean1 CONvergent respectivement verd et 1.
Donc la suite ne converge pas.

n—1 fois
4...4 4.4.4.4.4...4
Onas, =42 = 227770 Donc, comme toutes les fractiods. ..
® S o T Y 12345 (n-1) 8-
-4 sont< 1,0na
24
|Sn|<4 En_l n—oo 0

Par la convergence donda, lims, = 0.

Question 4. Montrez que les deux affirmations suivandegropos d’'un ensemble & R sont
equivalentes.

VReR, Ixe A, x=>R 3)
I(Xn)neny €A, Xp — + 4)

(3)= (4) Soitn € N. En utilisant (3) ave® = n, on trouve urx, qu’on va notex, pour mettre
enévidence sa@pendance en, tel que

Xn €A et Xp=n.

Commen est arbitraire, on a donc une suite )neny € A. Linégalié x, > n étant vraie pour tout
n, le theoeme de convergence dorémimplique que, — +o.

(4)= (3) SoitR e R. En utilisant la @finition dex, — +o avec ceR (voir formule (1)), on
trouve qu’il existe umg € N tel quevn > ng, Xn > R. Poson := x,,. On a bien que = Xy, > R
ce qui termine la preuve.
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Question 5. Les ensembles suivants admettent-ils un maximum, un minimum, @msupy un
infimum ? Donnez la valeur des quaastqui existent.

1 6"
A={sin(—+7):nen}, B-{4- > _nenl.
i n+1+7r eN (N1 2) eN
ENSEMBLEA. Remarquons que
VneN, m<mt <rt1< T (5)
’ h n+1 " =2
_ 1 .
la suite <7r + —) est cecroissante. (6)
N+ 1/neN

Puisque dans le troisine quadrant, c’est-dire dangr, 37/2], la fonction sinus estétroissante,
on déduit de (6) que la suitésin(z +1/(n+ 1)))neN sera croissante.

Ainsi minA sera atteint poun = 0. Donc mirA = inf A= sin(x + 1). D’autre part,

o 1
SUpA = r!lm S|n(7r+ —)

n+1
. . 1 . . ,
= S|n(7r+ lim —) (car la fonction sinus est continue)
n—eon+41
=sint =0.

maxA n’existe pas car & supA ¢ A.
ENSEMBLEB. Etudions la croissance de la suiig)ney définie pan, = 6"/(n+2)! :

6" 6n+ 1

6
& 1<— & n+3<6 & n<3.

<X <
WKl = M0 S (nra)! n+3

La suite (Xn)n>4 €st donc écroissante. On enéduit que mafx, : n € N} = sup{x, : n € N}
est atteint poun = 4 et vaut donc /6! = 9/5 et inf{x, : n € N} = min{xo, limn_.c. (ninz)!} =
min{1/2,0} =0, d’ou min{x, : n € N} n’existe pas vu qug, # 0 pour toutn.

En conclusion, sup =4 —inf{x,:ne N} =4—0=4; maxB n'existe pas car sup¢ B;infB=
minB=4—max{x,:ne N} =4—-9/5=11/5.

Question 6. Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la casquade selon que vous
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez par un bref argument ou un contre-eXessple.
résultats du cours utiles doivengtre clairement identiis.

Vrai: [ | Faux:[O Siune suite ne converge pas, alors aucune de ses sous-suites ne converge.

Par exemple, la suité,) = ((—1)”) ne converge pas (vu au cours) bien que la sous-suite des
élements d'indices pairéon)nen, qui nest rien d’autre que la suite consta(ig,cy, converge
vers 1.

Vrai:[O] Faux:[ ]  Toutensemble d& posgde un infimum darR U {+oo, —oo}.
C’est un tleoreme vu au cours.
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Vrai: 0] Faux:[ ] vxe A vr >0, By (x,r)NA# @, ol A est une partie di.

En effet, quelque soiente Aetr >0, on ax € By (x,r) — vu que|x—X| = |0 =0 <. Par
conequent
X€E B (%) NA

ce qui implique que B (x,r) NA# @.
Vrai: [ ] Faux:[ Toute suite de rationnels converge ddhs

Par exemple, la suit(a(—l)”)neN est compose délements rationnels (1 etl appartiennerd Q)
et pourtant elle ne converge pas (vu au cours).

Vrai: [ Faux:[ ] Si une suite converge (au sens strict) alors elle est&einErieurement.

En effet, si une suitéx,)ne converge, elle est boee (vu au cours), c’'est-dire :IRe R, Vn e
I, |Xxn| < R Par conéquent on a aussi quR € R, Vn € |, X, > —R ce qui esttquivalenta la
définition de« (Xn)nel €st boriée inerieurement.

Question 7. SoitI'ensemble E= {aj,ay,...,am} ou me N\ {0} et tous les asont des nombres
réels. Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la c&spiai® selon que vous pensez
gu’elle est vraie ou fausse. Justifiez.

Vrai: [ ] Faux:[O E est bor@ inferieurement par a

Prenonam=2,a; = 2 etap = 1. a1 = 2 n’est pas une borne iafieure deE = {2,1} vu que
2 ;{ a=1.

Vrai: 0] Faux:[ ] E est bor.

En effet, il suffit de prendr® = max<j<m|ai| pour avoirvx € E, x| < R.
Vrai:[d] Faux:[ | Il est possible quenaxE = a;.
Prenonsn=1eta; = 1. On abien mafd} =1 =a;.

Vrai: 0] Faux:[ ] minE existe toujours.

En comparant leg; deuxa deux, on peut@&erminer lequel d’entre eux est le plus petit (on peut
mémeeécrire un algorithme pour cettadhe).

Vrai:[ ] Faux:[dJ Si (Xn)nen C E, alors(xn)nen converge.

Prenonsm= 2, 3 = —1 eta; = 1. On a bien que la suit§—1)")
converge pas.

en € {—1,1} et qu'elle ne
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Question 8. Etudiez en fonction d& € R la convergence de la Suite ) neny définie par x =

1,0 ., . . .
<F> . Plus péciement, dites pour quelle(s) valeur(s) dela suite converge et gcisez sa
limite.

On a vu en exercices que :

Soitc € R. La suite(c")nen converge si et seulement-sil < ¢ < 1. De plus, sjc| < 1,
c"—0etsic=1,c"— 1.

Ici c=1/A%. La suite(x,) convergera vers 0 si et seulementisii3| < 1, c’esta-dire

ssi |A]>1
ssi |A|>1
ssi A €]—o0,—1[U]1,+00]

La suite(xn) convergera vers 1 si et seulement 1.3 = 1, c’esta-dire si et seulement &i = 1.

Question 9. Soit ac [0,1]. On c&finit la suite(Xn)ney € R par
=0
b 3030
(a) Montrez que, pour tout 8 N, 0 < x, < /a < 1. (Indication : mettez x— /a enévidence.)
(b) A l'aide du point pecadent, prouvez quEn)ner €St une suite croissante.
(c) Concluez-en que la suitey )y CcOnverge.

(d) Déterminez la limite d€X,)nen-

Justifiez toutes lestapes de votre raisonnement.

(@) Vuque 0< a<1,onaya< 1. Montrons paré&currence sun € N que 0< x, < y/a. Pour
n= 0, c’estévident car 0< xg = 0 < /a. Supposons donc queQx, < /a et deduisons en
0 < Xn11 €tXn1 < v/a. En remplagank, 1 en fonction dex, gracea (7), il resulte que :

0< X1 © *n—2(X¢—a)=>0 (8)
X1<va & X—i(x-a)<va (9)
Vu que 0< X, < 1/a, on a erélevant au caér quexi —a < 0 et donc

Xnt1 =X — 3(X3 — @) > X > 0. (10)

D’autre part, (9) secritx, — /a< 3 (% —+/a) (X ++/a). Sixa = /aalors 'inégalié est erifice.
Sinon, il faut montrer que 2 x,+ +/a (il faut faire attention gu’icix, — /a < 0 et donc diviser les
deux membres de I'iegali€ par cette quanéten change le sens). & < /a et par congquent
Xn+ya<2y/a<2-1=2.
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(b) Ceci a @jaéte monté au point pecedent — cf. lequation (10).

(c) On a appris au cours gu’une suite croissante et raajoonverge (vers le siggnum de ses
élements). Le point (b) montre qy®,) est croissante et le point (a) qu’elle est ma@par,/a.
La suite(x,) converge donc.

(d) Appelonsx* la limite de(x,). Bien évidemmentx, 1 — X* (pouvez-vous le prouver ?).63
lors, en passatrit la limite sur (7), on trouve que

: : 12 1 2
X' = r!moxnﬂ = r!mnoo(xn —306-a) =x"—3((x")*~a)
(la dernereégalie resulte deseagles de calcul concernant les limites de sommes et de produits).
Par conéquentx* satisfait I'equationx” = x* — %((x*)2 — a) ce qui implique quex*)? = a et
donc quex* = \/aou quex* = —,/a. Mais comme & x, pour toutn, on a que (< x* et donc que

X* = /a. (La racine—./a n’est acceptable que si elle vaut 0 mais aks0 et aussi/a= 0. Par
conequent,—+/a ne nous donne pas une racine qu’on n’'avait gga)d

Question 10. Soit (Xy)neny € R une suite convergente. Prouvézl'aide de la « définition en

€,N », que la suitgXn+1 — Xn)nen CONVerge vers.

Soite > 0. Il faut trouverng € N tel queVn > no, |X,+1 — Xn| < €. Or on sait quéxy) converge,
disons vers, et donc que/e’ > 0, 3y, Vn > g, [Xn—a| < €. En prenang’ = £/2 dans cette
hypottese, on obtient unj € N tel que

vn>nmg, [Xn—a <& =¢g/2. (11)

Posonsg := 1. Soitn > ng. On a quen+ 1> n > ng et dés lors (11) implique qui,+1—a| < €/2
et|x,—al < €/2. Il en résulte que

Xn+1—Xn| < [Xny1— @+ Xn—a] < &/2+¢€/2=¢

ce qui est ce que nous voulionsrdontrer.

Question 11.

= Soitab e R (a# 1) et(xn)nen la suite cefinie par
Xo € R, (12)
Xnr1=a%+b

On cefinit, pour tout e N, yp :=Xs—cou ce R.

(a) Trouvez c tel que la suitg/n)nen SOIt geONEtrique.

(b) Exprimez y explicitement en fonction de n.

(c) Exprimez  explicitement en fonction de n.

(d) Pour quelles valeurs de a et b la suite,)nery cOnverge-t-elle ? Quelle est alors sa limite ?
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(a) Lasuite(yn) est geonetrique s'il existe une constardes R telle quey,1 = dy, pour toutn €
N. En remplacany, par sa @finition en fonction de,, on trouve
Xn+1—C=Yny1 = dyp = d(X, —C).

Or, en utilisant la dfinition (12), 'équation pecedente devient ax, +b — ¢ = dx, —dc. Une
condition suffisantepour que cette&&quation soit satisfaite estaljaler les coefficients de, et
les termes indpendants. On obtient les deégalies :a=d etb—c = —dc, d’ou on tire que
c=b/(1—a) ('hypothésea # 1 venant priori de nulle part de &noné& vous simplifie la vie ici).

(b) Avec les choix faits ci-dessus, oryg. 1 = ay,. Un simple argument paécurrence (qui vous
est laisg§) montre que
vn>0, y,=a"yo.

Oryo=Xp—Cc=Xp—b/(1—a). En conclusion, on a

vn> 0, yn:a”< —%1). (13)

(c) Puisqueyn = Xy —C, on axp = Y+ c et (13) implique

(d) Puisque, dans la formule (c), ten’apparat plus qu’en exposant d& la question reviena
savoir quanda") converge. Ceci &t vu au cours (a") converge si et seulementaie |—1,1].
Or I'énoné exclua= 1. Donc

(xn) converge < ac]|-11[etbeR.

De plus, dans ce caa? — 0 et on en éduit que

b
*n e T a

REMARQUE : Si (X,) converge, disons vers, alors (12) implique qu&* = ax* + b et donc que
x* =b/(1—a) (sous I'hypotlesea # 1).

QUESTION OUVERTE: Pouvez-vous compter le Esultat ci-dessus en traitadgjalement le cas
a= 17 (Il est attendu qui vous puissiez y arriver avec un peefiexion.)

8/8



