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Chapitre |

Contexte de la recherche

1 Le point de départ : un cours d’analyse ma-
thématique

Dans ce travail, nous présentons une recherche menée en 2003-2004 dans le
cadre d’un cours d’analyse mathématique donné a I'Université de Mons-Hginaut
en Belgique. Nous indiquons, dans I'annexe A, une organisation succincte de I'en-
seignement évoqué ici.

Plus précisément, nous nous sommes centrée sur le cours de premiere année
et ce, pour diverses raisons. Tout d’abord, nous participons a I'enseignement de
'analyse a ce niveau, ce qui nous place dans un réle d’observateur privilégié,
curieux des processus d’enseignement et d’apprentissage. Ensuite, 'analyse est le
cours de mathématiques le plus volumineux du programme de la premiére année.
De nombreux concepts sont présentés et la matiére s’enchaine au fil des chapitres,
ce qui rend le cours difficile aux yeux des étudiants. Enfin, ce cours est destiné
a des étudiants de sections mathématique, physique et informatique, donc a un
public assez hétérogene, méme si la quasi-totalité d’entre eux provient de filieres
scientifiques de I'enseignement secondaire. Les trois sections réunies forment un
groupe constitué d’'une centaine d’étudiants, un nombre qui fluctue Iégerement
selon les années. Signalons que I'organisation de I'enseignement secondaire belge
pour les trois dernieres années du lycée est semblable a celle de la France, si ce
n'est qu’il n'y a pas de baccalauréat; les examens sont propres a chaque lycée.
En revanche, une différence majeure avec la France est qu’en Belgique, ce sont
les meilleurs étudiants qui se destinent a des études universitaires. A l'issue de
la premiére année, les sections mathématique, physique et informatique ne sont

IUniversité de Mons-Hainaut (UMH) est implantée & Mons, chef-lieu de la province du Hai-
naut. Elle regroupe environ 3000 étudiants au sein de quatre facultés (des Sciences, de Psychologie
et Sciences de I'Education, de Médecine et Pharmacie, des Sciences de gestion). LUMH est tres
sensible aux difficultés rencontrées par les étudiants qui entrent en premiére année. Un encadre-
ment pédagogique important est offert aux étudiants pour faciliter leur passage de I'enseignement
secondaire a l'université. Des activités de remédiation sont organisées dans toutes les facultés. Des
postes pédagogiques sont consacrés a I'encadrement des étudiants de premiére année.
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plus regroupées, I'organisation des cours dépend de chaque discipline. La finalité
du cours d’analyse differe donc selon les sections. Par conséquent, nous devons
tenir compte de cette double diversité, au début et a la fin du cours, qui donne une
certaine spécificité a notre enseignement.

2 Description du cours

Le cours d’analyse démarre en noventleese termine en mai. Il est scindé
en une partie théorique qui se déroule en cours magistraux (85 heures) et en
séances d’exercices (80 heures). Les étudiants ont donc, en général, deux séances
de théorie et deux séances d’exercices par semaine, soit une charge horaire d’en-
viron 8 heures et trente minutes par semimour les séances d’exercices, les
étudiants sont séparés en deux groupes; le premier est constitué des informati-
ciens et le second des mathématiciens et des physiciens. Chaque groupe comprend
ainsi plus ou moins cinquante étudiants. Les exercices résolus sont identiques
dans les deux groupes. Les séances d’exercices sont assurées par un assistant.
Elles se donnent en paralléle avec la théorie, ce qui impliqgue que des qu’un sujet
est enseigné, les étudiants sont confrontés aux exercices s’y rapportant environ
une semaine plus tard. Durant les séances d’exercices, les étudiants choisissent
de travailler seuls ou en groupes. Pendant ce temps, I'assistant passe aupres des
étudiants et présente ensuite la correction au tableau.

Le cours d’analyse que nous décrivons ici reprend les notions de base de
I'analyse des fonctions de plusieurs variables réelles. Une table des matieres dé-
taillée est donnée dans I'annexe B.

3 Un choix de contenu : la topologie de RN

Vers le mois de février (début du second semestre), apres un travail sur la
convergence des suites vectorielles, un chapitre du cours est consacré a une intro-
duction a la topologie d&N. Ce choix de contenu se justifie par le fait que cette
discipline constitue la base du cours d’analyse de deuxiéme année en section ma-
thématique. Cette partie du programme est complétement nouvelle pour tous les
étudiants en ce sens gu’elle n’a pas été abordée dans I'enseignement secondaire.
De plus, cette partie est porteuse d’'un formalisme nouveau, tant sur le plan des
symboles utilisés (intérieur, complémentaire, quantificateurs,...) que sur celui de

2l’année académique commence en septembre. Les cours des six premiéres semaines sont
consacrés aux mathématiques considérées comme les bases pour aborder les cours de premiere
année. C’est pour cette raison que des cours tels que I'analyse ou I'algébre linéaire démarrent plus
tard dans I'année.

SChaque lundi, une séance facultative de remédiation est aussi organisée. Avec l'aide d'un as-
sistant, les étudiants rédigent des résumés, obtiennent des explications complémentaires, résolvent
des exercices supplémentaires, ... Le déroulement de la séance est fonction des besoins des étu-
diants.
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leur utilisation dans des écritures plus complexes. Nous allons nous intéresser a
cette partie de I'enseignement.

Nous avons pu constater, au fil des années, et sur la base d’évaltjations
gue cette partie du cours est source de nhombreux probléemes de compréhension
pour les étudiants. Nous faisons I'hypothése qu’une raison a ces difficultés est
que l'usage des quantificateurs n’est pas un enjeu explicite de I'enseignement se-
condaire. L'étudiant doit donc construire les prérequis nécessaires a la topologie
en méme temps qu’il tente d’accéder a la maitrise des nouveaux concepts. Mais |l
y a sirement d’autres raisons a ces difficultés de compréhension. D’ou I'envie de
nous intéresser, de notre point de vue d’enseignant, aux questions suivantes :

Quelles sont les spécificités des concepts topologiques enseignés et cuelles
difficultés ceux-ci peuvent-ils poser a ce niveau d’enseignement ?

4 Spécificités des concepts topologiques
choix d’un cadrage théorique

Nous nous sommes interrogée sur les probléemes liés au formalisme, suivant
notre premiére intuition décrite au paragraphe précédent. Ce probléme n’est pas
nouveau. Nous évoquons successivement quelques travaux antérieurs ayant un
rapport avec le probléme du formalisme. Nous expliquons ensuite comment nous
nous sommes appuyée sur ces recherches pour dégager les outils didactiques que
nous utilisons et les pistes de travail que nous exploitons pour avancer dans nos
guestions.

4.1 Travaux antérieurs sur les mathématiques de la scola-
rité post-obligatoire

p» Les démonstrations attendues

A. Robert (1998) s’est intéressée a I'enseignement des mathématiques au
lycée et a l'université. A ces niveaux, les mathématiques enseignées deviennent
complexes en ce sens qu’elles commencent a ressembler aux mathématiques des
mathématiciens professionnels. Cette complexité est étudiée en se placant du c6té
des experts et du cb6té des étudiants.

Nous retenons, en particulier, que I'étudiant doit faire face, a ces niveaux
d’enseignement, a de nouvelles exigences en matiere de démonstrations et de for-
malisme. Ces démonstrations nécessitent de plus en plus une utilisation expli-
cite de la logique élémentaire et une incursion dans la théorie des ensembles. De
plus, elles peuvent devenir longues et variées. De nouveaux types de problemes,
tels I'existence ou I'unicité apparaissent. Des arguments plus ou moins imbriqués

4Dans les interrogations, les résultats des questions qui portent sur la topologie ne sont pas
bons.
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doivent étre articulés au fil de la démonstration ; des changements de points de vue
ou des mises en relation peuvent aussi étre introduits. Soulignons que les quan-
tificateurs deviennent indispensables, avec le probleme sous-jacent de I'ordre de
ces quantificateurs dans une méme expression. Selon A. Rabstinttoduit

dans les mises en fonctionnement nécessaires aux démonstrations une certaine
complexité, dans la mesure ou souvent il ne s’agit plus de juxtaposer assez sys-
tématiqguement des applications simples ou des théorémes du cours mais bien de
faire intervenir simultanément plusieurs éléments, de les combiner, ou d’effectuer
des choix, ou de changer de point de vue, ou encore d’adapter des outils de ma-
niére un peu nouvelle, éventuellement dans de nouveaux types de problemes. Il 'y
a souvent plusieurs étapes imbriquées dans une seule démonstration. Les éléves
peuvent avoir plusieurs initiatives a prendre s’il y a a faire des modifications non
indiquées par exemple.

»» Les apprentissages et les pratiques

Plus généralement, I'étudiant est confronté a de nouvelles demandes en ma-
tiere de pratiques mathématiques. Par exemple, un théoréme possede en général
beaucoup d’applications qui ne sont pas toutes envisagées en classe. Un ensei-
gnant peut attendre que ces différentes possibilités d’applications soient pourtant a
la disposition de I'étudiant. Celui-ci doit aussi pouvoir intégrer des connaissances
déja rencontrées dans l'introduction de nouvelles connaissances. Autrement dit, il
devrait pouvoir intégrer le nouveau dans I'ancien, sans oublier ce dernier. Or, des
travaux de J. Piansur les productions d’étudiants préparant le CAPES ont mon-
tré que, souvent, les étudiants n'ont a leur disposition que des savoirs juxtaposés,
ils savent surtout les utiliser si les applications sont isolées et indigju€es
travaux montrent aussi que les connaissances élémentaires ne sont pas non plus
disponibles mais qu’elles sont cependant correctement utilisées sur demande.

»» Les outils proposés

Les descriptions précédentes sont utilisées pour dégager quatre dimensions
d’analyse permettant d’accéder a la complexité des mathématiques qui nous con-
cernentici (A. Robert, 1998) :

o la dimension outil / objet des notions (R. Douady,1986).

0 le statut des notions a enseigner quant a leur insertion dans le paysage mathé-
matique des éléves.
Cette dimension permet de caractériser les notions mathématiques a ensei-
gner aux étudiants en regardant a quelles connaissances introduites elles sont

5J. RAN (1999), Diagnostic des connaissances de mathématiques des étudiants de CAPES,
vers une interprétation cognitive des apprentissages individDalder de DIDIREMN® 34, Irem
Paris 7.

6Ce sont des applications immédiates de théorémes, propriétés, formules,... Il n’y a pas d’étapes
a envisager.
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reliées et comment elles sont reliées mais aussi a quoi elles peuvent servir
dans le paysage mathématique des étudiants déja construit ou en cours de
construction. A. Robert distingue, pour les notions a enseigner les statuts sui-

vants :

— les notions qui peuvent étre présentées aux éléves directement comme
des extensions de notions déja introduites,

— les notions qui peuvent étre présentées aux éléves comme réponses a de
nouveaux problémes précis,

— les notions qui ne correspondent qu’a 'introduction d’un nouveau for-
malisme,

— les notions formalisatrices, unificatrices et généralisatrices, que nous no-
terons « notions FUG » : ce sont des notions qui présentent une unifi-
cation de notions précédentes, nécessairement associées a une générali-
sation grace a un nouveau formalisme. En général, ces notions ont des
caractéristiques épistémologiques qui tiennent a une genese tres longue,
le passage des notions primitives a leur généralisation a été tres lent et
sinueux. Leur enseignement présente donc des difficultés d’introduction.

A priori, il est plus difficile d’introduire des concepts qui sont éloignés
des connaissances antérieures que des concepts pour lesquels la distance
entre ancien et nouveau est plus réduite.

0 les niveaux de conceptualisation.
Dans (Dorier, 1997), un niveau de conceptualisation est défini comme étant
un palier dans un champ de connaissances mathématiques correspondant a
une organisation cohérente d’une partie du champ. Cette organisation est ca-
ractérisée par des objets mathématiques, présentés d’une certaine fagon, des
théoremes sur ces objets, des méthodes associées a ces théoremes et des pro-
blemes résolubles avec les théoremes du niveau considéré et en utilisant ces
méthodes.
Cette dimension en termes de niveaux de conceptualisation permet d’obser-
ver, pour une méme notion, les imbrications successives.

o les niveaux de mises en fonctionnement des connaissances par les éleves.
A. Robert distingue trois niveaux de mises en fonctionnement :

— le niveau technique : ce niveau correspond a des mises en fonction-
nement indiquées, isolées. Il s’agit d’applications immédiates de théo-
remes, définitions,... Ce sont donc des contextualisations simples, locales
et sans étapes.

— le niveau des connaissances mobilisabléss mises en fonctionnement
sont encore indiguées mais on dépasse I'application simple d’une pro-
priété a la fois. Il existe, a ce niveau, un début de juxtaposition des sa-
voirs dans un domaine donné, une certaine organisation. Ce qui est en
jeu reste cependant explicite.

’Un savoir est dit mobilisable si, lorsqu'il est bien identifié, il est bien utilisé par les éléves.
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— le niveau des connaissances disponibles : a ce niveau, I'étudiant est ca-
pable de résoudre ce qui lui est proposé sans indications, de rechercher
dans ses connaissances ce qui peut intervenir.

4.2 Retour a notre probleme, délimitation du cadre de tra-
vail

Parmi les outils proposés au paragraphe précédent, nous utilisons la deuxieme
dimension comme point de départ de notre étude.

Nous choisissons, pour la suite du travail, d’'interpréter les concepts topolo-
giques comme des notions FUG pour étudier la question de leur apprentissage. En
effet, nous nous appuyons sur le fait que ces concepts sont porteurs d’'un forma-
lisme nouveau et sont généralisateurs de connaissances ant&rieures

Une difficulté d’enseignement d’'une notion FUG est donc de parvenir a con-
struire du sens a partir des connaissances antérieures et « malgré » le nouveau
formalisme a faire utiliser. Pour le chercheur, étudier une notion FUG consiste
a regarder ce qui peut amener I'étudiant a une prise de sens. En effet, lorsqu’on
manipule le formalisme introduit par une telle notion, on peut perdre le sens des
notions que ce formalisme permet de généraliser. Le travail sur ces notions risque
de s’effectuer sans contréle et en nette rupture avec les connaissances antérieures.
Une question posée par I'enseignement des FUG est alors de regarder a quelle
conceptualisation les étudiants sont capables d’accéder grace a ce travail sur le
formalisme et que sont-ils capables de produire ?

Notre choix d’interpréter les notions topologiques en termes de FUG nous
amene ainsi a étudier le rapport entre leur formalisation et leur conceptualisation
dans les productions d’étudiants pour d’une part, caractériser les apprentissages
en topologie et d’autre part, a un niveau plus critique, analyser dans quelle me-
sure notre interprétation permet de préciser les difficultés d’enseignement de cette
discipline.

A la base de notre réflexion pour mieux comprendre ces difficultés, nous rete-
nons, de notre point de vue de chercheur, que le formalisme a des fonctions de des-
cription et de traduction. De fait, I'introduction d’'un nouveau formalisme apporte
de I'économie dans les écritures utilisées et devient indispensable dans certaines
démonstrations par la suite. Mais ce que les enseignants constatent souvent nous
autorise a penser que cette économie n’est pas un argument de compréhension
pour les étudiants. Elle peut méme induire une perte de sens alors qu’on pourrait
au contraire penser initialement que, grace a la manipulation du formalisme, les
étudiants parviennent a donner du sens aux objets et a les conceptualiser.

De notre point de vue d’enseignant, nous observons, en ce qui concerne le
formalisme utilisé en topologie, les difficultés suivantes : soit les étudiants ne le
comprennent pas du tout, soit ils semblent le comprendre mais ne le manipulent
pas correctement. Or, des contraintes de temps nous poussent, dans notre ensei-

8Nous pensons a des notions telles que les intervallesRidascontinuité des fonctions de
dansR,...
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gnement, a progresser colte que colte dans les contenus. Nous restons donc, dans
les séances d’exercices, a un niveau exclusivement formel en proposant surtout
des applications simples et isolées. Nous en déduisons que la seule fonctionna-
lité de la topologie, dans notre enseignement, est une fonctionnalité de traduction
formelle, sans optique de résolution de problémes.

En premiere analyse, notre expérience semble donc indiquer que la dyna-
mique entre la formalisation et la conceptualisation ne fonctionne pas bien et est
en tout cas superficielle et peu durable.

Les travaux présentés sur le probléme du formalisme nous aménent a préciser
notre questionnement pour finalement explorer la question suivante :

Que produit I'interprétation FUG des concepts topologiques dans I'analyse
de leurs difficultés d’enseignement en termes de formalisation et de coricep-
tualisation ?

5 Autres travaux

Nous évoquons maintenant des travaux qui appréhendent le rapport entre la
formalisation et la conceptualisation de différentes manieres et a différents ni-
veaux d’enseignement.

5.1Des questions semblables dans l'enseignement de
I'algebre linéaire

Diverses recherches sur 'enseignement de I'algebre linéaire en premiére an-
née d’'université ont été rassemblées dans (Dorier, 1997). Une étude approfondie
des concepts enseignés montre que leurs spécificités tiennent a la nature unifi-
catrice et généralisatrice de la théorie F'atgebre linéaire est 'aboutissement
d’une vaste entreprise de formalisation, qui unifie et rend possible des résolutions
économiques et analogues de tous les problémes qui relevent du linéaire. Encore
faut-il donc, pour avoir acces a ces résolutions, maitriser un certain degré de
formalisme. »J.L. Dorier, 1997).

Nous relevons aussi les éléments suivants concernant I'apprentissage de I'al-
gebre linéaire en premiére année de DEUG. Des difficultés liées au formalisme
sont repérées, notamment des difficultés liées aux manipulations formelles et a
I'insuffisance des connaissances antérieures en logique et en théorie des ensem-
bles. Une autre source de probléemes est que I'enseignement de 'algébre linéaire
est peu préparé dans I'enseignement secondaire. Enfin, une spécificité de cette
théorie est que lorsque les étudiants accédent a une certaine maitrise du forma-
lisme, I'algebre linéaire devient un outil de résolution des problemes qui relevent
du linéaire.

Des enquétes menées aupres des étudiants, de 1987 a 1994, montrent que
les principales difficultés des étudiants en algébre linéaire sont révélatrices de
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I'obstacle du formalisme. Les enquétes précisent la nature des difficultés rencon-
trées pour toutes les générations d’étudiants et pratiquement pour tous les modes
d’enseignement. Elles mettent en évidence des difficultés « classiques » liées aux
manipulations formelles mais elles montrent aussi comment l'insuffisance des
connaissances en logique et en théorie des ensembles produit des erreurs en al-
gebre linéaire.

La premiere enquéte est réalisée en octobre-novembre 1987. L'objectif est de
cerner les connaissances et les conceptions des étudiants en algebre linéaire, aprés
une premiére année d’université. Des étudiants en deuxiéme année universitaire
ont rempli un questionnaire avant tout nouvel enseignement d’algébre linéaire.
Les étudiants sont entre autre interrogés sur la fagon dont ils percoivent I'algébre
linéaire et sur les difficultés qu’ils rencontrent. Pour le premier point, la majorité
des réponses décrivent des contenus mathématiques. Le caractére outil de I'al-
gebre linéaire pour résoudre des probléemes dans différents cadres n’est jamais
évoqué. Les concepts restent a I'état de concepts-objets. Les difficultés majeures
sont liées a I'abstraction, aux difficultés a se représenter les notions, a la quan-
tité de définitions et théoremes nouveaux a comprendre et a apprendre mais aussi
aux multiples démonstrations a produire avec la rigueur associée. Les étudiants
mentionnent aussi des difficultés dues au langage et au formalisme utilisés. Nous
notons aussi que les nouveaux objets introduits font simultanément intervenir le
langage ensembliste, l'utilisation des quantificateurs et un grand nombre de dé-
finitions, ce qui accroit les problemes de compréhension. En concluspoyr«
une majorité d’étudiants, I'algebre linéaire n’est qu’un catalogue de notions tres
abstraites qu’ils n’arrivent pas a se représenter ; de plus ils sont submergés sous
une avalanche de mots nouveaux, de symboles nouveaux, de définitions nouvelles
et de théorémes nouveawXJ.L. Dorier, 1997).

Une seconde enquéte est menée en 1990 dans une section de DEUG. Il s’agit
cette fois d’analyser les contenus au niveau des types de taches proposeées et des
procédures utilisées par les étudiants. Un autre objectif était de regarder I'évolu-
tion des connaissances en algébre linéaire en fonction des connaissances en lo-
gique et en théorie des ensembles. Les résultats sont donnés en fonction des deux
criteres suivants : les taches proposées aux etudiants et les difficultés des étudiants.
En ce qui concerne les taches, une premiere dichotomie est observée entre les
taches s’appliquant a des cadres extérieurs a I'algebre linéaire ou les concepts et
les méthodes apparaissent comme un outil de résolution et les taches se déroulant
dans un cadre formel, mettant ainsi en évidence 'aspect objet des concepts. Pour
le premier type de taches, nous retrouvons des problemes ou l'outil linéaire méne
a une résolution adaptée. Cependant, les énoncés proposés ne relevent en général
pas strictement de 'algebre linéaire, et la réponse a y apporter non plus. Dans le
second type de taches proposées, nous retrouvons des problémes plus théoriques
ou se développent des « techniques-objets » internes au cadre formel de I'algébre
linéaire. Une seconde dichotomie, non spécifique de I'algébre linéaire, apparait
ensuite entre les taches calculatoires ou algorithmiques et les taches se placant a
un niveau plus conceptuel. L'évolution des problemes posés au cours de I'année
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montre que, si au départ les cadres des questions sont variés, ils deviennent au
fil du temps de plus en plus formels. Parallélement, les taches proposées sont de
plus en plus calculatoires. Nous notons aussi que le manquement de changements
de cadres rend les possibilités de moyens de contrble et de prise de sens assez
limitées. Une difficulté supplémentaire est I'absence de « méthodes types » de ré-
solution, ce qui donne parfois lieu a des propos incohérents ou absurdes. Lenquéte
visait aussi a pointer les difficultés des étudiants. Dans les problémes posés dans
un cadre externe a l'algebre linéaire, les étudiants rencontrent deux obstacles :
I'algebre linéaire n’est pas un outil indispensable pour résoudre le probléme, son
utilisation ne correspond qu’a une obligation didactique. Ensuite, I'entrée dans le
probleme nécessite souvent l'utilisation de résultats préliminaires avant de faire
intervenir I'outil linéaire. Or, ces résultats font appel a des techniques spécifiques
gue les étudiants ne maitrisent pas. Pour les problemes posés dans un cadre for-
mel, d’autres difficultés apparaissent : les changements de cadres sont limités, les
moyens de contrble et les possibilités de prise de sens sont restreints. Enfin, pour
les évolutions individuelles, nous retenons que la réussite en algébre linéaire est
corrélée aux connaissances antérieures en logique élémentaplels que des
connaissances précises en logique, il semble que ce soit plutbt 'absence de la-
cunes dans les connaissances en logique qui soit le plus important dans le trans-
fert sur la réussite en algébre linéaire... ce n'est qu'au-dela d’un certain seuil
global de connaissances en logique (le quantitatif), que ces connaissances sont
mobilisables de facon effective et positive dans I'acquisition des concepts élé-
mentaires d’algebre linéaire (le qualitatif) (J.L. Dorier, 1997).

5.2Un usage fonctionnel des symboles : un pas vers la
conceptualisation

Le probleme de I'acquisition des concepts topologiques rentre dans le cadre
plus général de comprendre comment les étudiants peuvent s’approprier un nou-
vel objet mathématique. M. Berger (2004) étudie de quelle facon un étudiant en
mathématiques, au niveau universitaire, donne du sens a un nouveau signe mathé-
matiqué qui lui est présenté sous la forme d’une définition. En particulier, 'auteur
analyse comment s’effectue le passage entre la signification perséfefien
étudiant accorde & un nouveau signe et la signification cultlitelle

En reprenant les travaux de Vygotsky sur la fagon dont un enfant apprend un
nouveau mot, M. Berger soutient la thése qu’un étudiant commence par utiliser un
nouveau signe mathématique dans un but de communication, comme pour utiliser
un nouveau mot, mais aussi comme un objet lui permettant d’organiser ses idées,

9Lauteur englobe sous ce terme un symbole mathématique, une expression, le nom d’un ob-
jet,...

10par signification personnelle, nous entendons tout ce qui fait que I'étudiant pense, croit im-
plicitement ou explicitement qu'il a compris le sens reconnu par la communauté scientifique d'un
objet. Cela peut d'ailleurs étre effectivement le cas.

Hpétudiant parvient & utiliser ce signe d’une fagon qui s’avére étre congruente avec l'usage qui
en est reconnu par la communauté scientifique.
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tout comme un mot, et ce avant qu’il en maitrise completement le sens. L'auteur
défend l'idée que c’est grace a un usage fonctionnel, c’est-a-dire par imitation,
association et / ou manipulation, d’'un nouveau signe que I'étudiant fait évoluer sa
représentation personnelle du signe pour accéder au sens reconnu par la commu-
nauté mathématique.

L'analyse d'une interview montre comment un étudiant parvient a donner
du sens a un nouveau signe particulier, I'intégrale impropre, grace a un usage
fonctionnel. Il s’agit d’'un étudiant en mathématiques, en premiére année d’'une
université d’Afrique du Sud. Dans l'interview, une définition écrite de l'intégrale
impropre est donnée a I'étudiant. Celui-ci doit réaliser certaines taches faisant
intervenir ce nouveau signe. L'étudiant a la possibilité, a sa demande, de consul-
ter une référence standard sur le Calculus en premiére année universitaire. Sur la
base de la définition, il est demandé a I'étudiant de produire ses propres exemples
sur I'objet qui lui est présenté, puis il a a déterminer si des intégrales impropres
convergent ou pas. Le livre de référence traite explicitement des exemples d’inté-
grales impropres convergentes ou non, et montre des représentations graphiques
de l'intégrale impropre. La retranscription de I'interview montre que, dans un
premier temps, I'étudiant est capable de travailler avec la définition de ce nouvel
objet en procédant par association et par imitation de la définition. A ce stade,
I'étudiant n’accorde pas encore de sens a l'intégrale impropre, tant d’'un point de
vue personnel que culturel. Ensuite, I'étudiant passe de productions erronées a
des productions acceptables. En procédant par imitation, I'étudiant consulte les
exemples traités dans le livre pour étudier la convergence des intégrales qui lui
sont données. A cette étape, il parvient a donner du sens au nouvel objet qui lui a
été introduit.

Cette recherche montre donc que le sens d’'un nouveau signe mathématique
peut évoluer, chez I'étudiant, grace a la communication verbale ou écrite d'une
part et d’autre part grace a un usage fonctionnel (manipulation, imitation, associa-
tion) de cet objet.

5.3 Technique et sens : une dynamique a ne pas négliger

Le probleme de la « prise de sens » n’est pas récent et apparait a tous les ni-
veaux d’enseignement. D. Butlen et M. Pezard (1996) ont étudié les liens entre les
compétences calculatoires, la construction de représentations d’'un probléeme nu-
mérique et le traitement de celui-ci chez des éleves de la fin de I'école élémentaire.
Les auteurs regardent comment et sous quelles conditions une pratique réguliére
du calcul mental peut améliorer les performances des éléves dans la résolution de
problemes. lls émettent I'hypothese que la pratique reguliere du calcul mental di-
minue le colt mental des opérations et permet d’augmenter les performances dans
la résolution de problémes.

Des tests comparatifs sont organisés dans des classes entrainées et des classes
non entrainées. Les résultats de I'expérience montrent que la pratique réguliere du
calcul mental favorise la « prise de sens » des éléves, un effet qui se trouve ren-
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forceé par l'institutionnalisation. Ainsi, le travail de la technique fait effectivement
progresser le conceptuel. Cependant, il ne faut négliger ni I'un ni l'autre. Or, dans
un enseignement ordinaire, ou le choix d’enseignement est la progressivité des
contenus, la technigue a tendance, au fil du temps, a étre sous-estimée.

Les recherches menées ont montré que la dynamique entre le sens et la tech-
nique est nécessaire. Par analogie, nous pensons que la dynamique entre le formel
et le conceptuel est sans doute, elle aussi, indispensable. On peut d’ailleurs se de-
mander si un enseignement ou on privilégie le formel sur le conceptuel ne s’ave-
rera pas inefficace chez certains étudiants. Nous faisons I'hypothése que c’est en
faisant travailler I'étudiant a un niveau qui n’est pas exclusivement formel qu’il
parvient a manipuler les objets dans différents cadres et a les conceptualiser, avec
I'aide de I'enseignant.

6 Pistes de travail, méthodologie

Nous avons choisi d’interpréter les concepts topologiques en termes de no-
tions FUG. Notre travail consiste a utiliser cette interprétation pour étudier les
spécificités de ces concepts et pour analyser leurs difficultés d’enseignement en
termes de formalisation et de conceptualisation. Nous procédons en deux étapes :

[0 dresser un état des lieux de notre enseignement en établissant sur le chapitre
concernant la topologie un diagnostic tant dans le cours théorique que dans
les exercices que nous proposons aux étudiants,

O élaborer un questionnaire a proposer aux étudiants de seconde année ayant
pour but de tester leurs acquis topologiques de premiere année. Nous nous
placons donc, de ce point de vue, du coté des apprentissages.

6.1 Lenseignement
»» Le cours théorique

L'analyse du cours théorique vise a situer les concepts topologiques dans
le paysage mathématique des étudiants et d’en comprendre les grandes dyna-
miques. Comme nous I'avons expliqué précédemment, I'enseignement d’'une no-
tion FUG présente des difficultés d’introduction notamment liées au manque de
liens avec les connaissances antérieures. Linterprétation des concepts topolo-
giques en termes de FUG nous amene donc a étudier les questions suivantes :

o A quel moment du cours et de I'année les concepts topologigques sont-ils in-
troduits ?

o Les étudiants disposent-ils de connaissances antérieures en topologie ou bien
s’agit-il, pour eux, de concepts compléetement nouveaux ?

o Comment les concepts topologiques sont-ils introduits ?

o Les concepts topologiques sont-ils utilisés dans la suite du cours et si oui,
comment?
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Pour mener cette analyse, nous disposons du syllabus du cours et des notes
d’'un étudiant qui a suivi le cours en 2002-2003. Dans un premier temps, nous
regardons le syllabus. Il s’agit d’'un support théorique permettant aux étudiants de
compléter les notes prises au cours. La table des matiéres renseigne sur I'ordre
chronologique des sujets abordés. Cependant, il existe des variantes entre le con-
tenu du syllabus et ce qui est présenté au cours. Par exemple, au sein d’'un méme
chapitre, il est possible que le professeur présente, pendant la séance, les concepts
dans un ordre différent de celui du syllabus. D’autre part, le syllabus contient da-
vantage que ce qui développé au cours. Toutes les propriétés y sont démontrées et
certains résultats y sont mentionnés alors qu’ils ne sont pas développés au cours.
Les évaluations ne portent que sur ce qui est effectivement abordé au cours théo-
rique. Nous présentons, dans I'annexe D, les notes d’'un étudiant sur le chapitre
intitulé « Topologie ». Ces not&snous permettront de connaitre I'ordre exact
dans lequel les concepts sont introduits et comment ils le sont. Elles nous rensei-
gneront aussi sur les exemples fournis, sur ce qui est démontré par I'enseignant
et sur ce qui est laissé a la charge de I'étudiant (une démonstration laissée en
suspens, I'étude de la réciproque d’'un résultat,...).

»» Les exercices

Par le fait que nous avons la charge des séances de travaux dirigés, nous
disposons d’un corpus d’exercices a analyser.

Pour étudier ce que produit I'interprétation FUG des concepts topologiques
dans les exercices, nous procédons a une analyse de'tiaimestir des énoncés
proposés aux étudiants. Ces analyses ont pour but de renseigner sur les activités
potentielle$* des étudiants et en particulier sur la fagon dont ils sont amenés a
manipuler les concepts dans les exercices.

Nous présentons ci-dessous nos axes d’analyse des énoncés. Nous utilisons
les outils d’analyse des contenus proposés par A. Robert (1998). Six axes d’'ana-
lyse de taches sont développés, allant du général au particulier. Les deux premiers
axes sont globaux, les trois suivants sont des axes locaux d’analyses a priori et le
dernier est un axe d’analyse a posteriori. Dans ce travail, nous travaillons avec les
deux axes suivants :

o l'axe 3 : I'analyse des taches a priori,
o l'axe 4 : 'analyse des activité2 des éléves a priori,

Ce sont des analyses a priori. Nous ne regardons pas, dans ce travail, le déroule-
ment effectif en classe mais, de fagon empirique, nous supposons qu’il ne ferait

12| s'agit des notes d’un étudiant sérieux, qui assiste a tous les cours et dont les résultats sont
trés bons. Elles sont donc fiables.

13Taches : ce qui est a mettre en oeuvre du point de vue mathématique. Elles sont souvent
analysées a priori a partir d’énoncés.

14| s’agit des activités qui peuvent se réaliser.

I5Activités : ce qui est & mettre en oeuvre du coté de I'éléve. Elles sont associées a ce que font
les éléves pour résoudre une tache.
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gue renforcer les analyses a priori. Ces axes sont présentés sous la forme d’'une
suite de questions que nous indiquons dans I'annexe C. Les analyses consistent a
y apporter des réponses. Dans cette série de questions, nous relevons plus parti-
culierement les criteres suivants qui, compte tenu de notre choix théorique, sont
susceptibles de dégager des traits particuliers du travail sur les concepts topolo-
giques :

o le caractére outil / objet des notions a utiliser,

o le réle spécifique du formalisme,

o l'utilisation de connaissances anciennes ou en cours d’acquisition,

0 les niveaux de mise en fonctionnement des connaissances,
O les types de raisonnements mis en jeu,
d

les adaptations a effectuer pour résoudre la tache. Dans (Robert, 2005), six
types d’adaptations sont dégagés, pouvant intervenir simultanément :

— Al. Les reconnaissances des modalités d’applicaties notions, théo-
remes, méthodes, formules,...

— A2. Ll'introduction d’intermédiairestels que des points, des notations,
des expressions,...

— A3. Les mélangesle plusieurs cadres ou notions, lEsangementsle
points de vue, de cadres ou de registrespieses en relatiomu inter-
prétations

— A4. L'introduction d’étapes, I'organisationles calculs ou des raisonne-
ments. Les étapes peuvent étre classiques ou a imaginer.

— Ab. L'utilisation de questions précédentéans un probléme.
— AG6. L'existence de chojxXorcés ou non.
o les moyens de controle.

Ces analyses ont aussi pour objectif de dégager d’éventuelles régularités dans
les taches a réaliser. Plus précisément, nous cherchons a repérer si certaines activi-
tés se répetent fréquemment et si les exercices proposeés font intervenir les mémes
niveaux de mises en fonctionnement des connaissances. Nous pensons que ces
régularités, si elles existent, mettent également en évidence des spécificités du
travail proposé sur les concepts topologiques qui peuvent étre mises en relation
avec leur interprétation FUG.

6.2 Les apprentissages

En nous appuyant sur les analyses précédentes, nous nous proposons, dans la
suite de notre travail, d’analyser ce que les étudiants réalisent avec les concepts
enseignés au terme de leur premiere année universitaire. Notre objectif, dans cette
partie du travail, est d'utiliser l'interprétation FUG des concepts topologiques pour
analyser leurs difficultés d’apprentissage.
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La question de la maitrise des connaissances est abordée dans les recherches
menées sur I'enseignement de l'algebre linéaire en premiere année d’université
(J.L. Dorier, 1997). Ce domaine semble avoir des similitudes avec les concepts
topologiques. En effet, les recherches montrent notamment que les concepts de
I'algébre linéaire sont de nature FUG et que leur maitrise requiert des prérequis
en logique et en théorie des ensembles.

Dans (Dorier, 1997), des questionnaires sont proposés a des étudiants en
deuxieme année d’université pour tester leurs connaissances et leurs conceptions
en algébre linéaire. D’ou 'idée de nous inspirer de ces enquétes pour étudier ce
que nos étudiants de deuxieme année ont gardé de leur enseignement de topologie
de premiere année et comment ils pergoivent cette discipline.

»» Elaborer notre questionnaire

Dans la premiére enquéte sur I'algébre linéaire, réalisée auprés d’étudiants
de deuxiéme année, toutes les questions portent sur les supposés acquis de la pre-
miere année. Cette enquéte est présentée dans I'annexe E. Nous expliquons ici
comment nous nous sommes inspirée de ce questionnaire sur l'algebre linéaire
pour élaborer un questionnaire portant sur les concepts topologiques.

Comme dans I'enquéte sur I'algebre linéaire, nous conservons tout d’abord
I'idée de nous centrer sur ce qui a été abordé en premieére année et par conséquent,
de ne pas interférer avec les concepts topologiques étudiés en deuxieme année.

Dans le questionnaire sur l'algebre linéaire, nous remarquons que certaines
guestions peuvent facilement se transposer aux concepts topologiques et que de
plus, elles sont en relation avec notre travail. A la question 2, les étudiants doivent
fournir des exemples d’espaces vectoriels, ce qui permet de préciser leurs réfé-
rences pour ce type d’espaces. Pour notre questionnaire, nous retenons l'idée de
demander aux étudiants des exemples qui, dans notre cas, seraient des exemples
d’ensembles ouverts et des exemples d’ensembles fermés. Différents exemples
seraient & fournir dan®, R? et RN, de facon a analyser comment les étudiants
maitrisent la nature d’'un méme objet dans différents espaces. Dans le question-
naire sur l'algebre linéaire, les deux derniéres questions sont des questions plus
générales demandant aux étudiants d’expliquer a un étudiant de DEUG en quoi
consiste I'algébre linéaire et quelles difficultés ils rencontrent dans ce domaine.
Nous y apportons les modifications suivantes pour les adapter a la topologie :

o Si un étudiant de premiére candidaftfreous demande en quoi consiste la
topologie, que lui répondez-vous ?

o Quelles sont, pour vous, les difficultés de ce domaine des mathématiques ?

Les autres questions sur l'algébre linéaire ne sont pas directement transpo-
sables a la topologie mais nous reprenons néanmoins les idées suivantes pour
construire nos propres questions. Nous proposons une question plus formelle,
comme dans la question 1 du questionnaire sur l'algébre linéaire, pour observer

18Nom de la premiére année d’université en Belgique.
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comment les étudiants manipulent le formalisme. Une question de type vrai / faux
est aussi incorporée pour tester 'argumentation des étudiants.

Une difficulté des concepts topologiques réside dans le formalisme qu'’ils font
intervenir. Nous ajoutons donc une question ou nous demandons aux étudiants
les définitions d’ensembles ouverts, fermés dont ils se souviennent. Nous posons
alors une question ou les étudiants ont a travailler sur les définitions, ce qui nous
renseigne sur la manipulation du formalisme en lien avec la conceptualisation des
objets.

Nous ajoutons une question nécessitant I'utilisation d'une technique fré-
guemment utilisée en analyse : le passage au complémentaire.

En ce qui concerne l'ordre des questions, nous gardons la méme disposi-
tion que pour le questionnaire sur I'algébre linéaire, a savoir commencer par les
guestions mathématiques pour terminer par les questions générales. Par contre, le
guestionnaire sera anonyme, pour éviter aux étudiants de penser qu’il s’agit d’'une
évaluation. Notre questionnaire et ses résultats sont présentés au chapitre Ill.

»» Analyser notre questionnaire

Notre questionnaire porte sur les concepts topologiques étudiés en premiéere
année. Tous les arguments justificatifs, les techniques et les résultats a utiliser pour
répondre aux questions ont donc été abordés I'année précédente.

Pour analyser le rapport entre la formalisation et la conceptualisation des
concepts topologiques et essayer de les mettre en relation avec leur interprétation
FUG, nous nous intéressons aux questions suivantes :

0 Les connaissances (a priori peu stables) acquises en premiére année sont-elles
disponibles et par conséquent, a quelle conceptualisation notre enseignement
de premiere année a-t-il mené ?

En particulier, nous serons en mesure d’étudier si les étudiants sont capables
de restituer les définitions de notions qui ne sont pas encore des outils. Nous
faisons I'hypothése que cette restitution témoigne d’un début de conceptua-

lisation. En effet, dans la mesure ou nous avons des notions FUG, le fait de

donner une définition correcte peut, selon nous, étre assimilé a un début d’ap-
prentissage. Dans le méme ordre d’idées, la capacité a fournir des exemples
peut, elle aussi, étre associée a un début de conceptualisation.

o Quelles sont les difficultés mais aussi les types d’erreurs rencontrés ?

Nous savons que, pour une notion FUG, le rapport aux connaissances ante-
rieures est difficile a établir. Nous pouvons donc nous demander si les pro-
blemes rencontrés dans les productions d’étudiants sont réellement lieés a des
problemes de compréhension des concepts topologiques ou bien s'’ils portent
davantage sur des connaissances antérieures ? En particulier, des difficultés a
manipuler correctement les écritures quantifiées et la théorie des ensembles
pourraient apparaitre.

0 Les techniques rencontrées I'année précédente, soit dans des démonstrations,
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soit dans la résolution d’exercices, sont-elles mobilisables et / ou dispo-
nibles ?

o Comment les arguments justificatifs et les enchainements logiques qui inter-
viennent dans la résolution d’exercices sont-ils rédigés ?

Dans I'analyse des réponses des étudiants, nous devons aussi tenir compte du
fait suivant : depuis le début de la deuxiéme année, les étudiants « baignent » dans
la topologie (au moment ou se déroule le test, les étudiants travaillent cette disci-
pline depuis trois mois) mais dans le cadre plus abstrait des espaces topologiques.
Le questionnaire peut donc montrer aussi comment les étudiants se replongent
dans I'espac®N et s'ils utilisent ce qui a été abordé en deuxi@me année pour

répondre aux questions.



Chapitre Il

Analyse de I'enseignement :
le cours théorique, les exercices

1 Le cours théorique

1.1 Objectifs et « philosophie » du cours

De notre point de vue d’enseignénie cours d’analyse, en premiére année,
doit permettre aux étudiants d’atteindre les objectifs suivants :

o comprendre les concepts et les outils fondamentaux présentés dans le cours,
O acquérir une certaine autonomie,

O étre capable de manipuler le formalisme et le mettre en rapport avec des don-
nées plus intuitives (dessins, esquisses de calculs,...),

o développer une certaine abstraction par rapport aux notions étudiées.

Comme nous I'avons expliqué au chapitre I, nous sommes trés sensibles aux
difficultés des étudiants qui entrent en premiere année d’université. Nous savons
notamment qu’ils ne sont pas du tout familiers avec les écritures quantifiées ni
avec le formalisme associé. Pour tenter de remédier a cette situation, nous orga-
nisons un cours intitulé « mathématiques élémentaires ». Celui-ci a lieu pendant
les six premieres semaines de I'année, c’est-a-dire avant que le cours d’analyse
ne démarre. Le coutporte sur les notions mathématiques que nous considérons
comme des prérequis pour aborder les cours d’'une premiére année universitaire.
Certaines de ces notions ont déja été abordées dans I'enseignement secondaire,
d’autres pas du tout. C’est le cas des écritures quantifiées. Nous y consacrons
néanmoins quelques séances ou nous présentons les quantificateurs universels et
existentiels. Nous faisons alors travailler les étudiants sur des écritures simples

INous parlons ici au nom de I'équipe d’enseignants qui participent a I'enseignement de I'ana-
lyse en premiére année. Nos propos sont donc ceux de I'enseignant, ils peuvent paraitre évidents,
voire « naifs » aux yeux du didacticien.

2Une table des matiéres détaillée est disponible & 'adresse suivante :

http://math.umh.ac.be/an/indexch2.php
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pour gu’ils se familiarisent avec I'organisation logique que requiert la manipula-
tion d’une écriture quantifiée. Cette partie est suivie d’'une courte introduction a la
théorie des ensembles et a la logique élémentaire.

Malheureusement, notre expérience d’enseignant nous autorise a affirmer que
cette tentative de préparation aux autres cours n’est pas fructueuse. En effet, ces
guelques séances sur les quantificateurs sont insuffisantes pour que les étudiants
parviennent a manipuler correctement les écritures quantifiées. Lorsque le cours
d’analyse démarre, les étudiants ont beaucoup de difficultés a manipuler le nou-
veau formalisme qui leur est introduit. Nous devons donc progresser dans le cours
avec des bases qui sont trés instables. A ces difficultés viennent s’ajouter des pro-
blemes de rédaction et d’argumentation logique.

Pour que les étudiants parviennent tout de méme a améliorer leur compréhen-
sion des concepts enseignés et a acquérir une certaine autonomie dans leur travalil,
nous faisons le choix de leur imposer de rédiger tous les détails de calculs et tous
leurs enchainements logiques, en énongant a chaque étape les résultats utilisés.
Autrement dit, nous leur demandons d’aller jusqu’au bout des détails. Nous pen-
sons que cet effort incite les étudiants a s’interroger sur ce qu’ils écrivent. Une
rédaction détaillée leur permet de faire des allers-retours entre ce gu'il leur est de-
mandé et ce qu’ils écrivent pour arriver au bout de leur production. Nous sommes
aussi conscients que ce choix risque de faire perdre a I'étudiant le fil de son rai-
sonnement en se noyant dans des calculs mais c’est un risque que nous prenons.

1.2 Place des concepts topologiques dans le cours

L'introduction a la topologie d®&N est présentée au mois de février, c’est-a-
dire au début du second semestre de cours. A cette époque de I'année, les sujets
suivants ont été abordés :

0 la convergence des suites de nombres réels,

0 les notions de supremum et d’'infimum d’'un ensemble,
0 la notion de norme,

o la convergence des suites vectorielles,

o les limites et la continuité de fonctions.

Les étudiants ont eu une évaluation en janvier portant sur ces sujets. Nous
donnons dans I'annexe B une table des matieres détaillée du cours d’analyse.
Celle-ci a été reprise dans le syllabus du cours.

La topologie deRN n’a pas du tout été abordée dans I'enseignement secon-
daire. De plus, comme nous I'avons expliqué ci-dessus, méme si nous faisons un
peu travailler les étudiants sur les écritures quantifiées dans notre cours de mathé-
matiques élémentaires, notre tentative de remédiation est d’'une part infructueuse
et d’autre part, les étudiants y sont amenés a travailler sur des écritures portant
sur les nombres réélgt pas sur les objets apparaissant dans les concepts topolo-

3Voici un exemple d’exercice proposé aux étudiants : La propositianR, (Ve > 0, |x3 — x| <
€) = (x=0) est-elle vraie ? Si oui, prouvez la. Dans le cas contraire, donnez un contre-exemple.
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giques (boules, suites,...). Nous ne pouvons donc pas considérer que les étudiants
ont des connaissances antérieures en topologie. Tout ce qui est défini est neuf pour
eux.

La topologie est introduite sans réelle continuité avec les chapitres précé-
dents. Les concepts topologiques sont introduits par leurs définitions et ces défini-
tions sont ensuite utilisées pour démontrer une série de propriétés. Nous donnons
ci-dessous le plan de ce qui est abordé dans ce chapitre.

»» Plan du cours

o Intérieur, adhérence d’'un ensemBle RN

intA={xeRN:3r>0, B(x,r) CA}
={xeRN: V(X)) CRN, (xy —X) = (3ng e N, ¥n>ng, Xn € A)}

adhA= {xc RN :¥r > 0, B(x,r) NA# o}
= {xe RN :3(xy) CA, Xq — X}

L'équivalence des définitions en termes de boules et de suites est démontrée.
La propriété suivante est démontrée Ant A C adhA.
o Ensemble ouvert, fermé
A est ouvert ssh = intA,
ssivxe A, Jr >0, B(x,r) CA,
ssivx € A, V(xy) CRN, (xq — X) = (3ng, YN > ng, xn € A).
A est fermé ssh = adhA,
ssivx € RN, (vr >0, B(x,r)NA# @) = (X A),
ssivx € RN, V(xp) C A, (Xg — X) = (XEA).
L'équivalence des définitions est démontrée.

0 Propriété de dualité : adh= CintCA et intA = CadhCA.
Corollaire :A est ouvert ssLA est fermé.

0 Les propriétés suivantes sont démontrees :
int(intA) = intA

adhladhA) = adhA

intA est un ensemble ouvert.

adhA est un ensemble fermé.

o Union et intersection : on étudie le comportement d’'une famille d’ensembles
(Ex)aea Vis a vis de ces deux opérations. On démontre que

— int(UgeaEa) 2 UgcaintEq
— int(NgeaEa) € NgeaintEy et on a I'égalité sA est fini.

- adr(ﬂaeA Ea) - maeAadhEa
— adNUgeaEa) 2 UgepadhE,y et on a I'égalité sA est fini.
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Des exemples sont donnés dans les cas ou les inclusions ne sont pas toujours
vérifiées.
Les deux corrolaires suivants sont donnés :
— Si (Og)aea est une famille d’ouverts, alors
[ UgenaOx est ouvert,
O NgeaOa est ouvert sA est fini.
— Si (Fg)aea est une famille de fermés, alors
O NgeaFa €st fermé,
O UgeaFa est fermé si est fini.

Ce plan a été établi en suivant le syllabus du chuPendant les séances
du cours théorique, le professeur est susceptible d'y apporter des modifications :
I'ordre dans lequel les notions sont présentées peut notamment varier, tous les
résultats ne seront peut-étre pas démontrés et les exemples peuvent changer par
rapport a ceux donnés dans le syllabus.

»» Notes d’un étudiant

Pour connaitre ce qui est effectivement réalisé dans ce chapitre, nous avons
regardé les notes d’'un étudiant. Celles-ci sont présentées dans I'annexe D. Nous
commentons ci-dessous le cheminement suivi dans les notes de cet étudiant.

La topologie est motivée par des questions mettant en rapport les ensembles
avec les limites de suites. Les définitions d’intérieur et d’adhérence sont d’abord
données en termes de suites. Sur la base de ces définitions, on prouve la propriété
«intA C AC adhA ». Viennent ensuite les définitions en termes de boules. L'équi-
valence des définitions en termes de suites et de boules est démontrée.

Un ensemblé\ est ouvert (respectivement fermépsk int A (respectivement
A = adhA). Compte tenu des définitions d’intérieur et d’adhérence précédentes,
les définitions d’ouvert et de fermé sont traduites en termes de suites et de boules.

Les exemples suivants sont mentionnés :

o Si f : [a,b] — R est une fonction continue etc R, alors{x € [a,b] : f(X) <
(>)c} est fermé.

o Si f : R — R est une fonction continue, alofs: f(x) > O} est ouvert et un
dessin illustre cette situation.

La notion de voisinage est définie. La propriétét CA = adhA et son corro-
laire sont démontrés.

Lensemble vide eRN apparaissent comme des exemples d’ensembles qui
sont a la fois ouverts et fermés. La question de savoir si ce sont les seuls est posée
mais non résolue.

Les propriétés intimlA = intA et son homologue pour I'adhérence sont dé-
montrées ainsi que leurs corollaires.

4Le syllabus est disponible a 'adresse suivante :
http://math.umh.ac.be/an/analysel.php
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»» Aprés le cours

Les concepts topologiques ne sont pas réinvestis dans la suite du cours.
Comme nous l'avons expliqué au chapitre |, ce choix de contenu se justifie par
le fait que la topologie dan&N est la base du cours d’analyse en deuxiéme an-
née pour la section mathématique. Notre objectif d’enseignant y est de présenter
les objets et de faire travailler les étudiants sur les définitions introduites. Les
concepts topologiques réapparaissent dans une bréve introduction a la compacité
ou la aussi, les objets sont présentés sur la base de leurs définitions. Les notions
d’'ouvert, de fermé, d'intérieur et d’adhérence interviennent occasionnellement
dans le cours dans des hypotheses de théoremes démontrés dans le cadre de la
dérivabilité, les développements de Taylor,...

1.3 Synthése

L'analyse de notre enseignement théorique met en évidence l'isolement des
concepts topologiques au sein du cours : leur introduction n’est pas réellement
motivée, ils n’ont pas lien avec des connaissances antérieures en topologie et ils
ne sont pas retravaillés par la suite. Ces concepts ont donc un caractére objet, ils
n'apparaissent pas comme un outil dans le cours théorique.

Les concepts sont introduits « brutalement » par leurs définitions et celles-ci
sont écrites dans un formalisme nouveau pour les étudiants. Elles sont de plus
variées puisque des objets tels que les suites et les boules apparaissent. Ces dé-
finitions sont utilisées pour démontrer des propriétés sur les notions d’intérieur,
d’adhérence, d’ouvert et de fermé. Leur fonction est donc « manipulatoire ». Cette
manipulation nécessite une incursion dans les cadres de la logique élémentaire et
de la théorie des ensembles (présence d’inclusions et d’intersections d’ensembles,
d’'implications). Or, nous avons expliqgué au début de ce chapitre que les connais-
sances nécessaires pour travailler dans ces deux cadres ne sont pas disponibles
chez les étudiants.

Cette analyse nous a donc conforté dans I'idée d’interpréter les concepts to-
pologiques comme des notions FUG. De plus, les connaissances qui sont suppo-
sées disponibles pour utiliser ces concepts dans les exercices laisse présager des
difficultés chez les étudiants.

2 Les exercices

2.1Les énoncés
Voici la liste des exercices qui sont proposeés aux étudiants. Nous présentons
ensuite les analyses a priori de quelgues énonceés.

1. Montrez, en utilisant les définitions d’ensemble ouvert donnéesagbest
ouvert.

2. {2} est-il un ensemble ouvert?
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w

. [0,1] est-il ouvert?

N

. Montrez, en utilisant les définitions d’ensemble fermé données|-qle]
est fermé.

10, 3] est-il fermé ?

Montrez que adh-3,5] = [-3,5].

Les ensembleR, @, Q, N, Z sont-ils ouverts ? Fermés ? Justifiez en détail.
{(a,b)} est-il fermé ? Ouvert ?

Montrez queB, ,[(—2,1),3] est un ensemble fermée.

© ®©® N o O

10. Montrez queB, |, ((—2,1),3) est un ensemble ouvert.

11. Soit f : R — R une fonction continue. Posofis= {x € R : f(x) < 4}. Mon-
trez quekE est fermé.

12. Les ensembles suivants sont-ils ouverts ? Fermés ? Justifiez en détail vos af-
firmations.

0 A= {xeR:x2<x}
0 Ay={(xy) €R?:4x—y=5}
0 As={(xy) €eRZ2:0< x<V}
0 A= {(x,x3) : xR}
0 As={(xy):|x <1}
0 As={1/n:neNp}
13. Montrez queg—1,2] x [—4, —3] est un ensemble fermé.

14. SiO est un ouvert d&N et siF est un fermé d&N, alors montrez que®\F
est un ouvert d&N.

15. Soitp(x) = ag+aix+---+anX", aveca, 0 etVi =0,...,n, g € R. Posons
E={xeR:p(x)=0}
F ={xeR:sinx# 0}
G={xeR: p(x)sinx # 0}

L'ensembleG est-il ouvert ?

2.2 Analyse des énoncés

Pour chaque exercice analyse, nous commencons par résoudre effectivement
I'exercice en envisageant les solutions possibles. Ensuite, nous procédons a I'ana-
lyse de chaque solution en utilisant les axes d’analyse de taches (A. Robert, 1998)
présentés dans la méthodologie (chapitre I, section 6).



Chapitre 1. Analyse de I’enseignement : le cours théorique, les exercices 23

»» Remarques préliminaires

Compte tenu de nos choix d’enseignement exposés précédemment, les solu-
tions des exercices sont rédigées avec le méme souci de détails que nous imposons
aux étudiants, pour étudier précisément ce qu’ils sont amenés a travaliller.

Comme nous I'avons expliqué dans I'analyse du cours théorique, les exer-
cices visent a faire travailler les étudiants sur les définitions et a manipuler correc-
tement le formalisme introduit.

Les exercices 1 jusqu’a 7 font travailler ddRgpour passer ensuite, dans les
exercices 8 & 11, R2. Dans les exercices 1 et 4, I'étudiant doit utiliser toutes les
définitions du cours. Par contre, dans les autres exercices, I'étudiant a a sa charge
de choisir la définition qu’il souhaite, ce qui implique peut-étre une difficulté des
le départ de I'énoncé. D’autre part, nous ne disposons pas de suffisamment de
temps pour corriger chaque exercice en manipulant toutes les définitions. Parfois,
c’est I'enseignant qui choisit a la place de I'étudiant d’utiliser une définition plutot
gu’'une autre. Par exemple, a I'exercice 11, la seule méthode présentée est d’uti-
liser la définition d’ensemble fermé en termes de suites. De maniére générale,
cette définition est plus fréquemment utilisée pour manipuler les ensembles fer-
més alors que la définition en termes de boules est davantage employée pour les
ensembles ouverts. L'exercice 12 est en quelque sorte une synthese de ce qui a
éte fait avant puisqu’il requiert, au départ, de pouvoir dire si les ensembles sont
ouverts ou non, fermés ou non, et ensuite de le montrer. Le seul exercice ou on se
place dan®N est I'exercice 14.

Les exercices font donc surtout travailler les étudiants @aetR?.

»» Exercice 1

Solutions possibles
A partir des définitions présentées dans le plan du cours (paragraphe 1.2 de
ce chapitre), il s’agit de montrer les trois propositions suivantes :

O Ja,b[=int]a,b]
O v¥xelabl, 3r >0, B(x,r) C |a,b]
O vxelabl, V(X)) CR, (Xo — X) = (Ing € N, VN = ng, Xn € |a,b[)

Pour, il suffit de montrer quéa, b] C int]a, b[ puisque I'autre inclusion est tou-
jours vérifiée. Soik € ]a,b[. Prenons = min{x—a,b—x}. Alors, on aB(x,r) C
Ja,b[. En effet, soity € B(x,r). Sir = x—a, alors on gy — x| < Xx— a, c’est-a-
direa—x<y—xety—x< x—a. La premiéere inégalité donre< y et puisque
X—a< b—x, on déduit de la seconde inégalité que b. Sir = b— x, on montre
de maniére analogue gae< y < b. On obtient donc qug € |a, b et par consé-
quent, on a biemn € int]a, b|.

Pour [, nous remarquons que cette définition peut encore s'éckitec
Ja,b[, x € int]a,b[. Nous sommes donc ramenée au paint

Pour[J : soientx €]a,b[ et une suitgx,) C R. Supposons qu&, — X. Pre-
nons, dans la définition de convergenee;s min{x—a,b—x} . Alors, il existe
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n; € N tel queVn > ng, xn € B(X,€). En choisissantiy = n;, on a bien que
Vn > ng, Xn € ]a,b[ puisque nous avons montré BmueB(x, &) C |a,b.

Analyse de I'énoncé

La question est fermée et la méthode est indiquée. On demande d’appliquer et
d'utiliser successivement les définitions d’ensemble ouvert rencontrées au cours
théorigue. Nous remarquons que, pour écrire les trois définitions, il y a’seu
dapterles définitions du cours enrgmplaganie nom de I'ensemble paa, b| et
RN parR ( reconnaissance des modalités d’application des formules

o Définitiond :
Il s’agit de prouver une égalité entre deux ensembles. Nous sommes donc dans le
cadre de la théorie des ensembl€n commence paraduire cette égalité en les
deux inclusionga, b C int]a,b[ et infa,b[ C |a,b[. La production demandée a
I'étudiant est donc une démonstration mettant en jetaisbnnement ensembliste
qui contiendra (au moins) deux étapes imposeées.
La seconde inclusion est immeédiateqonnaissance de la propriétéintE C
E »).
La premiére inclusion nécessitetroduction d’'un point intermédiaire on se
donne un élément dans]a,b[ et on prouve que& appartient aussi a i, b[
(reconnaissance des modalités d’application pour prouver une inclusion d’'en-
semblel Le fait que le pointx soit dans i, b[ se traduit formellement par
dr > 0, B(x,r) C ]a,b[. A partir d’ici, plusieurs étapesont a envisager. Tout
d’abord, il y a lieu dereconnaitrela nature d’'une boule dar® : B(x,r) est un
intervalle ouvert centré ex, c’est-a-dire]x — r,x+ r[ (reconnaissance de la dé-
finition de boulg. L'étape suivante consiste a trouver une valeur possible pour
(choix a effectuer On peutconjecturerune valeur pour a l'aide d’'undessin
semblable a celui ci-dessous :
a X b a X b

| |
—> —

L'observation graphique permet d#oisir r = min{x — a,b — x} (travail sur
I'ordre dansR). Il reste maintenant a prouver gBéx,r) C ]a, b[. Le mode d’orga-
nisation est le suivant : on considére un pgiatB(x,r) et on montre qug < |a,b]

(un nouvel intermédiaire est introdlitCes deux informations se traduisent de la
fagon suivante : on g — x| < min{x—a,b—x} et on doit montrer qua<y <b
(mise en jeu d'une technique locale liée a I'ordre 8urla manipulation d'inéga-
lités). Deux cas sont a envisager selon quex —aour = b—x. L'étudiant doit
faire appel aux propriétés de la valeur absolue et plus précisément, a la résolution
d’'une inéquation de la formg | < o (mise en jeu de connaissances antérieures
et utiliser le fait quex—a < b—xsir = x—a(mise en jeu d’'un travail sur 'ordre
pour en déduire quee |a, b[. Une derniére étape consiste a revenir au fait que tous
ces calculs montrent l'inclusidB(x,r) C ]a,b[, ce qui achéve la démonstration.
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o Définition O :
Un lien est a établir avec ce qui a été fait préecédemment pour éviter de résoudre
deux fois le méme exercice.

L'étudiant a a sa chargeidterprétercette définition en utilisant la notion d’inté-
rieur et de faire le lien avec le point précédent.

o Définition O :
Il s’agit de montrer que I'écriture quantifiée suivante est vérifiée :

VX € Ja,b[,V(Xn) C R, (Xn — X) = (INno, VN = ng, X, € ]a,by).

Une organisation logiqueest a prévoir pour montrer ce type d’écriture : on se
donne un élément dansla, b| et une suite arbitrairéx,) de réels. En supposant

que (xn) converge ver, le probleme consiste a trouver un indiog a partir

duquel les éléments, seront danga, b[. Le choix des mots associés aux quantifi-
cateurs va de paire avec une interprétation correcte des symboles mathématiques
(cadre de la logique élémentajre

La premiére étape consistetraduire la convergence de la suite,) versx en
Ve > 0,dn1,Vn > ny, |X, —X| < € (reconnaissance de la définition de conver-
gence vers un réglll est utile de remarquer que cette définition s’écrit encore
Ve > 0,3n1,Vn > ng, X € B(X,€) (interprétatior). L'étudiant doit alors com-
prendre gu’un choix convenable pogdui fournira un indicen; qui lui méme
I'aménera a fournir l'indiceng qu’il recherche ¢ombinaison de deux choix a effec-
tuer). Une analogie avec ce qui a été faittépour trouver une valeur poudonne
comme indication qu’on peut travailler avee= min{x— a,b — x}(interprétation

et reconnaissance d’arguments développés précédemn@mbbtient ainsi un
indicen; tel quevn > ny, X, € B(x, €). Or, en], on a montré qud(x,r) C |a,b|
our = min{x— a,b— x}. Il suffit alors de constater que le chaix= n; convient.

Conclusion

L'énoncé est une tache simple et isolée puisqu’il consiste a appliquer des
définitions. Cependant, des liens sont a établir entre chaque définition, des ar-
guments semblables se retrouvent dans des contextes différents (choix du rayon
d’'une boule, choix d’ure particulier dans la définition de convergence). Etre ca-
pable de repérer ces liens évite de recopier les calculs plusieurs fois.

Le pilier central de I'exercice est la définitiod puisqu’elle met en jeu
des raisonnements qui sont utilisés dans la suite de I'exercice. Dés que I'égalité
]a,b[ = int]a, b[ est traduite en deux inclusions, on passe dans le cadre de la théo-
rie des ensembles et a ce stade de I'exercice, le travail a réaliser n’a plus de lien
direct avec la compréhension d’ensemble ouvert. La démonstration de I'inclusion
non triviale contient des éléments implicites : des points intermédiaires sont intro-
duits, des quantificateurs sont cachés au départ et apparaissent au fil de I'exercice
guand une inclusion est a prouver. Plusieurs arguments sont a articuler. Beaucoup
d’informations doivent étre interprétées. Des connaissances antérieures sur la ma-
nipulation d’inégalités et donc sur I'ordre daRssont nécessaires. Un probleme
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d’existence lié a cet ordre intervient dans la démonstration. Ce probleme peut étre
résolu grace a l'utilisation d’un dessin.

En conclusion, la tache, au départ simple et isolée, a engendré des activités
qui nécessitent de nombreuses adaptations mais aussi la disponibilité de connais-
sances antérieures sur I'ordre d&sCes activités sont réalisées dans les cadres
de la logique élémentaire et de la théorie des ensembles. De nombreuses initia-
tives sont laissées a la charge de I'étudiant. Les activités relévent donc du niveau
des connaissances disponibles.

»» Exercice 2

{2} n’est pas un ensemble ouvert.

Solutions possibles
Les solutions possibles consistent a prouver que la négation des définitions
d’ouvert en termes de boules et de suites sont vérifiées.

o Solution 1:
Prenonx = 2. Soitr > 0. Alors, I'élément 2-r /2 appartient 8(2,r) car|2+
r/2—2| =r/2 <r mais nappartient pas €2}, ce qui contredit la définition
d’ouvert en termes de boules.
Ce raisonnement montre aussi qu'’il est impossible de trouver un réeéltel
queB(2,r) C {2}. Donc in{2} = @, ce qui montre également gy} n'est
pas ouvert.

o Solution 2 :
Considérons la suitén)n>1 définie parx, = 2+ 1/n. Cette suite converge
vers 2 eton aaussh > 1,x, ¢ {2}, ce qui contredit la définition d’ouvert en
termes de suites.

Analyse de I'énonceé
La question est ouverte et aucune méthode n’est indiquée. L'étudiant doit
choisir I'outil (définition en termes de boules ou de suites) qui lui permettra de
répondre a la question. De plus, il doit, avant d’entrer dans la tache, avoir une
idée sur le fait que I'ensemble est ouvert ou non, ce qui implique une lxame
préhension une bonneanterprétationet une certain degré dasualisationdes
définitions.
0 Solution 1:
On travaille avec la définition en termes de boules. Montre{@jiest ouvert
reviendrait a prouver quex € {2},3r > 0,B(x,r) C {2} (*) (adaptation de
la définition du cours : on remplace le nom de I'ensemble{#retRN par
R). L'information Vx € {2} estinterprétéecommex = 2.
Un support graphiquepeut aider & comprendre qu’un teest impossible a
trouver. Ainsi,{2} n’est pas ouvert et on est ramené a prouver la négation de
(*) (reconnaissance de modalités d’application des formul@s est alors
dansle cadre de la logique élémentairaélangé a celui déa théorie des
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ensemblegune inclusion d’ensembles apparait). En distribuant la négation
dans (*), on a 3x € {2},vr > 0,B(x,r) Z {2}.

Commex = 2, I'information «B(x,r) ¢ {2} » se traduiten I'existence d'un
pointy dansB(2,r) différent de 2 introduction d’un intermédiaire L'orga-
nisation logiqueest la suivante : on considéxe- 2 et on fixe un réel arbitraire

r > 0. On cherche alors un pointel quey €]2—r,2+r[ ety # 2 (utilisation

de la définition de boule dari®). Par exempley = 2+r/2 convient ¢hoix

lié a I'ordre dansR).

o Solution 2 :
On utilise la définition en termes de suites :

vx e {2},¥(xn) C R, (Xn — X) = (3o, VN = ng, Xn € {2}).

Uneinterprétationcorrecte de cette définition aide a comprendre qu’il existe
des suites qui convergent vers 2 sans devenir ultimement constantes. Il faut
donc montrer la négation de la définition ci-desses¢nnaissance des mo-
dalités d’application des formulgs

Ix € {2},3(xn) € R, X, — x etVng,In > ng, X, ¢ {2}.

On est passé dansdadre de la logique élémentair faut aussi, a ce stade,
se rappeler de la négation d’une implication.

On prendra, par exemple, la suite,)n>1 définie parx, = 2+ 1/n (choix a
effectuey.

Conclusion

La tache est simple et isolée puisqu’elle porte sur 'utilisation de la définition
d’ensemble ouvert.

L'entrée dans la tiche demande cependant une compréhension fine de la dé-
finition d’ouvert puisqu’il faut se rendre compte que cette définition n’est pas vé-
rifiee. Une initiative est laissée a la charge de I'étudiant puisqu’il doit choisir avec
guel type de définition il va travailler. Dés que I'étudiant a choisi une définition, le
cadre de la logique élémentaire est mobilisé puisqu’il faut la nier. Dés ce moment,
la production demandée sort du cadre de la topologie puisqu’elle consiste a prou-
ver une écriture quantifiée dans laquelle les concepts topologiques n’interviennent
pas. Il y a un probleme d’existence dans chaque solution.

Les activités mises en jeu pour résoudre la tache nécessitent des adaptations
variées et un travail qui mélange plusieurs cadres. L'ordréRsapparait aussi
comme une connaissance antérieure qui doit étre disponible.

Ainsi, la tache, simple et isolée au départ, donne lieu a des activités dont le
niveau de mise en fonctionnement reléve de connaissances disponibles.

Remarquons que cet énoncé peut se généraliser a n'importe quel singleton
{a}, aveca e R.
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»» EXxercice 4

Solutions possibles
A partir des définitions présentées dans le plan du cours (paragraphe 1.2 de ce
chapitre), il s’agit de montrer que les trois propositions suivantes sont vérifiées :

0 [~1,4] = ad—1,4]
0 VxeR,V(xn) C [—1,4],(X — X) = x € [-1,4]
O vxeR,(Vr >0, B(x,r)N[-1,4] # @) = x € [-1,4]

Pour(d, il suffit de montrer que adk 1,4 C [—1,4] puisque I'autre inclusion
est toujours vérifiee. Sok € adij—1,4]. Alors, il existe une suit€x,) C [—1,4]
telle que(x,) converge vers. Puisqu’on &/n, —1 < x, < 4, on obtient, par passage
ala limite, quex € [—-1,4].
PourD : soitx € R et une suitéx,) C [—1,4] telle quex, — X. Par passage a
la limite dans les inégalités1 < x, < 4, valablesy/n, on obtient quex € [—1,4].
Pour(d : soitx € R. Supposons qu’on aitr > 0, B(x,r) N[—1,4] # @. En
prenant successivement=1,1/2,1/3,..., on construit une suitéx,) telle que
vn € Np, [xn—X < 1/net—1< X, < 4. On passe tout d’abord a la limite dans
la premiére inégalité. On sait quérl— 0. En utilisant le théoréme de la conver-
gence dominée et le fait que la valeur absolue est une fonction continue, on obtient
que(x,) converge vers. Le passage a la limite dans les deux inégalités suivantes
donne que € [—1,4].

Analyse de I'énoncé
La question est fermée et la méthode est indiquée. Cet exercice est I'analogue

de I'exercice 1 pour les ensembles fermés. Il faut, en premier didapterles

définitions du cours en gemplagantiie nom de I'ensemble pdr-1,4] et RN par

R (reconnaissance des modalités d’application des formules

o Définition O :
La production demandée est une démonstration contenant (au moins) deux
étapes imposeées puisqu’une égalité d’ensembles est a prouver. On est dans
le cadre de la théorie des ensembléSnclusion [—1,4] C adi—1,4] est
immédiate feconnaissance de la propriété « € adhE »). Pour montrer
l'autre inclusion, onintroduit un intermédiaireen se donnant un point
dans adph-1,4]. Il faut montrer quex € [—1,4]. Plusieurs étapesont alors
a envisager. La premiére consistatédiser la définitionde I'adhérence d’un
ensemble pouinterpréterlinformation x € adij—1,4] en3(x,) C [-1,4] :
Xn — X. Le fait que la suite soit darjs-1, 4] se traduitenVn, —1 < x, < 4. En
articulantle passage a la limite avec le fait que les inégalités larges sont preé-
servéesrgconnaissance d’une propriété vue au cours théorigoe obtient
—1 < x< 4. Il reste araduire cette information ex € [—1,4].
o DéfinitionO :

Il faut montrer que I'écriture quantifiée suivante est vérifiée :

Vx e R,V(Xn) € [—1,4],(Xh — X) = (x € [—1,4]).
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L'organisation logiquea prévoir est la suivante : prendre un réel arbitraire
et une suite quelconquen) C [—1,4]. Supposer ensuite qy&,) converge
versx pour en déduire quee [—1,4]. Les arguments menant a la conclusion
sont identiques a ceux utilisés pour la définitinn(utilisation de ce qui a été
fait préecédemment

o Définition O :
Il faut montrer que I'écriture quantifiée suivante est vérifiée :

Vxe R, (Vr >0, B(x,r)N[—1,4] # @) = (xe [—1,4]).

L'organisation logiqueest donnée par : prendre un réel quelcongusup-
poser ensuite qu'on & > 0, B(x,r) N [—1,4] # @ pour en déduire que
x € [—1,4]. Une technique vue au cours théorique est utiliséoduction
d’une technique loca)e Puisque I'hypothése est valable > 0, on attribue
une série de valeurs@a L'idée est dechoisir des valeurs de plus en plus
petites pour obtenir une suite de nombres qui converge vers O.

— Sir =1, alors on 8(x,1) N[—1,4] # @. Cette informatiorse traduiten
I'existence d’un point notg; qui est a la fois danB(x, 1) et dang—1,4].

— Sir=1/2, alors il existe un élément noi@ tel quex; € B(x,1/2) et
X2 € [—1,4].
— etainsi de suite

On construit avec ce procédé une syitg) telle quevn > 1,x, € B(x,1/n)
etx, € [—1,4]. Ces deux informationse traduisenenVvn > 1, |x, —X| < 1/n
et—1 < Xy < 4. La premiére inégalité dit que — x. Pour le montrer, il faut
articuler les arguments suivants : on passe a la limite ¢ans x| < 1/n, on

a vu que ¥n— 0, l'inégalité stricte devient large par passage a la limite, la
continuité de la valeur absolue permet d’écfiie x, — x| < 0, et on conclut
par le fait qu’une valeur absolue est positive ou nutksg en fonctionnement
de résultats du coujsOn déduit quex € [—1,4] en passant a la limite dans
les deux autres inégalités.

Conclusion

L'énoncé est une tache simple et isolée puisqu’il consiste a appliquer les dé-
finitions. Comme dans I'exercice 1, de nhombreuses adaptations sont a réaliser :
reconnaissance des modalités d’application des formules, interprétations, intro-
duction d’intermédiaires, arguments a articuler. Certains de ces éléments sont ca-
chés implicitement dans la définition. Dans les définitiohst [J, nous remar-
guons aussi I'importance du parenthésage. Si les parenthéses étaient mal placées
ou absentes dans la définition, I'organisation logique a prévoir serait différente et
meénerait a une manipulation erronée de la définition de fermé. Des résultats anté-
rieurs sur la convergence des suites et sur le passage a la limite dans des inégalités
sont aussi utilisés.

Comme dans les exercices précédents, les activités ne sont pas réalisées dans
le cadre de la topologie mais bien dans ceux de la théorie des ensembles et de la
logique élémentaire.
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Nous relevons, une fois encore, la différence entre le niveau de difficulté de
la tAche et celui des activités engendrées. Celles-ci relevent en effet du niveau des
connaissances disponibles.

L'énonceé peut étre généralisé a un intervalle fermé quelcofabg avec
a,beR.

p» Exercice 11

Solution possible

Soientx € R et (x,) C E. Supposons queg, — x. Par définition deE, on a
vn, f (xn) < 4. En passant a la limite et en utilisant la continuité den af (x) < 4.
Doncx e E.

Analyse de I'énoncé

La question est fermée, aucune méthode n’estindiquée mais il est suggéré aux
étudiants de travailler avec la définition d’ensemble fermé en termes de suites.

Il faut donc vérifier querx € R,V (x,) C E, (Xn — X) = (X € E) (reconnais-
sance des modalités d’'application des formulésorganisation logiqueest la
suivante : se donner un réel quelconguet une suite arbitrairé,) dansk. Sup-
poser ensuite qu&, — X. Le fait que les éléments de la suite appartienndat a
se traduitenVn, f (x,) < 4. Plusieurs étapesont alors & envisager. La premiére
consiste a passer a la limite dans I'inégalité précédente pour obtenfi{dimn< 4
(reconnaissance de la limite d’'une fonction constarette étapeg’articule avec
le fait que I'inégalité large est préservéedonnaissance d’un résultat du cojrs
La continuité def nous dit que linf(x,) = f(x) (reconnaissance de la définition
de continuité d’une fonctign Donc f(x) < 4. Cette inégalité est tiaduire en
xeE.

Conclusion

La méthode est fournie par I'enseignant et consiste a appliquer la définition
d’ensemble fermé en termes de suites. La tache est donc simple et isolée. Les
activités engendrées ne testent pas la comprehension méme d’ensemble fermé. Il
s’agit de prouver une écriture quantifiée, c’est donc le cadre de la logique élé-
mentaire qui est mobilisé. Par contre, différents types d’adaptations interviennent
dans la solution : la reconnaissance des modalités d’application des formules, des
interprétations, l'introduction d’étapes qui nécessitent I'articulation de plusieurs
arguments. Des connaissances antérieures sur les passages a la limite et la conti-
nuité d’'une fonction sont aussi aussi utilisées.

Une fois encore, les activités mises en jeu relévent du niveau des connais-
sances disponibles.

L'énoncé se généralise a des ensembles du fypeR : f(x) < a} olac
R. De méme l'inégalité< peut étre remplacée par. Cet exercice permet aussi
d’établir que des ensembles de la forfnec R : f(x) > (<)a} sont ouverts car
ils sont le complémentaire des ensembles étudiés ici.
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p» Exercice 14

Solution possible

Remarquons qu®\F = ONCF (il faut prouver cette égalité). Comn@ et
CF sont ouverts, on en déduit q@\F est un ouvert car une intersection finie
d’ouverts est un ouvert.

Analyse de I'’énoncé

La question est fermée, aucune méthode n’est indidqelésieurs étapesont
a envisager. La premiére étape consiste a écrireQyie= ONCF. Il y a donc
une interprétatiora faire pour écrire 'ensembl®\F en termes d’intersection.
Cette égalité est a prouver, elle n’a pas été vue au coarsd de la théorie des
ensemblgs On écrit la définition dO\F, cadO\F = {xc RN : xc Oetx ¢ F}.
Linformation x ¢ F se traduitenx € CF et doncO\F = {xc RN :xc O etxc CF}
(mélange des cadres de la logique élémentaire et de la théorie des ensembles pour
traduire le « et » en une intersectipriinsi, O\F = {xc RN : xc O} n{xc RN :
x € (F} = ONCF. La seconde étape consiste a articuler différents arguments
pour analyser chaque ensemble de lintersectiOrest ouvert, c’est une donnée
de I'énoncé F est fermé, son complémentaire est donc ouvers¢ en fonction-
nement d’'un résultat du coyrOn conclut en utilisant la propriété qui dit qu’une
intersection finie d’ouverts est encore un ouverisg en fonctionnement de résul-
tats du courk

Conclusion

La question est fermée et aucune méthode n’est indiquée. Un dessin dans
R? peut éventuellement aider & la compréhension de I'énoncé et faire penser a
écrire 'ensembléD\F en fonction deO et du complémentaire de. L'étudiant
est confronté a la difficulté de savoir comment entrer dans la tache. La méthode
présentée est économique, elle consiste en une adaptation de 'ensemble en termes
d’intersection mais celle-ci est laissée a la charge de I'étudiant. La solution de-
mande aussi de se placer a un certain niveau d’abstraction puisqu’on travaille
dansRN,

Les activités mobilisent trois cadres : la logique élémentaire, la théorie des
ensembles et la topologie. C’est le seul exercice analysé ou nous avons repéré des
activités de nature topologique.

L'énoncé comme la solution relevent ici d’'un niveau de connaissances dispo-
nibles.

2.3 Synthese

Au chapitre I, nous avons présenté les adaptations a réaliser pour résoudre une
tache (A. Robert, 2005). Dans les analyses des exercices, nous avons remarqué que
pratiguement toutes les adaptations apparaissent.

Pour chaque exercice analysé, nous reprenons dans le tableau suivant les
notions du cours théorique que I'exercice fait travailler et quelle tache leur est



Chapitre 1. Analyse de I’enseignement : le cours théorique, les exercices 32

associée. Ensuite, nous regardons sur quelles connaissances anciennes et nou-
velles I'étudiant est amené a effectuer des adaptations. Enfin, nous indiquons quels
cadres sont mobilisés dans la solution.

Le tableau montre que ce sont les notions d’ouvert et de fermé qui sont es-
sentiellement travaillées et sans analyser tous les exercices, la simple lecture de
leurs énonceés nous autorise a penser qu’il en sera de méme pour les autres exer-
cices. Exception faite de I'exercice 14, tous les exercices analysés font travailler
les notions danRg.

La majorité des exercices analysés consistent a appliquer une définition.
Méme si les énoncés sont posés dans le cadre de la topologie, nous avons constaté
gue les activités associées ne sont pas de nature topologique. Le tableau montre
que les quelques connaissances en topologie qui sont utilisées ne sont pas des
connaissances avancees.

Nous avons observé une trés nette différence entre le niveau des taches, a sa-
voir simples et isolées, et celui des activités qui nécessitent des adaptations nom-
breuses et variées dont une incursion dans plusieurs cadres.

Enfin, la majorité des connaissances anciennes supposées disponibles sont
des connaissances de la premiére année d’université. Ells n'ont pas été abordées
dans I'enseignement secondaire.

3 Notre enseignement : quel diagnostic ?

3.1 Nos objectifs d’enseignant

Comme nous I'avons expliqué au début de ce chapitre, I'étude de la topo-
logie deRN apparait dans le cours d’analyse en premiére année parce que les
étudiants de la section mathématique ont besoin de telles notions pour aborder le
cours d’analyse de deuxieme année. Comme il ne s’agit que d’une introduction a
cette discipline, notre premier objectif d’enseignement est la compréhension des
définitions. L'étudiant doit non seulement étre capable de les restituer mais aussi
de pouvoir mettre des mots sur les symboles mathématiques qui apparaissent de
facon a montrer qu'il ne les retient pas « par coeur ». Ensuite, nous attendons de
I'étudiant qu’il soit également capable de manipuler ces définitions. Or, celles-ci
font intervenir des quantificateurs, le langage ensembliste (par exemple, des inclu-
sions et des intersections d’ensembles) et la logique élémentaire (manipuler une
définition nécessite de s’organiser d’'un point de vue logique). Ces connaissances
sont supposées disponibles chez les étudiants.

Nous expliquons maintenant comment I'analyse de notre enseignement a per-
mis de comprendre pourquoi ces objectifs sont difficiles a atteindre tout en préci-
sant davantage les difficultés auxquelles les étudiants risquent d’étre confrontés.
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3.2Des notions présentées comme des FUG

Nous avons montré que notre interprétation des concepts topologiques com-

me des notions FUG est légitime. En effet, I'analyse du cours théorique met en
évidence que la topologie @& apparait comme un chapitre isolé dans le cours.
Il n’a pas de lien direct avec les chapitres précédents ni avec des connaissances
antérieures en topologie et les concepts topologiques ne sont pas réinvestis dans
la suite du cours. Les étudiants ne disposent donc que d’« une seule chance » au
sein méme de ce chapitre pour maitriser ces nouvelles connaissances et ce, sur un
laps de temps tres court.

Toujours en relation avec cette interprétation FUG, nous avons relevé que les
concepts topologiques font intervenir un formalisme nouveau pour les étudiants.
Nous avons repéré dans ce formalisme différents types de symbolismes :

o un symbolisme ensembliste (présence d’inclusions, d’intersections,...),

o un symbolisme topologique (symboles tels que int, &3h,

o un symbolisme lié a I'ordre (présence d’'inégalités),

o un symbolisme lié a la logique élémentaire (présence de quantificateurs,
d’'implications,...).

Le formalisme introduit est donc non seulement nouveau mais il mélange
différents registres d’écritures, ce qui accroit sa complexité. Nous avons expliqué
notre tentative de préparation de nos étudiants a la manipulation de ces différents
symbolismes dans un cours de mathématiques élémentaires mais cette tentative
n'est pas fructueuse. Des difficultés risquent donc de se présenter des l'introduc-
tion des définitions.

3.3Comment les notions sont-elles travaillées ?

Nous venons de déceler une difficulté potentielle qui apparait dés l'introduc-
tion des concepts : un nouveau formalisme qui mélange plusieurs symbolismes.
Le travail réalisé sur les concepts topologiques dans les exercices aide-t-il a sur-
monter cet obstacle ?

Nous avons montré que la majorité des exercices portent sur I'application
des définitions d’ouverts et de fermés. Les énoncés consistent essentiellement
a manipuler le formalisme puisque les taches proposées se raménent a prouver
gu’une écriture quantifiée est vérifiee, que ce soit une définition ou sa négation.
L'analyse des énoncés a permis d’observer que la manipulation de ce formalisme
fonctionne indépendamment de la conceptualisation des objets puisqu’on peut ré-
soudre I'exercice sans revenir au sens des concepts qui apparaissent dans I'énoncé.
En effet, nous avons observé que si les énoncés sont poseés dans le cadre de la to-
pologie, les activités mises en jeu pour résoudre les taches ne mobilisent pas ce
cadre mais bien ceux de la théorie des ensembles et de la logique élémentaire,
parfois simultanément. Les connaissances supposées disponibles pour réaliser ces
activités sont des connaissances antérieures sur la convergence des suites, sur les
passages a la limite, sur les inégalités, sur I'ordre dRues sur la continuité de
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fonctions. Il ne s’agit donc pas de connaissances en topologie. La majorité des
guestions sont fermées et dans le cas ou la question est ouverte (comme a la ques-
tion 2, par exemple), notre expérience d’enseignant montre que le choix a effectuer
tient plutot a un coté visuel chez les étudiants (par exemple, ils ont I'intuition que
[0,1] n'est pas ouvert parce que les crochets sont fermeés) plutét qu'a une com-
préhension fine du concept. Le travail proposeé sur les concepts topologiques ne
dépasse donc pas le stade des objets puisque nous ne proposons pas d’exercice ou
ces concepts apparaissent comme un outil de résolution.

Une autre difficulté est que les étudiants ne disposent d’aucun moyen de con-
tréle pour vérifier que leur production est correcte. Les seuls fils conducteurs dont
ils disposent sont leur argumentation logique et les détails de calculs.

Dans les exercices proposés, nous avons aussi relevé un décalage important
entre la tache a effectuer et les activités mises en jeu. La plupart des taches sont
simples et isolées puisqu’elles consistent a manipuler une définition. Cependant,
les activités mises en jeu pour résoudre I'exercice relévent d'un niveau de connais-
sances disponibles. L'entrée dans la tdche nécessite déja une adaptation de la dé-
finition utilisée : il y a lieu de remplacer le nom de I'ensembl&BtparR ouR?,

En tant gu’enseignant, nous avons souvent observeé que cette étape, au démarrage,
pose des problemes aux étudiants. Ensuite, une organisation logique est a prévoir.
Lorsque celle-ci est développée, des éléments jusqu’alors cachés interviennent :
des points intermédiaires sont introduits, des choix sont a effectuer, des étapes
dans les calculs sont a envisager, des traductions sont a réaliser. Les adaptations
sont donc nombreuses.

Selon nous, le décalage observé entre les taches et les activités est une spécifi-
cité des notions FUG. En effet, les exercices proposés au début de I'enseignement
d’une telle notion font essentiellement travailler des connaissances anciennes sup-
poseées disponibles. Le travail sur les premieres définitions ne consiste donc pas
a faire de la topologie. Si 'enseignement ne propose pas d’autres taches que la
manipulation des définitions, les étudiants auront peu d’opportunités pour don-
ner du sens aux concepts puisque les taches proposées mobilisent uniguement
des connaissances antérieures qui ne sont pas topologiques. De plus, ces connais-
sances supposeées disponibles sont des connaissances de I'année en cours, il ne
s’agit pas de connaissances de I'enseignement secondaire. En d’autres mots, ces
connaissances ne sont pas réellement anciennes et probablement pas disponibles
chez tous les étudiants.

3.4 Conclusion

Les difficultés pressenties de notre point de vue d’enseignant se confirment et
nous avons montré que notre enseignement ne contribue pas a les aplanir. Le for-
malisme introduit dans les définitions pose des difficultés de compréhension et sa
seule fonction consiste a étre manipulé dans les exercices. Or, nous avons montré
gue cette manipulation ne nécessite pas de comprendre les concepts puisque les
activités n'utilisent quasiment pas de connaissances en topologie. Les exercices
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proposeés ne permettent donc pas de revenir au sens des concepts. De plus, nous
pensons que le degré de disponibilité des connaissances anciennes nécessaires
pour résoudre les exercices n'est probablement pas atteint puisque ces connais-
sances ne sont en réalité pas si anciennes. Il n'y a donc pas dans notre enseigne-
ment, de dynamique entre la formalisation et la conceptualisation. La conceptua-
lisation est finalement laissée a la charge de I'étudiant.

Une voie a explorer pour tenter d’améliorer le rapport entre le formel et le
conceptuel serait d’essayer de faire fonctionner les connaissances anciennes dans
des exercices qui préparent a la topologie. Le cours de mathématiques élémen-
taires évoqué au début de ce chapitre semble étre approprié pour ce type de dé-
marche.



Chapitre Il

Premiere enquéte, 2 € année

1 Contexte de I'enquéte, public visé

La premiére enquéte a été menée dans notre institution, en décembre 2003.
Un questionnaire anonyme a été proposé aux étudiants de deuxieme année, section
mathématique Le test s’est déroulé pendant le cours d’analyse, il a duré environ
une heure et quinze minutes. Avant de dématrrer le test, nous avons expliqué aux
étudiants qu’il ne s’agissait pas du tout d’'une interrogation (pour éviter le stress
de la notation). Cette consigne n’a pas de répercussion négative sur la motivation
des étudiants a répondre aux questions. Nous avons précisé que le test portait
sur le cours de premiére année et que nous avions comme objectifs de dresser
un bilan de leurs acquis et d’essayer, compte tenu des réponses au questionnaire,
d’apporter des modifications dans notre enseignement susceptibles d’améliorer la
compréhension des concepts topologiques.

Onze étudiants (un public exclusivement féminin) ont rempli individuelle-
ment le questionnaire. lls ne disposaient pas de leurs notes de cours. De par la
section concernée (étudiants en mathématique), ce sont des étudiants sérieux, mo-
tivés et travaillant régulierement pendant toute I'année scolaire.

Pour chaque année d’étude en section mathématique, le cours d’analyse est le
cours de mathématiques le plus volumineux du programme. En deuxiéme année,
le cours démarre en septembre, c’est-a-dire des la rentrée universitaire. La théorie
et les exercices sont intégrés dans un méme cours, ils ne sont plus scindés entre
cours magistraux et séances d’exercices comme en premiere année. Vu le nombre
réduit d’étudiants, le cours est trés interactif. Les étudiants sont réguliérement in-
vités a s’exprimer oralement. lls sont aussi envoyés au tableau pour présenter au
déebut de chaque cours un rappel de la legcon précédente ou pour corriger des exer-
cices. Le cours demande donc aux étudiants un investissement important. Puisque
les étudiants sont souvent sollicités pendant le cours, ceux-ci doivent constam-
ment s’accrocher pour en suivre le déroulement. Ce choix d’enseignement semble

1A partir de la deuxiéme année, nous n’avons plus de contact avec les sections pour lesquelles
le cours d’analyse est commun en premiére année. Le cours d’analyse est uniguement organisé en
section mathématique.

37
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plaire aux étudiants méme s’ils percoivent le cours d’analyse comme un des cours
les plus difficiles de la deuxieme année.

Une grande partie du cours d’analyse est consacrée a la topologie. Le premier
chapitre est un rappel de la topologie d&\S Ensuite, les notions sont présentées
dans le cadre des espaces métriques puis dans celui des espaces topologiques.
Nous indiquons dans I'annexe B une table des matieres du cours. Au moment ou
'enquéte a été réalisée, les étudiants ont travaillé sur les espaces métriques, les
espaces topologiques et différentes topologies qui leurs sont associées, les limites
de fonctions et la continuité, un peu de compacité.

2 Le questionnaire

Topologie dans RN

Testn®°1 (Décembre 2003)

Question 1. Plagons-nous dam®N, avecN > 1.
0 Quelle(s) définition(s) d’ensemble ouvert connaissez-vous ?
0 Quelle(s) définition(s) d’ensemble fermé connaissez-vous ?

Question 2.
o Citez trois exemples d’ensembles ouverts dariR? etRN, avecN > 3.
O Citez trois exemples d’ensembles fermés dariR? et RN, avecN > 3.

Question 3. Soientf : RN — R une fonction continue &t € R.
Montrez que I'ensemblE = {x* € RN, f(x*) > a} est ouvert.

Question 4. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez en
détail votre choix.

o0 L'ensemble{1/n,n € Ng} est fermé.

O [—4,3] n'est ni ouvert, ni fermé.
Question 5. Dans chaque cas, complétez de maniére a obtenir une égalité =2ntre
deux ensembles. Prouvez en détail chaque égalité.

o int{(0,0)} =...

o adi—2,3]=...

o intM A =... ouvi € {1,2,3,4,5}, A CRN.
Question 6. Si un étudiant de premiere candidature vous demande en quoi
consiste la topologie, que lui répondez-vous ?

Question 7. Quelles sont, pour vous, les difficultés de ce domaine des mathé ma-
tiqgues ?
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3 Analyse du questionnaire

Au dela des questions qui nous intéressent ici, le professeur de deuxiéme an-
née estime que les questions proposées dans le questionnaire testent effectivement
des compétences minimales pour aborder son cours.

Nous analysons maintenant chague question séparément. La question 1 porte
sur la connaissance des définitions de base. Rappelons que les ensembles ouverts
(respectivement fermés) ont été définis, en premiére année, en utilisant

0 la notion de suite,
o la notion de boule,
o la notion d’intérieur (respectivement d’adhérence).

Les définitions sont données dans le plan du cours théorique présenté au cha-
pitre I, paragraphe 1.2. Les réponses des étudiants vont préciser quelles traces ils
ont gardées des différents types de définitions.

La question 2 teste les ensembles qui sont considérés comme références en
matiére d’ensembles ouverts, ferridsn particulier, cette question permet aussi
d’analyser si les étudiants construisent leurs exemples B&énen fonction de
ceux qu’ils ont cités dan® et R? ou le contraire, ou bien s'ils construisent les
ensembles fermés en fonction des ensembles ouverts donnés et réciproquement.

La question 3 est un exercice classique bien qu’étant formel. Il a été résolu
en premiere année sur des cas particuliers ou la fonétitrle pointa sont don-
nés explicitement, ce qui n'est pas le cas ici. La méthode présentée en premiere
année consiste a montrer que le complémentaire de I'ensénhdsfermé en uti-
lisant la définition en termes de suites. Cette question teste I'appropriation d’'une
technique fréquemment utilisée dans le cours d’analyse. Nous n’envisageons pas
la résolution de cet exercice en employant telle quelle une des définitions d’en-
semble ouvert.

La question 4 porte sur la manipulation des écritures quantifiées et sur I'uti-
lisation de la logique. En effet, la véracité des affirmations proposées est simple
a déterminer mais pour justifier en détail son choix, I'étudiant doit travailler avec
la négation des définitions puisque chaque affirmation est fausse et donner des
contre-exemples appropriés.

A la question 5, I'étudiant doit compléter trois égalités avant de prouver cha-
cune d’elles. On peut s’attendre a ce que la premiéere étape ne pose pas beaucoup
de difficultés. Cependant, il y a pour chaque égalité deux inclusions d’ensembles
a montrer. Cette question requiert une compréhension fine des notions d’intérieur
et d’'adhérence d’'un ensemble. Tout d’abord, il faut étre capable d’écrire correc-
tement les définitions de tous les ensembles qui interviennent. Ensuite, on peut

2En premiére année, nous avons principalement traité les exemples classiques suivants : I'en-
semble videRN avecN > 1, N, Z, Q, intervalle ouvert, intervalle fermé, singleton, boule ouverte,
boule fermée, ensembles de la forfxe= R : f(x) <(>) a} ouac R et f : R — R est une fonction
continue.
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prouver chaque inclusion « a la main » en manipulant les définitions mais on peut
aussi faire appel a des résultats du cours et a l'utilisation d’arguments classiques
de théorie des ensembles. Chaque égalité a sa spécificité.

Pour la premiére égalité, on peut par exemple utiliser le fait que I'ensemble
vide est une partie de n’'importe quel ensemble pour justifier une des deux inclu-
sions. L'autre inclusion demande de bien comprendre la définition d’intérieur et
d’étre capable de visualiser le fait qu’une boule ne peut pas étre completement in-
cluse a un singleton, pour se rendre compte que I'intérieur d’'un singleton se réduit
al'ensemble vide.

La seconde égalité porte sur la notion d’adhérence d’'un ensemble. Pour l'in-
clusion adf-2, 3] C [-2, 3], I'étudiant peut utiliser I'inclusion—2,3] C [-2,3],
puis la propriétéA C B = adhA C adhB et conclure par le fait quée-2, 3] est
fermé, donc égal a son adhérence. Si I'étudiant utilise la définition d’adhérence, il
est aussi amené a utiliser des résultats du cours tels que le passage a limite sur des
inégalités larges ou strictes. De méme, pour prouver I'autre inclusion en manipu-
lant la définition, il faut se rendre compte de I'égalité2,3] = |-2,3] U {—2}.

Le cadre de la théorie des ensembles est mobilisé et des choix sont a effectuer,
notamment la construction de suites.

La derniere égalité mélange les notions d’intérieur d’'un ensemble et d’in-
tersection d’'une famille finie d’ensembles. Par rapport aux deux égalités précé-
dentes, les données sont ici générales. Pour montrer cette troisieme égalité, I'étu-
diant peut exprimer I'appartenance d’un point quelconque aux deux ensembles
(intérieur d’'une intersection et intersection d’intérieurs). La difficulté est que la
différence entre les écritures qui interviennent repose sur la place des quantifica-
teurs. Il y a donc un mélange entre les cadres de la logique élémentaire et de la
théorie des ensembles.

La question 6 vise a cerner les conceptions des étudiants sur la topologie.

La question 7 porte sur les difficultés rencontrées par les étudiants dans I'en-
seignement de la topologie et en particulier comment ils ressentent I'abstraction
des notions et le formalisme utilisé.

En conclusion, le questionnaire « balaie » 'ensemble des notions abordées
en premiére année et a été élaboré en continuité avec le diagnostic obtenu sur
notre enseignement. Nous avons montré, au chapitre Il, que notre enseignement
consistait essentiellement a faire manipuler les définitions d’ensembles ouverts et
d’ensembles fermés. Il est donc Iégitime de poser une question de restitution de
ces définitions comme a la question 1 de notre questionnaire et de leur demander
des exemples de telles notions. La question 3 est a rapprocher de I'exercice 11
analysé au chapitre Il. Dans cet exercice, la foncfiatlait deR dansR et le réel
avalait 4. La premiere affirmation de la question 4 a été traitée en premiere année
(voir exercice 12). La seconde affirmation est un mélange entre les exercices 3
et 5. A la question 5 de notre questionnaire, la seconde égalité se rapproche de
I'exercice 6 tandis que les deux autres égalités n'ont pas de lien direct avec les
exercices analyseés. La premiere teste la compréhension de la notion d’intérieur et
la derniere porte sur I'organisation et les arguments logiques a mettre en jeu pour
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démontrer I'égalité.

La plupart des questions de notre enquéte sont donc trés proches, voire sem-
blables, a des exercices proposés I'année précédente. Le tableau suivant reprend
les questions de notre enquéte en leur associant I'exercice correspondant résolu
en premiére année. Nous précisons aussi les adaptations qui ont été réalisées pour
passer de I'exercice a la question de notre enquéte.

Question Exercice Adaptations

3 11 changement de point de vue :
passage du cas particulier au cas général

passage d& aRN an’est pas donné

4, 1'® affirmation 12 aucune

4, Z affirmation | 3et5 | changement de point de vue dans la forme de I'énoncé :
passage d’'une question ouverte a un vrai ou faux

5, Z égalité 6 changement de point de vue dans la forme de I'énonceé :
passage d’'une question fermée a une égalité a compléter

Le questionnaire n’introduit donc aucune nouveauté par rapport a I'enseigne-
ment de premiére année. Nous avons montré, au chapitre Il, que les exercices
proposés faisaient essentiellement travailler les notions d’ouverts et de fermés. Il
en va de méme pour les questions de notre enquéte. Il s’agit d’'un choix sur le-
qguel nous nous sommes justifié précedemment. Le but de 'enquéte n’est pas de
tester des connaissances ou techniques nouvelles mais bien d’obtenir un état des
lieux sur ce qui a été acquis en premiére année. Enfin, le questionnaire contient
également deux questions (6 et 7) plus générales qui permettent aux étudiants de
s’interroger sur la vision globale qu’ils ont de la topologie en tant que contenu
d’un cours et sur les difficultés qu’ils rencontrent.

4 Reésultats

Comme nous ne disposons pas d’'un échantillon important, nous nous autori-
sons a rester attentifs a tous les phénomenes observés, méme ponctuellement.

Les résultats sont scindés en deux parties. Dans un premier temps, nous pré-
sentons les résultats pour chaque question en expliguant comment nous avons
dépouillé les réponses. Nous soulevons ensuite les aspects frappants et les erreurs
rencontrées. Enfin, nous donnons nos conclusions. Dans un second temps, nous
réalisons une étude longitudinale, c’est-a-dire que nous regardons les réponses
chez un méme étudiant dans le but de déceler si des erreurs récurrentes sont com-
mises et si différentes erreurs peuvent étre relieées ensemble ou bien reliées aux
difficultés mentionnées par I'étudiant a la question 7.
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4.1 Résultats question par question
»» Question 1

Les réponses ont d’abord été classées en fonction des types de définitions men-
tionnés par les étudiants. En d’autres mots, nous commengons par regarder uni-
guement les objets auxquels les étudiants ont pensé dans leurs définitions sans
nous préoccuper des erreurs rencontrées. Nous indiquons ensuite le nombre de
réponses correctes. Parmi les objets cités, nous retrouvons les suites, les boules,
I'intérieur, 'adhérence, le complémentaire d’'un ensemble.

Objet utilisé Etudiants| Réponses correctés
Intérieur 10 10
Boule 9 6
Suite 10 6
Complémentaire 3 3

Ensemble ouvert

Objet utilisé Etudiants| Réponses correctés
Adhérence 10 10
Boule 9 1
Suite 11 6
Complémentaire 3 3

Ensemble fermé

Nous remarquons que la majorité des étudiants répond a la question. Les défi-
nitions en termes d'intérieur, d’adhérence et de complémentaire sont toutes cor-
rectes. Il est raisonnable de penser que ces définitions ne posent pas de problemes
car le formalisme utilisé est simple (par exemplegst ouvert sA = intA) et ne
fait pas intervenir d’écritures quantifiées.

Un étudiant signale qu'il se rappelle de I'existence d’'une définition d’en-
semble fermé en termes de suites mais n’est plus capable de la donner.

Nous relevons ensuite un phénomene tres marquant pour la définition d’en-
semble fermé en termes de boules. L'écriture suivante a été donnée par 7 étudiants
sur les 9 qui définissent les ensembles fermés de cette facon :

Aestfermé ssixe A, Vr > 0, B(x,r) NA# @.

Tous les ensembled, gu'ils soient fermés ou non, vérifient la propriétg ¢

AVr > 0,B(x,r)NA # @. Ce type d’erreur nous autorise a penser que le coté

« restitution » est tres présent chez les étudiants et qu’ils s’intéressent peu a la
cohérence de ce qu’ils écrivent. D’autre part, il N’y a pas de parenthésage dans
I'écriture et I'implication présente dans la définition correcte a disparu. L'écriture
ci-dessus pose donc aussi la question de la compréhension d’une implication. Par
rapport a la définition correcte, tout se passe comme si les étudiants n'avaient
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retenu de la définition que la présence d’'une intersection non vide plutét que la
présence d’'une implication. Cette implication a disparu mais on retrouve une trace
de ce sur quoi elle porte en téte de la définition aveg € A ».

Les autres erreurs que nous relevons dans les définitions sont moins fré-
quentes et sont parfois rencontrées ponctuellement. Nous en donnons quelques
unes :

O Aestouvertsdr > 0,Vx e A, B(x,r) CA,

O Aestouvert si’x € RN xy — x = 3ng,Vn > ng, X, € A,
O Aestfermeé sir >0, B(x,r) NA# &,

O Aestfermé si’x € RN, (3r > 0,B(x,r) CA) = X € A,
O Aestfermé skc RN, V(x,) CA, X3 — X=XEA

Méme si ces erreurs sont moins fréquentes, elles témoignent de manques de
précisions dans les écritures : parenthésage absent dans les définigons,
dépendance des variables erronée dans la définitjajuantificateurs omis dans
les définitiond] et[1, amalgame entre les définitions d’ouverts et de fermés dans
la définition[.

Nous retenons du dépouillement de cette question que les étudiants semblent
faire beaucoup appel a leur mémoire au détriment d’'une réflexion sur ce qu'ils
ecrivent. La question consistait a donner des définitions, donc a les écrire en
termes de symboles mathématiques. Il s’agit d’'un travail de restitution. Les étu-
diants devraient étre capables de s'interroger sur les écritures. Cette démarche
ne mene pas forcément a la correction de toutes les erreurs mais les aiderait au-
moins a s’apercevoir que certaines définitions n'ont pas de sens, par exemple parce
gu’elles sont vérifiées par tous les ensembles.

Le parenthésage joue un role important dans l'interprétation des définitions. Il
est I'équivalent de la ponctuation lorsqu’on rédige un texte. Il permet notamment
de délimiter les propositions, par exemple lorsqu’une implication intervient. Il
influence aussi I'organisation logique a prévoir si on veut utiliser la définition. Or,

il est trés peu présent. Nous observons que les quantificateurs posent aussi des
difficultés : ils sont souvent mal placés ou méme omis.

Les étudiants se sont completement replongés dans les définitions de pre-
miere année. Il N’y a aucune mention des définitions d’ouverts et de fermés qu'ils
ont rencontrées dans les espaces topologigues en deuxieme année. Ce phénoméne
s’explique peut-étre par la consigne donnée au début du test. Pour rappel, nous
avons precisé que celui-ci portait sur la matiére de premiere année. Il y a donc la
un éventuel effet de contrat.

Conclusion

Lorsque les quantificateurs n’interviennent pas dans les définitions, c’est-a-
dire pour les définitions en termes d’intérieur, d’adhérence et de complémentaire,
aucune erreur n'est commise. Par contre, quand les écritures sont plus complexes,
environ 60% des étudiants donnent des définitions erronées. Pour la définition
d’ensemble fermé en termes de boules, une difficulté supplémentaire s’ajoute a la
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présence des quantificateurs : I'implication. Un seul étudiant est alors capable de
donner une définition correcte.

Au chapitre Il, 'analyse des exercices a montré que les taches proposées
consistaient a manipuler les définitions. Or, ce type de taches ne méne pas néces-
sairement a la conceptualisation des objets manipulés. En particulier, nous avons
montré qu’un étudiant pourrait étre capable de prouver qu'un ensemble est ouvert
parce qu’il sait manipuler les écritures quantifiées sans pour autant comprendre
cette notion. Par conséquent, I'étudiant ne dispose que de sa mémoire pour retenir
ces définitions. Comme les concepts topologiques ne sont plus retravaillés dans la
suite du cours de premiére année, I'effet mémoire s’estompe et il n’est donc pas
surprenant de trouver des erreurs pour une question « basique » de restitution des
définitions.

»» Question 2

Etant donné que 11 étudiants ont passé le test, nous devons récolter 33 exemples
d’ensembles ouverts et autant d’ensembles fermés (11Riahs dansR? et 11
dansRN). Pour chaque catégorie d’ensembles, les exemples sont regroupés dans
un tableau par ordre de fréquence d’apparition. Les résultats sont interprétés aprés
avoir donné tous les tableaux.

0 ENSEMBLES OUVERTS

— DansR : 29 exemples sont donnés. Deux étudiants ne donnent qu’un
exemple. Pour I'un, il s’agit peut-étre d’'une mauvaise lecture de I'énon-
cé, pour l'autre, nous pensons que I'énoncé est clair puisque I'étudiant
écrit«] — 3,1, » et ne poursuit pas apres la virgule.

Les 29 exemples donnés sont corrects.

Intervalle ouvert| 22
R 4
Ensemble vide | 3

— DansR? : 28 exemples sont donnés. Deux étudiants ne donnent qu’un
exemple et un étudiant n’en donne que deux. 25 exemples sont corrects.

Boule ouverte 13
Produit de 2 intervalles ouverts
Ensemble vide

RZ

{(a,b):0<a<3et—3<b< 10}
B(0,1)

L'ensembleB(0, 1) est considéré comme correct méme si le sens du zéro
n'est pas précisé. Nous laissons le bénéfice du doute a I'étudiant. Par

contre, un étudiant cite I'ensembB$1, 2) que nous ne considérons pas
comme correct. Dans le méme ordre d’'idées, les ensembles de la forme

RN WO
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{(x,y) € R?: f(x,y) < (>)0}, cités deux fois, ne sont pas considérés
comme corrects dans la mesure ou rien n’est précisé.sur

Un étudiant écri{x € R?: ||x—y|| < 3} = B(a,3). Nous pensons qu'il
s’agit ici d’une faute d’inattention car ce méme étudiant s’inspire de cet
exemple pour donner un ensemble fermé et 13, il indique bien B(y,3).

— DansRN : 24 exemples sont donnés. Deux étudiants ne donnent que
deux exemples et deux autres étudiants n’en donnent qu’un. Un étudiant
ne fournit aucun exemple. 20 exemples sont corrects.

Boule ouverte 12
RN 4
Ensemble vide 3
Produit deN intervalles ouverts 1

Un étudiant cite{x € RN : f(x) > a} sans précisions sur la fonctidret

le pointa.

Un étudiant donnd(0,x) sans précision sut. Ce méme étudiant cite
ensuite « 'air contenu dans une boite métallique fermée{$xey,z) ¢

R3: x+y+z< 0}. Nous n'acceptons pas ces exemples car I'étudiant se
place dandR3 alors que I'’énoncé demande de se placer dhsavec

N > 3. Cependant, 'exemple de la boite témoigne d’'un certain degré
de visualisation des ensembles ouverts chez cet étudiant et le troisieme
exemple est correct si on travaille ddk’

0 ENSEMBLES FERMES

— DansR : 30 exemples sont donnés. Un étudiant ne donne que deux exem-
ples et un étudiant n’en donne qu’un. Les 30 exemples sont corrects.

Intervalle fermé| 16
Singleton 5
R 4
Ensemble vide | 3
N 1
{1,2,3} 1

— DansR?: 29 exemples sont donnés. Deux étudiants ne donnent que deux
exemples, un étudiant n’en donne qu’un. 27 exemples sont corrects.

Boule fermée 13
Produit de 2 intervalles fermés
Ensemble vide

]RZ

a,b):a+b=3}

) € R?:2x+3< 0}
) € R?:x< 0}

U

RPIRPIPINWO®

X,y
X,y

Y
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{(
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Nous avons accepté des exemples telsBfaer|, [a,b] x [c,d], B[O, 1],
{xcR?:||x—al| < 2}.
Un étudiant donne comme exempR{s, r|, aveca € R etr > 0 etB[1, 2].

— DansRN : 26 exemples sont donnés. Deux étudiants ne donnent qu’un
exemple, un étudiant n’en donne aucun. 22 exemples sont corrects.

Boule fermée 11
RN 4
Ensemble vide 3
Produit de N intervalles fermés 2
{a},ouac RN 1
{a1,ap,a3,a4} olig € RN 1

Comme pour les ensembles ouverts, le méme étudiant donne ici I'en-
semble{x € RN : f(x) < a} sans rien préciser sur la fonctidmi sur le
pointa.

De méme, I'étudiant qui cite une boite et se restreiRour les en-
sembles ouverts donne ici : « un cube », « une gomme{$xey,z) €
R3:x+y+z<0}.

D’un point de vue plus général, nous relevons aussi les faits suivants dans
le dépouillement de cette question. Ce ne sont pas les mémes étudiants qui citent
R,R? et RN, 'ensemble vide ou la notion de boule dans chaque situation. En
réalité, les étudiants utilisent peu ce qu’ils donnent d&psur construire d’autres
exemples dan®? et dansRN et inversement. Par exemple, la boule unité est citée
dansR? chez plusieurs étudiants mais n’apparait pas ddhshez ces mémes
étudiants. Un seul étudiant utilise trés simplement les exemples qu’il fournit dans
R pour en donner d’autres. En effet, ses exemples sont :

o Ouvertsdan® : o, R, |-1,1],

o Ouverts dan®? : @, R?, B(0,1),

o Ouverts dan®N : &, RN, ]-1,1[ x --- x]—1,1], N fois,

0 Fermésdank : o, R, [-1,1],

o Fermés danR? : @, R?, B[0, 1],

o Fermés danBN : @, RN, [-1,1] x --- x [-1,1], N fois.

Nous relevons également une certaine forme de conceptualisation chez I'étu-

diant qui donnent les exemples ddsen parlant de boite, de cube et de gomme.

Mais nous ne savons pas comment I'étudiant relie ces objets aux définitions for-
melles.

Conclusion

Méme si I'énoncé n'imposait pas d’utiliser les exemples donnés dans un es-
pace pour en contruire d’autres dans un nouvel espace, nous pensons que les étu-
diants ont des difficultés a conceptualiser un méme objet dans des espaces diffé-
rents (nous pensons notamment a la notion de boule), méme en deuxiéme année.
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Les étudiants utilisent peu leurs exemples d&npour en construire d’autres.
Inversement, ils pourraient aussi partir de leurs exemples B3nsour revenir
dansR? etR mais ce n’est pas le cas. Nous retrouvons, comme & la question 1, ce
comportement qui consiste, chez les étudiants, a ne pas s'interroger sur ce qu'ils
écrivent pour produire de nouvelles idées, ce qui leur permettrait aussi de travailler
plus simplement et de fagon plus économique.

Nous observons aussi, comme a la premiére question, certaines imprécisions telles
gue ne rien dire sur le centre ou le rayon d’'une boule, faire intervenir une fonction
sans parler de sa continuité, propriété qui joue pourtant un réle fondamental dans
le fait que I'ensemble est ouvert ou fermé.

Enfin, méme a ce niveau d’enseignement, tous les étudiants ne sont pas capables
de donner trois exemples dans chaque cas. Cependant, les exemples donnés sont
majoritairement corrects.

»» Question 3

Tous les étudiants répondent a la question. Quatre étudiants se lancent dans
une preuve directe, c’est-a-dire qu’ils essaient de prouver que I'ensemble est ou-
vert avec une des définitions du cours, sans passer par le complémentaire. L'un
utilise la définition d’'ouvert en termes de boules et s’arréte la. Les trois autres uti-
lisent la définition en termes de suites. lls écrivent cette définition et la définition
de convergence d’une suite, puis sont aussi bloqués sauf pour un étudiant.

Nous reproduisons ci-dessous sa solution. La preuve est erronée et est
un exemple typique de la stratégie qu’on pourrait appeler « la fin justifie les
moyens » : nous avons l'impression que I'étudiant cherche a tout prix a passer
d’une ligne a 'autre pour arriver cote que co(te a ce qu'il veut obtenir, en lais-
sant peu de place a la signification de ses écritures. Sa production contient de
nombreuses erreurs. De plus, aucune conclusion n’est donnée, I'étudiant ne re-
vient pas ce qu’il montre finalement.

Soitx € E.
Soit (x,) € RN. Supposons que, — x, c’est-a-dire
(1) Ve > 0,3no,Vn > no, [Xn — X| < &,
et f continue— Ve’ > 0,360 >0,|x—a < d=|f(x)— f(a)| <e.
On poses = f~1(a) — x (on peut carf continue= f ! existe).
dno,Vn > ng, |X, — a| < € par (1)
cadf (% —x|) < f(e)
cad|f(xn) — f(x)| < f(g) carf continue
cad—f(e) < f(xn) — f(X) < f(e)
cadf( @) —x) < f(xy) — (X
f(x) < f(xa) — f(X)

a< f(Xn)

Les sept autres étudiants qui ont répondu a la question sont passés au complé-
mentaire. Trois étudiants rappellent la définition qu’ils vont utiliser. Les autres se
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lancent tout de suite dans I'exercice en présentant I'organisation logique a suivre :
« soitx € RN, soit(x,) CE,...»

Cing preuves sont correctes. Les deux autres sont globalement correctes sur le
plan des idées mais manquent de précision. Les voici, telles que nous les avons
lues dans les copies :

O lim f(xp) <lima
f(limx,) < limacar f continue
f(x')<a
O Il s’agit de I'étudiant qui ne se rappelait pas de la définition d’ensemble fermé

en termes de suites mais en connaissait I'existence (voir question 1). Sa so-

lution montre cependant qu'il se souvient des connaissances a mettre en jeu

pour résoudre I'exercice :

Comme la fonction était continue, on pouvait passer a la limite.

On avaitf(xp) < a

lim f(xp) <lima

avec comme hypothésg — x*

f(limx,) <lima

f(x*)<a

La technique du passage au complémentaire a été présentée en premiere an-
née. Les étudiants qui utilisent cette technique réussissent globalement I'exercice.
Méme les étudiants qui manquent de rigueur dans la preuve ont le souvenir des
arguments qui interviennent (utilisation des suites, endroit précis ou intervient
la continuité de la fonction,...). Par contre, les étudiants qui essaient une preuve
directe échouent, ce qui laisse penser que la manipulation de la définition de conti-
nuité pose des problémes. Nous pouvons aussi nous demander si les étudiants qui
passent au complémentaire auraient été capables d’utiliser une preuve directe.

Les étudiants auraient pu utiliser, pour cet exercice, I'image réciproque d’un
ouvert par une fonction continue, résultat établi en deuxieme année. Une fois en-
core, le fait d’avoir précisé que le questionnaire testait les acquis de premiéere
année leur a-t-il consciemment ou pas interdit d’utiliser leur cours de deuxiéme
année ?
Conclusion

La technique du passage au complémentaire est une connaissance disponible
chez 7 étudiants, c’est-a-dire chez environ 60% d’entre eux.

»» Question 4

o Affirmation : « Lensemble{1/n: n € Ng} est fermé. »
Tous les étudiants répondent a la question. 9 étudiants répondent « faux ».
Dans les justifications, nous avons distingué les étudiants qui expliquent preé-
cisément qu’ils vont nier la définition pour montrer que I'ensemble n’est pas
fermé (réponse correcte) de ceux qui ne donnent qu’un contre-exemple sans
expliquer en quoi cela contredit la définition d’ensemble fermé ; nous parlons
alors de réponse imprécise.
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Réponses correctes 5
Réponses imprécises4

Les trois étudiants qui, a la question 3, commencent par donner la définition
utilisée, font de méme ici : ils donnent la définition puis la nient. Les autres
donnent directement la négation. Tous les étudiants qui répondent « faux »
travaillent avec la définition d’ensemble fermé en termes de suites.

Un étudiant répond « vrai » et justifie avec un contre-exemple montrant que
I'affirmation est fausse. Un autre utilise une définition de fermé qui est ve-
rifiée par tous les ensembles (voir question 1). Nous notons que, méme si
sa preuve ne répond pas a la question, le raisonnement est cohérent puisque
la définition est correctement manipulée et les enchainements logiques sont
bien expliqués. Nous la donnons ci-dessous. Ces deux derniers cas montrent
une fois encore le manque de cohérence dans les raisonnements des étudiants
et 'absence de sens dans ce qu'ils écrivent.

{1/n:neNp} est fermé?

cadvxe {1/n:ne Ng},vr > 0,B(x,r)N{1l/n:ne No} #2?

Soitx € {1/n:ne Np}, cadx=1/ny,n; € No.

Soitr > 0.

A-t-onB(x,r)N{l/n:neNo} #27?

cad|x—r,x+r[N{1/n:neNo} #27?

cad|l/m —r,1/m+r[N{l/n:neNo} #2?

Ouicar ¥/m €]1/np—r,1/n+r[etl/m € {1/n:ne Np}.

Donc{l/n:ne Ny} est ferme.

o Affirmation : «[—4,3[ n’est ni ouvert, ni fermé. »

10 étudiants répondent « vrai ». Un étudiant ne répond pas a la question. Tous
les étudiants ont scindé leur réponse en deux parties, I'une ou ils expliquent
pourquoi I'ensemble n’est pas ouvert, I'autre pourquoi il n’est pas fermé.

— [—4,3[ n'est pas ouvert. 8 réponses sont correctes. Nous trouvons plu-
sieurs types de justifications.

L'ensemble n’est pas égal a son intérieut
Contre-exemple en termes de suites | 2
Contre-exemple en termes de boules | 2

En choisissant de travailler avec la notion d’intérieur, les étudiants évi-
tent la manipulation des écritures quantifiées.

Les réponses suivantes, trop imprécises, ne sont pas considérées comme
correctes : —4,3[ n'est pas ouvert car—4,3[ # |—4,3[ », chez un
étudiant et «—4,3[ n'est pas ouvert car il est fermé erd », chez un
étudiant.

Parmi les étudiants qui justifient avec la notion d’intérieur, nous trouvons
un étudiant qui n’avait pas donné cette définition a la premiére question.

Il fait pareil avec la notion d’adhérence ci-dessous.
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— [—4,3[ n'est pas fermé. Les huit mémes étudiants que précédemment ré-
pondent correctement. Nous avons aussi plusieurs types de justifications.

L'ensemble n’est pas égal a son adhéren8e
Contre-exemple en termes de suites 5

La définition en termes de boules n’est pas utilisée pour fournir un con-
tre-exemple.

Nous retrouvons les mémes imprécisions que précédemment chez les
mémes étudiants : &4,3[ n'est pas fermé caf—4,3[# [—4,3] »,
« [—4,3[ n'est pas fermé car il est ouvert en 3 ».

Conclusion

Cette question est, globalement, bien réussie. La démarche de justification est
présente pour chaque affirmation. Les étudiants sont capables de travailler avec la
négation des définitions pour fournir des contre-exemples appropriés.

Pour la premiére affirmation, le formalisme est correctement manipulé, méme
chez les étudiants dont la réponse est incorrecte. Mais pour la seconde affirmation,
les réponses incorrectes proviennent d’'imprécisions, peut-étre dues au cété visuel
de l'affirmation.

»» Question 5

Nous classons d’abord les réponses en trois catégories : les étudiants qui ont
correctement complété I'égalité avec démarche de justification, ceux qui ont com-
plété sans justifier et enfin ceux qui ont mal complété. Ensuite, nous analysons les
justifications.

5 int{(0,0)} = ...

Compléter et justifier | 9
Compléter sans justifie
Compléter avec erreur| 1

q
[EnN

L'étudiant qui a mal complété I'égalité a écrit :
int{(0,0)} = {x€ {(0,0)} : 3r > 0,B(x,r) € {(0,0)}} = (0,0)

La définition d’intérieur est correcte, I'erreur se situe au niveau de l'interpré-
tation qu’en fait I'étudiant.

JUSTIFICATIONS:

[0 Ecrire inf{(0,0)} en termes de boules et remarquer qu'il se réduit a I'en-
semble vide.
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Etudiants| Réponses correctes
3 3

[0 Prouver chaque inclusion.

Inclusion Etudiants| Réponses correctes
@ Cint{(0,0)} 3 3
int{(0,0)} C & 3 2

Pour la premiéere inclusion, les étudiants utilisent le fait que 'ensemble
vide est une partie de n'importe quel ensemble. Pour la seconde inclu-
sion, les étudiants expliquent gu’il est impossible de trouver 0

tel queB((0,0),r) C {(0,0)}. Un étudiant n'a rien écrit pour la seconde
inclusion. Nous ne retenons donc que deux réponses correctes pour ce
type de justification.

[0 Nous trouvons le raisonnement suivant, chez un étudiant, correct sur le
plan des idées mais écrit de facon trop imprécise et pas suffisamment
rigoureuse pour étre considéré comme correct.
int = adh—bd. Ici, bd= (0,0) et ad{ (0,0)} = {(0,0)} car{(0,0)} est
fermé.

Doncinf{(0,0)} = .

[0 Deux étudiants justifient avec I'argument suivant{:(®,0)} est un sin-

gleton et un singleton est fermé. »

Nous obtenons donc 5 réponses correctes.
0 adh—2,3]=...

Compléter et justifier | 7
Compléter sans justifier4

JUSTIFICATIONS:
O Travailler avec la définition d’adhérence.

Etudiants| Réponses correctes
2 1

Un étudiant écrit la définition et s’arréte la.
[0 Prouver chaque inclusion.

Etudiants| Réponses correctes
4 2

Linclusion [-2,3] C adij—2, 3] n’est pas démontrée.

[0 Comme a I'égalité précédente, un étudiant reprend le méme raisonne-
ment en travaillant cette fois avec I'égalité adlint + bd.

Nous obtenons donc 3 réponses correctes.
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0 intﬂi5:1Ai =...

Compléter et justifier | 3
Compléter sans justifier 2
Ne pas compléter 6

La seule démarche de preuve rencontrée est de prouver chaque inclusion.
Nous obtenons deux réponses correctes. Un étudiant écrit 'appartenance d’un
point a chaque ensemble et s’arréte la.

Conclusion

Cette question est tres mal réussie. Il s’agit d’'une question qui teste I'aptitude
des étudiants a rédiger une preuve en manipulant le formalisme des définitions et
en articulant des arguments de logique et de théorie des ensembles. Méme si la
plupart des étudiants tentent de justifier les deux premieres égalités, nous consta-
tons que peu d’entre eux y parviennent; les étudiants dépassent rarement le stade
des définitions dans leurs justifications. Dans cette question, ils ne sont donc pas
capables de les manipuler. Nous observons une dégradation pour la troisieme éga-
lité qui est plus générale que les deux précédentes. Seuls trois étudiants sur onze
essaient de justifier et la moitié ne parvient pas a la compléter.

»» Question 6

Le tableau ci-dessous reprend les conceptions des étudiants sur la topologie.

] En quoi consiste la topologie ? Etudiants

(o3}

Etudier les ensembles
Etudier les différences entre ouverts et fermés
Faire des unions et des intersections
Etudier I'intérieur et 'adhérence

Pas de réponse

Partie la plus abstraite du cours
Classer les ensembles

Partie la moins difficile en analyse
Résoudre des problemes de limites

RPIRPIRPIRPINDNWW

Conclusion

Les réponses reprennent surtout les objets étudiés : ensembles, intérieur,
adhérence,... Le caractere outil de la topologie est évoqué brievement par le der-
nier étudiant dans le tableau. La topologie est décrite en termes de contenus, les
étudiants n’ont pas suffisamment de recul par rapport au cours pour s’interroger
sur l'utilité de ce qu’ils étudient. Ce constat peut étre mis en relation avec les
difficultés d’enseignement de notions FUG : en premiére année, la topologie est
un chapitre isolé dans le cours, nous avons montré que les concepts topologiques
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restent au stade des objets; les taches proposées consistent en la manipulation des
définitions et c’est précisément ce c6té manipulatoire que nous retrouvons ici dans
les réponses des étudiants.

L'abstraction de la topologie n’est évoquée qu’a une reprise. Peut-étre est-ce
dd au fait que le questionnaire porte sur 'esp&Ee surtout sulR et R? et que
les étudiants peuvent visualiser un certain nombre de notions dans cet espace.

Un autre constat est que les notions étudiées en deuxieme année ne sont pas
évoquées. La aussi, il y a peut-étre un effet de contrat puisque nous avions spé-
cifié au début du test que nous nous placions @hsUne autre explication est
en rapport avec le caractére FUG des concepts : nous pensons que les concepts
etudiés en deuxieme année dans le cadre des espaces topologiques sont tellement
généralisateurs que les étudiants ne songent méme pas a les utiliser dans un autre
cadre que les espaces topologiques, et en particulier lorsqu’ils ont a retravailler
dansRN,

»» Question 7

Les difficultés rencontrées par les étudiants sont reprises dans le tableau ci-
dessous.

] \ Difficultés Etudiants

Pas de réponse 3
Maitriser la diversité des définitions 3
Difficulté des démonstrations 1
Se représenter les objets 1
Utiliser les suites pour les ouverts 1
1
1
1
1

Méthodes a appliquer

Manipuler les quantificateurs
Quantité importante de propriétés
Savoir s'il faut résoudre I'exercice avec les suites ou les boules
Trouver des exemples
Abstraction 1
Passage du particulier eff Aannée au général eff @nnée 1

OO NOO|UAWIN|F
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Certains étudiants citent plusieurs types de difficultés : un étudiant cite 2 et 9,
un étudiant donne 4 et 5, un étudiant cite 2 et 7.

Conclusion

Beaucoup de difficultés sont données en termes de quantité de notions a mai-
triser : définitions, méthodes, démonstrations. L'abstraction ne semble pas étre une
difficulté ; elle n'est citée qu’une fois. Nous observons aussi que les difficultés re-
levent de la manipulation des objets. Elles sont internes a la topologie, elles ne
portent pas sur l'utilisation de la topologie dans d’autres parties du cours. Les dif-
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ficultés observées peuvent étre reliées au diagnostic établi au chapitre II. Nous y
avions effectivement montré que les définitions sont données en faisant intervenir
différents objets et que les exercices portent sur la manipulation de ces définitions.
Nous retrouvons bien cet aspect manipulatoire.

4.2 Etude longitudinale

Nous analysons ici les productions individuelles de trois étudiants.

»» Etudiant 1

Nous regardons la copie de I'étudiant qui a donné comme exemples une
gomme, une boite, ...(voir les résultats de la question 2, section 4). Nous avons
choisi cette copie pour I'originalité des exemples. Nous reprenons successivement
chaque question.

Les définitions sont données en termes de suites et de boules. Elles sont toutes
correctes sauf celle d’ensemble fermé en termes de boules (voir les résultats de la
question 1, section 4, pour la définition donnée par 7 étudiants).

A la question 3, cet étudiant rappelle la définition d’ensemble ouvert en
termes de suites. Il se lance donc dans une preuve directe. Il écrit I'organisation
logique a prévoir : « soit € E,... » et S'arréte la.

La question 4 est correcte.

A la question 5, I'étudiant écrit, pour la premiére égalitésradh—bd. C’est
donc tres imprécis. La seconde égalité est elle aussi rédigée de facon tres impré-
cise : adfh—2,3] = [-2,3] car|-2,3] C [-2,3]. Reste—2, —2+1/n— —2 et
€ adh—2,3]. Nous remarquons aussi que les notions d’intérieur et d’adhérence
n'apparaissent pas dans les définitions a la question 1. La troisieme égalité n’est
pas complétee.

L'étudiant ne répond ni a la question 6, ni a la question 7.

Conclusion

Cet étudiant est capable de restituer les définitions mais les connaissances
mises en jeu pour les manipuler ne sont pas disponibles, comme nous pouvons
I'observer a la question 3. A la question 5, le formalisme est manipulé de fagon
tres imprécise.

Tout se passe comme si cet étudiant était uniquement capable de restituer les
définitions sans pouvoir les manipuler. Les exemples donnés témoignent cepen-
dant d’'une certaine visualisation des notions d’ouverts et de fermés dans I'espace
R3: I'étudiant se rattache & des objets de la vie courante. Nous pensons que le
saut de complexité pour repasser aux objets mathématiques est trop important
pour I'étudiant.

Le fait de ne pas pouvoir dépasser le stade de la restitution implique que
cet étudiant est incapable de résoudre un exercice avec suffisamment de précision
et de rigueur mathématique. L'étudiant ne parvient pas non plus a répondre aux
questions générales.
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Cet étudiant peut donc manipuler un peu le formalisme dans des questions
simples comme a la question 4; il a aussi une certaine compréhension des con-
cepts d’ouverts et de fermés comme le montrent ses exemples. Mais ce début de
formalisation et ce début de conceptualisation fonctionnent séparément. Lorsque
I'étudiant fait fonctionner le formalisme, il n'a pas, a sa disposition, une concep-
tualisation suffisante des objets qu’ils manipulent (voir question 5) et lorsqu’il doit
témoigner de sa conceptualisation des objets, il ne fait pas appel au formalisme
mais a sa vision des objets (voir question 2).

»» Etudiant 2

Nous regardons la copie de I'étudiant qui donne, a la question 3, une preuve
complétement erronée, remplie de non sens (cette preuve est recopiée dans le
dépouillement de la question 3, section 4). |l s’agit donc d’une production bien
typée.

Les définitions sont données en termes de boules, de suites, d’intérieur, d'a-
dhérence et de complémentaire. Les objets sont donc variés. Toutes les définitions
sont correctes sauf celle d’ensemble fermé en termes de boules (voir question 1
pour I'erreur commise par 7 étudiants).

Tous les exemples sont corrects.

A la question 3, la solution de I'étudiant est complétement fausse. Cepen-
dant, nous pensons que la structure, la longueur de la réponse, la présence d’en-
chainements logiques peuvent faire croire a I'étudiant, par effet de contrat, que sa
production semble tout a fait correcte.

Cette idée de fournir une réponse qui ne correspond pas du tout a ce qui est
demandé se retrouve dans les questions suivantes.

A la question 4, I'étudiant explique que A n’est ni ouvert ni fermé\dar-
0,B(1,r)NA# . Pour 'ensemblé—4, 3], I'étudiant explique qu’il n’est ni ou-
vert ni fermé car il est fermé en4 et ouvert en 3. Il s'agit d’une intuition qui,
selon nous, n’'est pas reliée aux définitions chez I'étudiant.

A la question 5, nous trouvons que {i(®,0)} = @ car par définition, un
singleton est fermé.

Selon cet étudiant, la topologie étudie les ensembles et une difficulté rencon-
trée est le nombre important de propriétés.

Conclusion

Les seules réponses correctes sont la restitution des définitions (sauf une) et
les exemples. Lorsqu’il s’agit de développer un raisonnement et d’utiliser les dé-
finitions, les réponses de cet étudiant sont soit trop imprécises soit elles n'ont pas
de lien direct avec la question. Nous pensons que cet étudiant procede beaucoup
par effet de contrat. Il sait que chaque réponse doit étre justifi€e, son probleme
consiste a trouver le résultat a utiliser. La quantité de propriétés a connaitre est
d’ailleurs une difficulté qu’il mentionne a la question 7.

A la question 3, le formalisme est manipulé en dépit du bon sens. Dans les
autres questions, nous remarquons que I'étudiant ne cherche pas a manipuler le
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formalisme. En plus d’étre erronées, les justifications sont alors rédigées avec trés
peu de précision, comme a la question 4.

Cet étudiant manipule donc un formalisme qu’il ne maitrise pas du tout et il
n'y a, dans cette copie, aucune trace d’'une conceptualisation des objets puisque
I'étudiant ne dépasse pas le stade de la restitution des définitions. Cela montre
aussi que le formalisme peut étre manipulé, rigoureusement ou pas, indépendam-
ment de la conceptualisation des objets.

»» Etudiant 3

Nous regardons ici la copie de I'étudiant qui, a la question 1, se souvient de
I'existence d’'une définition d’ensemble fermé en termes de suites sans pouvoir la
donner (voir section 4). Pourtant, a la question 3, cet étudiant est capable de don-
ner les arguments qui interviennent dans la solution en utilisant cette définition.
Nous avons donc choisi cette copie pour le coté surprenant de I'utilisation d’'une
définition alors que I'étudiant n’est pas capable de la restituer.

Les définitions sont données en termes de boules, de suites, d’intérieur et
d’adhérence. Elles sont toutes correctes sauf celles d’ensembles fermé en termes
de boules (voir question 1, section 4, pour la définition donnée par 7 étudiants).

Les exemples sont corrects.

A la question 4, nous avons recopié la solution de I'étudiant. A la premiére
affirmation, I'étudiant répond vrai et pour le justifier, il manipule parfaitement la
définition donnée en termes de boules sans remarquer qu’il y a un probleme dans
cette définition. L'autre affirmation est correctement justifiée.

A la question 5, tout est correct sauf pour la troisieme expression. La, I'étu-
diant écrit les deux inclusions a prouver, puis traduit I'appartenance d’un point a
chague ensemble et ne va pas plus loin.

Pour cet étudiant, la topologie consiste a parler d’'ensembles ouverts, fermeés,
d’adhérence, d’intérieur, de boule, d’union et d’intersection. Les difficultés ren-
contrées sont le mélange des définitions.

Conclusion

Cet étudiant est capable de manipuler le formalisme méme sur la base d’'une
définition fausse. Il y donc un c6té manipulatoire trés présent et qu’on retrouve
d’ailleurs dans la rédaction des réponses et dans les conceptions de I'étudiant a la
question 6. La plupart des réponses sont correctes mais nous pensons que I'aspect
manipulation empéche I'étudiant de revenir au sens des concepts. A la question 7,
la variété des définitions apparait d’ailleurs comme une difficulté.

La seule manipulation du formalisme, méme correctement effectuée, peut
donc se présenter comme un obstacle a la conceptualisation des objets.

»» Conclusion

Nous avons observé des phénomenes tres différents dans chaque copie. Cette
étude longitudinale montre qu’au terme d’'un méme enseignement, les étudiants
réagissent de facon trés différente.
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En ce qui concerne le rapport entre le formel et le conceptuel, tout se passe
comme si finalement, la manipulation du formalisme, qu’elle soit correcte ou pas,
ne permet de donner du sens aux notions.

5 Interprétation des résultats

5.1 Synthése des résultats

Les résultats ont montré que les connaissances en topologie des étudiants de
deuxieme année ne sont pas stables et surtout peu disponibles. La majorité des
étudiants se rappelle des objets qui interviennent dans les définitions : intérieur,
adhérence, suites et boules. Certains parlent aussi du complémentaire. Les défini-
tions en termes d’intérieur, d'adhérence et de complémentaire sont correctement
écrites ; il est vrai que le formalisme gu’elles contiennent est simple a retenir. Ce-
pendant, nous avons repéré des erreurs dans les autres types de définitions chez
60% des étudiants. Ainsi, des problemes surgissent déja dans la restitution des
définitions : des quantificateurs sont mal placés ou absents, le fait le plus mar-
quant étant qu’une définition donnée par une majorité d’étudiants est vérifiée par
n'importe quel ensemble.

Les étudiants ne s’interrogent pas sur leurs écritures mais par contre, certains
sont capables de manipuler une écriture quantifiée qui n’a pas de sens. L'aspect
manipulation est tres présent chez les étudiants et nous avons observé, notamment
dans notre étude longitudinale, que cette fonction manipulatoire du formalisme
n'est pas associée a une prise de sens. Nous avons aussi remarqué que le forma-
lisme est plus ou moins bien manipulé dans les exercices simples, c’est-a-dire
ceux ou on reste dari®, comme a la question 4. Mais quand les données sont
générales (voir question 5), les étudiants ne sont plus capables de manipuler le
formalisme.

La question 3 met en jeu la technique du passage au complémentaire. Cette
technique semble disponible chez environ la moitié des étudiants.

Nous avons relevé beaucoup d'imprécisions dans les productions des étu-
diants. Ces imprécisions se retrouvent dans les écritures utilisées mais aussi dans
les démarches : par exemple, ils ne prennent pas la peine de rappeler les définitions
avec lesquelles ils travaillent, ils se lancent directement dans I'exercice sans ex-
pliquer rigoureusement ce qu’ils vont montrer ni ce qu’ils vont utiliser pour y par-
venir. Nous voyons la un éventuel effet de I'enseignement. A ce niveau d’études,
nous avons peut-étre trop tendance a penser que nous nous adressons a un pu-
blic « expérimenté » en ce sens que nous nous permettons de passer au-dessus
de nombreux détails d’écritures. Les résultats évidents ou étudiés en premiéere an-
née ne sont plus démontrés et souvent admis ou laissés a la charge de I'étudiant.
Les connaissances antérieures sont de moins en moins réinvesties, elles sont sup-
posées disponibles chez les étudiants. Or, nous voyons ici que ces connaissances
sont finalement trés instables. Ceci peut expliquer la dégradation observée dans la
rigueur des raisonnements.
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5.2 Liens avec I'enseignement de premiere année

Ces résultats peuvent, selon nous, étre mis en rapport avec la nature FUG des
concepts topologiques mais aussi avec le diagnostic de I'enseignement de pre-
miere année établi au chapitre 1. Nous y avons montré que les concepts topolo-
giques sont écrits dans un formalisme qui induit des difficultés liées a I'utilisation
de quantificateurs, le mélange des cadres de la logique élémentaire et de la théorie
des ensembles, la variété des définitions (les concepts sont définis de plusieurs
facons). Dans le cours théorique, ces concepts sont destinés a étre manipulés pour
prouver une série de propriétés sur les notions d’intérieur, d’adhérence, d’ouvert
et de fermé. Les étudiants sont donc confrontés a une longue liste de notions a
comprendre et a retenir. Cette difficulté se retrouve citée a la question 7. Nous
avons aussi montré que les exercices consistent a manipuler les définitions et que
ce travail sur le formalisme développe un coté manipulatoire, trés présent dans
les réponses a la question 6, qui n'est pas associé a une prise de sens, donc a la
conceptualisation des notions. L'abscence de sens implique que les étudiants ne
disposent finalement que de leur mémoire pour retenir les définitions. Au fil du
temps, ils manipulent les notions de fagcon imprécise tout en étant cependant ca-
pables de retenir de fagcon imparfaite des raisonnements standards utilisés dans les
exercices, comme a la question 3.

Le dépouillement du questionnaire a montré que la manipulation du forma-
lisme en premiére année n'a pas mené a la prise de sens des objets. De plus,
cette manipulation n’est correcte que chez peu d’étudiants et surtout lorsque les
écritures sont simples, pas lorsque les données sont trop générales comme a la
question 5 de I'enquéte.

6 Nous avons besoin d’'une suite'!

Le travail dans les espaces topologiques réalisé tout au long de la deuxieme
année est encore plus formel qu’en premiere année. On quitte définitivement I'es-
paceRN. Les concepts topologiques, & ce niveau, sont encore plus généralisateurs
et unificateurs que ceux étudiés dans ce travalil.

Compte tenu des résultats obtenus dans cette enquéte, nous nous deman-
dons si le fait de travailler sur des objets conceptuellement plus compliqués en
deuxiéme année meéne a une conceptualisation de ce qui se pas&®Ndairs
d’autres mots, les notions étudiées en premiere année sont-elles disponibles chez
les étudiants de troisieme année et comment évolue le phénomeéne de dégradation
observé en deuxieme année dans la démarche de justification ?

Nous avons donc souhaité réaliser un questionnaire semblable en troisieme
année pour comparer les résultats avec ceux obtenus ici.



Chapitre 1V

Seconde enquéte, 3 € année

1 Contexte de I'enquéte, public visé

Sur la base de I'enquéte réalisée en deuxiéme année, un questionnaire ano-
nyme a été proposé en mars 2004 aux étudiants de troisieme année, en section
mathématique. Le test s’est déroulé dans des conditions tres semblables a celui or-
ganisé en deuxieme année. Il a eu lieu pendant un cours d’analyse, des remarques
semblables au test précédent ont été données aux étudiants, c’est-a-dire que le
guestionnaire n'est pas du tout une interrogation; il vise a dresser un bilan de
leurs acquis. Nous n’avons cependant pas précisé que le questionnaire portait sur
l'espaceRN afin que les étudiants puissent utiliser tous leurs acquis. Pour rap-
pel, cette consigne avait été donnée aux étudiants de seconde année. Nous avions
constaté que les étudiants utilisaient peu ou pas du tout leur cours de deuxieme
année, ce qui était peut-étre une conséquence de la consigne. Cette fois donc, les
étudiants sont libres d'utiliser les concepts topologiques, tous niveaux d’enseigne-
ment confondus.

15 étudiants ont rempli le questionnaire. Ce sont des étudiants sérieux, ré-
guliers dans leur travail et motivés. Il y a cependant deux niveaux distincts puis-
gu’une partie de la classe (4 étudiants) est d’un bon niveau et I'autre partie est en
revanche assez faible.

Comme en deuxieme année, le cours d’'analyse est le cours le plus volumi-
neux du programme et s’étale sur toute 'année. Le professeur est le méme qu’en
seconde année et le déroulement du cours est identique (voir chapitre Ill, sec-
tion 1). En ce qui concerne le cours de premiére année, les étudiants ont bénéficié
du méme enseignement (mémes enseignants, mémes contenus, mémes exercices)
que les étudiants de deuxieme année ou I'enquéte précédente a été menée.

59
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2 Les questionnaires

Topologie

Test n°1, 1 partie  (Mars 2004)

Question 1. Une personne vous demande en quoi consiste la topologie. Que
répondez-vous si cette personne est

O un étudiant de "¢ licence math ?
O un étudiant de 2candi math ?
O un étudiant de "¢ candi math ?
O un étudiant de I'enseignement secondaire ?
Question 2. Vous vous souvenez de I'enseignement de la topologie regu pendant

vos deux années de candidature. Pensez-vous que cet enseignement a été utile dans
la suite de vos études ? Expliquez pourquoi et si oui, précisez a quelle occasion.

Question 3. Quelles sont, pour vous, les difficultés spécifiques de ce domaine des
mathématiques ?

Topologie

Testn° 1, 2° partie  (Mars 2004)

Question 1. Plagons-nous darN, avecN > 1.

0 Quelle(s) définition(s) d’ensemble ouvert connaissez-vous ?

O Quelle(s) définition(s) d’ensemble fermé connaissez-vous ?
Question 2. Citez un exemple d’ensemble ouvert et un exemple d’ensemble fermé
dansRN qui ne soient nRN, ni 'ensemble vide, ni une boule.

Question 3. Dans chaque cas, complétez avec les symbel€s O . Prouvez en
détail chaque inclusion.

o adnfAUB) ... adhAuadhB
o adhU? A ... U2 adhA ouVie {1,23 4,5}, A CRN.
ointU> A ... U2 jintA ouVie {1,2,3,4,5},A CRN.

Question 4. Soientf : RN — R une fonction continue et < R. Montrez, en utili-
sant deux méthodes différentes, que I'enserfile {x ¢ RN, f(x) > a} est ouvert.

Question 5. On considére 'ensemblE de R? formé des pointgx,y) vérifiant
x? +y? < 2 et 'une au moins des conditioms+y < 0 ouxy = 1; on ajoute a cet
ensemble I'ensemble des points de la forfhén, 1/n) lorsquen € No. Quelle est la
nature topologique de I'ensemble obtenu ?
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Topologie

Test n°1, 2° partie  (Mars 2004)

Question 1. Plagons-nous dar®N, avecN > 1.

0 Quelle(s) définition(s) d’ensemble ouvert connaissez-vous ?

O Quelle(s) définition(s) d’ensemble fermé connaissez-vous ?
Question 2. Citez un exemple d’ensemble ouvert et un exemple d’ensemble fermé
dansRN qui ne soient nRN, ni 'ensemble vide, ni une boule.

Question 3. Dans chaque cas, complétez avec les symbel€s O . Prouvez en
détail chaque inclusion.

o int(ANB) ... intANintB
ot A ... N2 intA ouVie {1,2,3,4,5},A CRN.
o adhn® A ... N2 adhA ouvie {1,2,3,4,5},A CRN.

Question 4. Soientf : RN — R une fonction continue et < R. Montrez, en utili-
sant deux méthodes différentes, que I'enserfile {x ¢ RN, f(x) > a} est ouvert.
Question 5. On considére 'ensemblE de R? formé des pointgx,y) vérifiant
X% +Vy? < 2 et 'une au moins des conditiomsry < 0 ouxy = 1; on ajoute a cet
ensemble I'ensemble des points de la forfhén, 1/n) lorsquen € Ny. Quelle est la
nature topologique de 'ensemble obtenu ?

3 Analyse du questionnaire

3.1 Objectifs généraux

Le dépouillement du questionnaire réalisé en deuxieme année a mis en évi-
dence les faits suivants :

o L'aspect « restitution » est trés présent, menant a des imprécisions dans les
écritures. Cet appel a la mémoire se fait au détriment de la compréhension
des concepts enseignés (voir la définition d’ensemble fermé donnée par 7
étudiants sur 11, chapitre précédent).

o La dimension « outil » de la topologie est peu ou pas du tout explicitée.
Ceci est une conséquence de I'enseignement de premiére année ou les notions
gardent leur statut d’objets. L'enseignement de deuxieme année permet-il de
développer cette dimension ?

0 Les étudiants profitent peu de leur enseignement de seconde année pour ré-
pondre aux questions, notamment dans les définitions et a la question 3 (voir
les résultats de la premiere enquéte, section 4 du chapitre I1).

Nous nous sommes demandée si ces faits se retrouvaient chez les étudiants de
troisieme année qui ont beaucoup manipulé les concepts topologiques tout au long
de leur deuxiéme année d’'études. Sur la base des résultats obtenus au chapitre Ill,



Chapitre IV. Seconde enquéte, 3° année 62

notre objectif est de réaliser un test semblable en troisieme année, en apportant
au test déja réalisé en seconde année des modifications susceptibles d’approfondir
les faits ci-dessus et de confirmer ou infirmer nos analyses précédentes. Nous
souhaitons aussi, étant donné le niveau d’enseignement, ajouter une question plus
compliquée d’'un point de vue mathématique.

3.2 Modifications dans la présentation

Nous séparons les questions « mathématiques » et les questions « non mathé-
matiques » dans deux questionnaires distincts (ndfgsattie et 2 partie) pour
permettre aux étudiants de prendre du recul par rapport au cours. En effet, les
guestions générales avaient été posées a la fin du questionnaire de notre premiére
enquéte. La topologie apparaissait comme une énumeération de contenus et les dif-
ficultés étaient liées a la manipulation des notions, ce qui pourrait laisser penser
gue les étudiants se sont peut-étre inspirés de leurs réponses aux exercices pour
s’exprimer dans les questions générales. Le test démarrera donc par les questions
« non mathématiques » de facon a ce que les étudiants ne cherchent pas des élé-
ments de réponse sur I'utilité du cours ou en quoi consiste la topologie dans les
exercices qu’ils résolvent.

Nous ajoutons également une question ou on s’intéresse a l'utilité générale
des notions étudiées pendant les deux premiéres années.

D’autres modifications portant sur les questions « mathématiques » sont ex-
plicitées dans I'analyse du contenu.

La premiére partie du test a duré trente minutes et la seconde une heure et
quinze minutes.

3.3 Analyse du contenu
»» Premiere partie

La question 1 permet d’analyser comment les étudiants percoivent la topolo-
gie en fonction du niveau mathématique de la personne a qui ils s’adressent. En
particulier, nous regardons si les étudiants parviennent a prendre un certain recul
par rapport a leur niveau d’études et par rapport a leur expérience d’étudiants.

La question 2 vise a faire surgir, s'il existe, le caractére outil de la topologie,
par exemple pour démontrer certains résultats internes au cours d’analyse ou dans
I'utilisation de la topologie dans d’autres cours.

Comme dans le questionnaire précédent, la question 3 précise quelles sont les
difficultés rencontrées par les étudiants. En particulier, I'abstraction et le forma-
lisme utilisé sont-ils ressentis comme une difficulté ?

»» Deuxieme partie

La question 1 vise a étudier si les étudiants se rappellent des définitions ren-
contrées. lls ont beaucoup travaillé la topologie en deuxieme année, mais plus
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dans I'espac®N. Cette question permet donc aussi de regarder comment ils se
replongent dans cet espace.

A la question 2, nous précisons que les exemples donnés ne peuvent étre ni
I'ensemble vide, nRN, ni une boule. Nous voulons éviter les exemples classiques
pour déterminer si les étudiants en connaissent de moins triviaux.

La question 3 porte sur des propriétés classiques sur I'intérieur et 'adhérence
d’une union et d’'une intersection d’ensembles. Nous demandons d’abord de com-
pléter pour tester la connaissance des résultats puis de prouver chaque inclusion
de facon a développer une argumentation détaillée. Nous avons mis deux jeux
de questions pour couvrir toutes les propriétés. Un groupe a des propriétés sur
l'intersection, l'autre sur I'union. Cette question est a relier a la question 5 du
guestionnaire précédent. Les étudiants ont ici a effectuer un travail plus formel.

A la question 4, nous exigeons deux méthodes différentes dans le but de faire
apparaitre d’autres techniques que le passage au complémentaire (seule technique
présentée en premiere année) telle que I'image réciproque d’un ouvert ou encore
une preuve directe.

Nous ajoutons a ces questions un énonceé plus technique, ne contenant pas
d’indication et qui nécessite des étapes a articuler et des arguments variés a pro-
duire. A la question 5, nous donnons donc un ensemble fermé et borné ou les
étudiants ont a justifier, sans indications, que I'ensemble est fermé en utilisant
des résultats habituels sur I'union, l'intersection. De plus, les étudiants doivent
reconnaitre que la difficulté liée a la suite de points est résolue parce que la limite
appartient a un des fermés que I'on réunit.

4 Reésultats

4.1 Premiéere partie
»» Question 1

Pour expliquer en quoi consiste la topologie, les étudiants donnent un cours
a la personne en lui expliquant les notions abordées chaque année. Les réponses
des étudiants consistent donc en une description de contenus mathématiques et
en une énumération d’'objets. Certains contenus apparaissent a tous les niveaux :
ensemble ouvert, ensemble fermé et fonction continue. Les réponses sont reprises
dans le tableau suivant.
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Contenu 3®année| 2¢ année| 1 année\ ES \
Ouverts, fermés 3 6 12 4
Fonctions continues 4 5 3 1
Espaces topologiques 7 7 1
Existence de plusieurs topologies 7 4 5
Compacité 3 4 1
Théorémes importants 6

RN 2 5 5
Différents espaces 2 6

Espaces compliqués 6
Espaces ou la notion habituelle de 6
distance doit étre oubliée

Continuité du cours de®année 2 1

Continuité du cours de"9année 2 1
Boule, norme 1 5

Inutile si on ne fait pas des maths 1
apres

Nous remarquons, comme en deuxiéme année, que les étudiants ne se dé-
gagent pas du cours. De notre point de vue d’enseignant, nous nous sommes
demandée quelle réponse nous donnerions a cette question. Il nous semble dif-
ficile de parler de topologie sans parler de contenus mathématiques. La démarche
des étudiants n’est, selon nous, pas surprenante. Pour tenter de répondre a cette
guestion sans parler de contenus, nous développerions l'idée qu’il y a, dans les
concepts topologiques, une idée de proximité ; une proximité entre les éléments
d’'un ensemble, ces éléments pouvant étre des points, des fonctions,... Cette proxi-
mité est liée au fait qu’on parle de convergence. Nous remarguons aussi qu’en
géométrie par exemple, la topologie fait plutot référence a la déformation des
objets. Les concepts liés a la topologie sont donc de nature différente selon le
domaine dans lequel on les manipule.

Nous pensons aussi que le discours de I'enseignant joue un réle fondamental
pour amener les étudiants a s’interroger sur l'utilité et 'utilisation de ce qu’on
leur enseigne. Cette démarche n’est pas du tout spontanée chez les étudiants. Mais
c’est une voie que nous n’explorons pas ici.

»» Question 2

D’apres les étudiants, I'enseignement de la topologie des deux premieres an-
nées sert essentiellement de base pour le cours de la troisieme année. Selon eux,
le cours d’analyse de la troisieme année s’appuie sur les acquis des années précé-
dentes. Voici les réponses des étudiants.
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Bases du cours de troisieme année 9 étudiants
Utile car liens avec d’autres cours 4 étudiants|
Utilité interne a I'analyse, pas de liens 4 étudiants|
Développer le sens logique et le sens critiqugétudiants|

Nous remarquons que les étudiants qui percoivent des liens entre la topologie et
d’autres cours sont en fait les « bons étudiants » de la section alors que les étu-
diants plus faibles ne voient aucun lien; pour eux la topologie ne dépasse pas
le cadre de I'analyse Notre expérience d’enseignant montre que les étudiants
se posent rarement des questions sur l'utilité de ce qui leur est enseigné. Nous
pouvons aussi nous demander comment le mot « utile » est interprété par les
étudiants ? Par exemple, utiliser un résultat ou un raisonnement dans une démons-
tration signifie-t-il étre utile ?

»» Question 3

Contrairement a ce qui se passe pour les étudiants de deuxieme année, la
difficulté majoritairement rencontrée par les étudiants est le caractere abstrait de
la topologie. Beaucoup d’étudiants percoivent aussi les exercices comme un tra-
vail difficile a effectuer car les énoncés sont toujours différents et les solutions
contiennent de nombreuses astuces.

Abstraction 11 étudiants
Astuces et difficultés a réaliser les exercices seusétudiants
Nombreuses notions a maitriser 3 étudiants
Domaine vague 2 étudiants

Nous retrouvons des résultats semblables a ceux déja observés en deuxieme
anneée. Les étudiants percgoivent le cours comme une succession de contenus. Les
notions étudiées en premiere année ont pour seule finalité de servir comme prére-
quis pour la deuxieme année qui elle-méme sert de base a la troisieme année.

Une différence est cependant observée ici : I'abstraction est la difficulté la
plus fréquemment rencontrée, ce qui peut s’expliquer par le caractére trés formel
des concepts étudiés en deuxieme année dans le cadre des espaces topologiques.

4.2 Deuxieme partie
»» Question 1

La méme question a été posée en seconde année. Nous I'avons analysée ici de
la méme maniére. Nous avons d’abord regardé quels types de définitions étaient
mentionnés et a quels types d’objets les étudiants faisaient référence, puis nous

IMéme si le questionnaire est anonyme, il est facile, vu le nombre réduit d’étudiants et par le
fait que nous les connaissons bien, de reconnaitre leurs écritures.
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avons compté les réponses correctes pour chaque type de définition. Dans le ta-
bleau suivantA désigne un sous-ensemblel&® et t une topologie quelconque
surRN,

Définition Etudiants| Rép. correctes
A=intA 10 10
YxeA dr >0, B(x,r) CA 7 5
vYxe A JOe1,xc O,0CA 7 2
Réunion de rectangles ouverts 3 2
Aer 3 3
vx € A V(x)) C RN, 2 2

(Xn — X) = (3No, VN = g, Xn € A)
A est un voisinage de chacun de ses points 1 1

Ensemble ouvert

Définition Etudiants| Rép. correctes
vx € RN V() CA (Xn — X) = (XEA) 12 2
A=adhA 10 10
vxe RN, (VO € 1,xc O,0NA# ) = (XEA) 7 3
CA est ouvert 8 8
vxe A (Vr > 0,B(x,r)NA# @)= (xe A) 4 1
CAct 2 2
AcF ou,RN € F, F est stable par union finie 1 1
et par intersection quelconque

Ensemble fermé

Les définitions utilisées sont variées et celles rencontrées en deuxiéme année sont
souvent données aussi. Rappelons que les étudiants de seconde année s’étaient
completement replongés dans le cours de premiére année et n'utilisaient pas du
tout les définitions données dans le cadre des espaces topologiques. Mais ici en-
core, beaucoup d’étudiants se raccrochent aux définitions en termes de boules pour
les ensembles ouverts et de suites pour les ensembles fermés données en premiére
année. Nous observons aussi que soit les étudiants donnent toutes leurs définitions
dansRN, soit ils travaillent uniquement dans le cadre des espaces topologiques.
lls ne mélangent pas les deux types de définitions.

Parmi les erreurs rencontrées, nous avons relevé le phénoméne suivant, déja
présent en seconde année, qui se confirme et méme s’accentue ici : nous trouvons
chez les étudiants des manques de précision dans les écritures qui nous aménent a
ne pas pouvoir les considérer comme correctes.



Chapitre IV. Seconde enquéte, 3° année 67

Par exemple, cing étudiants donnent la définition d’ensemble ouvert suivante :
AouvertsidOe 7,xe O,0C A

Aucun renseignement n’est donné gube méme, 10 étudiants donnent une dé-
finition d’ensemble fermés sous les formes suivantes :

0 Soit(Xn) CA, Xh = X=X€EA
0 (xn) CAetx, > x=XcA

Il N’y a pas de quantificateur swr
L'erreur qui avait été repérée en deuxieme année pour la définition d’en-
semble est fermé se retrouve ici chez 3 étudiants :

Afermé sivx e A)vr > 0, B(x,r)NA# @.

Conclusion

Comme dans I'enquéte réalisée en deuxieme année, des erreurs sont déja re-
pérées dans la restitution des définitions.

Nous n’avions par contre pas relevé d’imprécisions dans la question sur les
définitions en deuxieme année. Elles apparaissaient plutét dans les exercices, et
plus précisément dans la rédaction des raisonnements. Ce phénoméne s’est donc
accentué au fil du temps. Lorsque les étudiants donnent ici leurs définitions, nous
ressentons un appel a la mémoire dirigé vers la fagon d’utiliser ces définitions,
comme dans un exercice, et pas sur la fagcon de les écrire rigoureusement. En
deuxieme année, les définitions ne sont pas nécessairement réécrites a chaque fois
gu’elles sont utilisées. On se plonge d’emblée au coeur des démonstrations. Mais
a force de ne pas écrire les définitions « en entier » et de passer directement a
leur utilisation dans les démonstrations, les étudiants risquent de devenir imprécis
lorsqu’on leur demande de les restituer.

»» Question 2

Compte tenu de I'énoncé et du nombre d’étudiants, nous devions récolter
15 exemples d’ensembles ouverts et 15 exemples d’ensembles fermés. Les deux
tableaux ci-dessous reprennent les exemples donnés par ordre de fréquence d’ap-
parition.

o Ensembles ouverts : 13 exemples sont donnés, 10 sont corrects.

Pavé ouvert 6
{(x1,...,xn) € RN : x < 0} 1
]1,3[ x]2,5] x RN—2 1
RN\ {x} 1
intE avecE C RN 1

Trois étudiants citent comme exemplel[x --- x]0, 1] qui est une boule ou-
verte.
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o Ensembles fermés : 15 exemples sont donnés, 11 sont corrects.

{x} 7
{0} x--- x {0} 1
{(xg,...,xn) € RN : x, = 0} 1
RN\ (]1,3[ x ]2,5[ x RN=2) 1
Ensemble compact 1

Un étudiant citg0,1] x --- x [0,1] et un autre donnp— o, a.

Conclusion

Tous les étudiants de troisieme année ne sont pas capables de donner un
exemple « non classique » d’ensemble ouvert ou fermé. Cependant, la plupart
des exemples donnés sont écrits de fagon originale dans le sens ou ce ne sont
pas les premiers exemples qui viennent a I'esprit du mathématicien en matiére
d’ensembles ouverts ou fermes.

»» Question 3

Pour cette question, les étudiants sont séparés en deux groupes.

o Groupe 1: 7 étudiants

0 adhAUB)...adhAuadhB

Compléter 7 étudiants
Répondre « » 5 étudiants
Justifier 5 étudiants
Justifier correctement 3 étudiants
0 adi(U2yA) ... U adhA
Compléter 7 étudiants
Répondre « » 5 étudiants
Justifier 4 étudiants
Justifier correctement 3 étudiants
O int(UP_A)... U2 intA
Compléter 7 étudiants
Répondre «© » 5 étudiants
Justifier 5 étudiants
Justifier correctement 1 étudiant
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Tous les étudiants utilisent les définitions en termes de boules.

Pour la troisieme proposition, quatre étudiants donnent un contre exem-
ple pour l'inclusionC.

Les erreurs rencontrées concernent I'appartenance d’'un point a une
union d’ensembles. C’est la traduction du « ou » qui pose probleme. Les
guestions sur I'adhérence sont mieux réussies. Il est vrai que la mani-
pulation des définitions en termes de boules fait intervenir un quantifica-
teur universel pour les ensembles fermés alors que c’est un quantificateur
existentiel qui intervient pour les ensembles ouverts. C’est justement au
niveau de ce probléme d’existence que se situent les difficultés rencon-
trées par les étudiants.

o Groupe 2 : 8 étudiants

O int(ANB)...intANintB

Compléter

Répondre « »

Justifier

|| O | 00

Justifier correctement
O int(NP_g A - g iNtA

Compléter

Répondre « »

Justifier

w| o1 O | 00

Justifier correctement
0 adhP_1A). .. N2 adhA

Compléter

Répondre « »

o o1 N

Justifier

Justifier correctement 4

Une minorité d’étudiants tentent de prouver les inclusions « a la main » en
utilisant les définitions en termes de suites ou de boules.

Pour deux ensembles, les étudiants utilisent les propreteés = intA C
intB et adM C adhB.

Conclusion

Les erreurs rencontrées consistent en des raisonnements logiques incohérents
mais le probléme majeur est de traduire I'appartenance d’un point aux différents
ensembles. Pour la troisieme proposition a compléter dans chaque questionnaire,
celle qui porte sur l'intersection est mieux réussie. L'utilisation du connecteur
« ou » est problématique.
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Cette question n’est pas bien réussie et contrairement a I'objectif vise, les étu-
diants détaillent peu leur raisonnement, ils essaient plutdt d’utiliser des propriétés
pour prouver les résultats qu’ils annoncent. L'intersection semble étre mieux mai-
trisée que l'union. Nous observons aussi que lorsqu’il s’agit de travailler avec
deux ensembleA et B, la majorité des étudiants sont capables de manipuler le
formalisme mais ils ont, comme les étudiants de deuxieme année, des difficultés
pour travailler avec des écritures plus complexes.

»» Question 4

9 étudiants essaient d’utiliser deux méthodes pour résoudre I'exercice.

Méthodes Etudiants| Rép. correctes
Complémentaire fermé avec les suites 9 9

Image réciproque d’un ouvert par une fonction 7 7
continue

T
N
o

Définition d’ouvert en termes de boules + conti
nuité ene, §

Un étudiant ne résout pas I'exercice. Deux étudiants répondent respective-
mentE = ]—o, a[ et CE = B[x,a] pour en conclure quE est ouvert.

Conclusion

La technique du passage au complémentaire en utilisant les suites est dispo-
nible, comme en seconde année. Un autre point commun dans les résultats des
deux années est le fait que les étudiants qui utilisent la définition de continuité en
€,0 échouent. Ici, les étudiants pensent au résultat sur I'image réciproque d’un
ouvert par une application continue. C’est un résultat établi en deuxiéme année
qui n'avait pas du tout été utilisé par les étudiants dans notre premiere enquéte.

»» Question 5

Un étudiant a demandé, pendant le test, ce qu’était la nature topologique d’'un
ensemble.

14 étudiants répondent a la question. 8 étudiants essaient de justifier ce qu'ils
affirment.

9 étudiants essaient de représenter graphiqguement I'ensEmimés les des-
sins ne sont corrects que chez 4 étudiants. La difficulté rencontrée est de position-
ner I'hyperbole par rapport au cercle.

8 étudiants répondent que 'ensemBlest fermé. 4 étudiants signalent que
'ensembleE n’est pas ouvert.

7 étudiants répondent que I'ensemBle/{(1/n,1/n) : n € Np} est fermé.

La méthode utilisée consiste a d’abord regarder I'ensemlpleis a lui ajou-
ter les autres points.

Pour montrer que I'ensembleest fermé, nous trouvons deux méthodes :
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o Utiliser la définition d’ensemble fermé en termes de suites, chez deux étu-
diants.

o Se contenter de mentionner la présence d’inégalités larges dans la définition
deE, ce qui est insuffisant comme justification, chez deux étudiants.

Pour montrer que I'ensembleu {(1/n,1/n) : n € Np} est fermé, 4 étudiants
se contentent de dire qu’on a ajouté la limite. Un étudiant pens¢(due,1/n) :
n e Np} est fermé et en déduit que I'union est fermeée.

Dans la définition deE, le « ou » est interprété comme vérifiant toujours
les deux conditions. Nous trouvons beaucoup d’'imprécisions dans les justifica-
tions des étudiants, semblables a celles déja rencontrées : quantificateurs oubliés,
manque de précision dans la définition de fermé en termes de suites ou il n’est pas
indiqué qu’on travaille avec des suites d&h)s ..

Le fait que les étudiants se contentent de la présence d’inégalités larges pour
justifier qu’'un ensemble est fermé est surprenant a ce niveau d’études mais rejoint
toutes les imprécisions rencontrées dans les réponses précédentes. Il s'agit d’'un
théoreme en acte.

Les étudiants n’essaient pas non plus d'alléger les écritures. lls rencontrent
des difficultés pour traduire analytiguement une écriture contenant union et in-
tersection. Par exemple, ils pourraient écrire uest de la formeAn (BUC)
pour étudier la nature topologique Bemais aucun ne se lance dans ce type de
démarche. L'absence d’'une telle démarche entraine des erreurs de logique et de
raisonnement.

Conclusion : aucune solution n’est réellement convaincante.

Les étudiants sont tres imprécis dans leurs justifications. Tout se passe comme
s'ils recherchaient LE bon résultat du cours qui permet de résoudre I'exercice.

5 Interprétation des résultats

5.1 Synthése des résultats

Le dépouillement du questionnaire montre que, globalement, les notions étu-
diées en premiére année sont peu disponibles.

Les étudiants sont tres imprécis dans leurs productions. Plus aucun étudiant
ne prend la peine de rappeler les définitions utilisées avant de démarrer un exer-
cice. lls se focalisent davantage sur I'organisation logique et sur les résultats a
employer pour les justifications. Par exemple, a la question 5, pour montrer que
'ensemble est fermé, les étudiants n’ont retenu que la présence d’inégalités larges
qui interviennent dans le passage a la limite. Pourtant, a la question 4, un raisonne-
ment identique est utilisé et 14, les étudiants manipulent correctement la définition
d’ensemble fermé en termes de suites.

Le formalisme est correctement manipulé sur des écritures simples. Nous
avons noté que les difficultés rencontrées lors de la manipulation d’écritures plus
complexes sont liées au langage ensembliste et a la logique élémentaire. En effet,
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lorsqu’il y a plus de deux ensembles présents dans les écritures, les étudiants ne
sont pas capables d'utiliser correctement les connecteurs logiques.

A la question 1, les définitions sont données d&fiset dans le cadre des
espaces topologiques. Pourtant, ce sont uniquement les définition®RHans
sont utilisées pour résoudre les exercices. Les notions étudiées en deuxieme année
n'apparaissent donc que dans la question 1 et a la question 3 lorsqu’on demande
deux techniques différentes aux étudiants.

D’un point de vue plus général, nous avons aussi observé que les étudiants
ne s’interrogent pas sur 'utilité de ce qui leur est enseigné et qu'ils percoivent le
cours comme une succession de contenus qui sont nouveaux dans chaque année
d’enseignement. Par exemple, le fait que les notions de deuxiéme année généra-
lisent celles dan&N n’est pas évoqué.

Enfin, le caractere abstrait des concepts enseignés et la quantité de définitions
a retenir sont les difficultés majeures rencontrées par les étudiants.

5.2 Comparaison avec I'enquéte realisée en deuxieme an-

née

Nous retrouvons les mémes types d’erreurs dans les deux enquétes : des pro-
blémes dans la restitution des définitions, des difficultés & manipuler le formalisme
dans des écritures complexes et des imprécisions menant a des raisonnements ne
pouvant étre considérés comme corrects a ce niveau d’enseignement ou méme
faux.

Cependant, le phénomeéne de dégradation des connaissances, déja observé en
deuxiéme année, s’est accentué en ce sens que les imprécisions observées ap-
paraissent déja dans les définitions. Nous pensons que ce phénomeéne n’est pas
surprenant. Au début de la deuxieme année, les étudiants revoient la topologie
de RN mais ensuite, méme si la majeure partie du cours est consacrée a la to-
pologie, les étudiants ne travaillent que rarement dglhsPar conséquent, les
connaissances « anciennes » de premiere année ne sont pas réinvesties dans les
« nouvelles » connaissances en deuxiéme année. Les étudiants ont donc peu de
chance d’améliorer leur compréhension des conceptskfans

Il nous semble par contre plus difficile ici de mettre les résultats en rapport
avec l'interprétation FUG des notions topologiques de premiere année. En effet,
nous avons observé des problémes semblables a ceux rencontrés dans I'enquéte
précédente mais nous pensons que I'enseignement de deuxiéme année a peut-étre
aussi joué un role dans les difficultés observées. Cependant, nous ne disposons
pas de suffisamment de renseignements sur le cours d’analyse de deuxieme année
en termes de déroulement, en termes de contenus et en termes de gestion de la
classe. Nous restons donc prudents quant a I'interprétation des résultats obtenus
dans cette enquéte.



Chapitre V

Un exercice propose en DEUG
MIAS, deuxieme année

1 Introduction

Par l'intermédiaire de M. Rogalski, nous avons appris que des étudiants de
DEUG MIAS, deuxieme année, de I'Université des Sciences et Technologies de
Lille, ont eu & résoudre, lors d’une évaluation en mai 2004, un exercice faisant in-
tervenir des concepts topologiques. Nous avons eu acces aux copies des étudiants.
Nous nous sommes demandée dans quelle mesure I'analyse de ces copies nous
permettrait de retrouver certains des résultats établis dans nos propres enquétes
ou bien d’observer d’autres faits. Cette partie intervient donc dans notre travail
par un pur hasard.

2 Contexte, public visé

Il s’agit d’un échantillon beaucoup plus important que dans les enquétes pré-
cédentes puisque nous avons analysé 172 copies. Cependant, nous n’avons pas de
renseignements sur le public en tant que tel, c’est-a-dire que nous ne connaissons
ni le niveau des étudiants, ni I'organisation de I'enseignement. Nous disposons
toutefois d’un résumé reprenant la théorie enseignée et d’'une fiche d’exercices
mais nous ne savons pas Si ces exercices ont été résolus durant I'année d’ensei-
gnement qui nous concerne.

3 Enoncé du probléme

L'évaluation comportait trois exercices pour une durée de quatre heures. Nous
regardons I'exercice 2 dont voici 'énoncé.

Soit X un sous-ensembompactet convexale RN,
On considére une applicatidnt X — RN vérifiant les hypothéses suivantes :

73
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(i) Onaf(X)cCX,

(i) PourtousxetydeX, onal/f(x)— f(y)|| < [[x—Y]l-

On se propose de montrer gdieposséde au moins un point fixe daXs
c'est-a-dire au moins un poiatde X vérifiant f (a) = a.

Soitb un point quelconque choisi daiXs Pour tout entien > 1, on définit
une applicatiorf,, : X — RN en posant, pour toutdansX,

fo(0) = (1- %) f(x)+%f(b).

[0 Montrer que les applicationket f,, sont continues.

00 Montrer que I'on afy(X) C X.

0 Dans cette question, on fixeet on définit une suitéxp)p=o de points
deX en posankg = b etxp1 = fn(Xp) pour toutp > 0.
(a) Montrer que pour tout entigy > 0, on a

1

Xpr1=pll < aPlPa—xoll, avec a=1-=

(b) En déduire que I'on a, pour tous entigrs: 0 etq > 0,

oP
[Xp+q —Xp|| < 7——|[x1—Xol|-
1-«o

(c) Montrer que la suitéxp) p=o converge dangN.
La limite de(xp) p>0 dépend du paramétrequi a été fixé au début de la
guestion ; pour cette raison, on la natedans la suite de I'énoncé.

O Montrer que quel que sait, le pointa, appartient X et vérifie f,(an) =
an.

O En considérant une sous-suite convenabldaign>1, montrer quef
admet un point fixe.

4 Inventaire des connaissances en topologie
des étudiants

Avant d’'analyser I'exercice, nous nous sommes intéressée au « passe topo-
logique » des étudiants, c’est-a-dire quels sont les concepts topologiques qui ont
été abordés en premiere et en deuxiéme année. Pour cela, nous avons acces a un
syllabus résumant la théorie abordée dans le cours de mathématiques générales.
Il reprend essentiellement les définitions et les propriétés des objets étudiés. Rien
n'est spécifié sur les résultats qui sont démontrés et sur ceux qui sont éventuelle-
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ment admis. Il n’y a pas non plus de renseignements sur les exercices se rapportant
ala théorie.

4.1 Premiere année

Les concepts sont abordés d&dJn ensemble ouvert est définicomme étant
une réunion (finie ou infinie) d’intervalles ouverts, un ensemble fermé est défini
comme le complémentaire d’'un ouvert. La notion de voisinage est aussi abordée.

Un ensembl& C R est compact si de toute suite de pointdEj®n peut ex-
traire une sous-suite convergente. DRn&es compacts sont les ensembles fermés
et bornés. On établit aussi qu’un enseniblest fermé si toute suite convergente
deE a sa limite dan&.

4.2 Deuxieme année

On passe &N, Un ensemble ouvert est une réunion (finie ou infinie) de
boules ouvertes, un ensemble fermé est le complémentaire d’un ouvert. On éta-
blit gu'un ensembleX est ouvert ss'x € X,3r > 0, B(x,r) C X. Par définition,
I'adhérence d&X est I'ensemble des points adhérents at I'intérieur deX est
I'ensemble des points intérieurs<a

Les ensembles compacts sont définis par la propriété de Bolzano-Weierstrass.
On établit que, danBN, les compacts sont les ensembles bornés et fermés.

On s’intéresse aussi aux fonctions pour montrer que I'image d’'un compact
par une fonction continue est un compact et que toute fonction continue sur un
compact atteint ses bornes.

5 Analyse a priori du probleme

0 o Continuité de la fonctiorf :
L'étudiant peut utiliser la définition es, . Grace a I'hypothese (ii),
0 = € convient. Une autre facon de procéder est de remarquer que I'hy-
pothése (i) signifie qué est lipschitzienne de constante 1. On conclut
en utilisant le fait que toute fonction lipschitzienne est continue.

o Continuité de la fonctiorfy :

L'étudiant peut ici aussi utiliser la définition emo. On montre que
X,y € X, || fn(X) — fn(y) || < || f(X) — f(y)||. Une autre méthode consiste
a remarquer qué, est une somme de fonctions continues.
Ce point fait donc intervenir la manipulation d’'une définition ou Il'utilisation
d’un résultat établi au cours.

O fa(X) C X.
Un point quelconque dé,(X) est de la formef,(x) avecx € X. L'hypo-
thése (i) permet d’en déduire quéx) etf (b) sont des éléments d¢ et la
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convexité deX implique que le segment d’extrémitésx) et f(b) est inclus
aX, ce qui montre quéy(x) est un élément dx.

Cette question demande de maitriser la définition de convexité.
O o (a) ll s'agit d’'une preuve par récurrence.

o (b) Il faut introduire les éléments intermeédiaires entgeet Xpq. En-
suite, on applique l'inégalité triangulaire pour obtenir des différences
entre deux termes consécutifs. On applique alors a chaque terme l'inéga-
lité démontrée au point précédent. Apres mise en évidence, la constante
||x1 —Xo|| est multipliée par une somme de termes consécutifs d'une série
géomeétrique. Cette somme peut étre majorée pék -1 o) en utilisant
le résultat 4+ o + &>+ -+ a"+--- = 1/(1— &) si|a| < 1. Ce point
nécessite une organisation des raisonnements, il faut utiliser ce qui a été
fait préecédemment et penser au résultat sur les séries géométriques pour
majorer correctement.

o (c) Linégalité établie en (b) entre deux élémeRrgset Xpq doit faire
penser a la notion de suite de Cauchy. Grace a la complétud de
montrer que(Xp) converge revient a montrer qygp) est de Cauchy.
CommeaP — 0 si|a| < 1, on a que poure > 0,3n1,Vn > np, aP <
(1—a)/||x1—Xo|| < €. En prenanty = ny, on a bienvp,q > no, || Xp+q—

Xp|| < €. On en déduit que, — a, pour un certaira, € RN.

On demande ici qu’'un certain nombre de connaissances soient dispo-
nibles. On ne parle pas dans I'énoncé de « suite de Cauchy ». C'est la
majoration établie en 3(b) qui doit y faire penser. Il y a donc ici un saut
de complexité.

O On utilise le fait qu’un compact d&N est fermé et borné et que dans un en-
semble fermé, toutes les suites convergentes ont leur limite dans I'ensemble.

La continuité def, implique fn(xp) — fa(an). Il faut ensuite remarquer que
les suitegxp) p>0 €t (fn(Xp))p=0 SONtidentiques a un décalage d’indices pres.
Par unicité de la limite, on en déduit qigan) = an.

C’est l'utilisation de résultats du cours qui permet de résoudre ce point.

0 Onteste encore les connaissance vis-a-vis de la compacité. La notion de sous-
suite est a raccrocher a la propriété de Bolzano-Weierstrass. On peut extraire
de la suite(ay) une sous-suitéay, ) qui converge vera € X. Il y a ici aussi
un saut de complexité : il faut pouvoir imaginer que la sous-suite converge.

Du point précedent, on &(a,, ) = a,, mais cette égalité n'implique pas de
facon évidente qué(a) = a. On peut imaginer que cette erreur sera fréquem-
ment commise.

Pour montrer qud (a) = a, on développd (a) — a en fonction des résultats
établis tout au long de I'exercice.

Ona:f (a) —a= f(a) —f (ank> + f(ank) - fnk(ank) + fnk<ank) —an tan, —a
Il faut ici développer de fagcon adéquate pour conclure. Ce point met aussi en
jeu tous les résultats établis précédemment.
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6 Reésultats

»» Question 1

147 étudiants répondent a la question. Les résultats sont repris dans les ta-
bleaux ci-dessous. Le premier tableau concerne la fondtienle second porte
sur la fonctionfp,.

Continuité def Etudiants| Réponses correctes
Définition eng, § 70 43

Fonction lipschitzienne 18 16

(X compact eff (X) C X) = f continue 23 0!
Continuité def, Etudiants| Réponses correctes
Somme de fonctions continues 118 59

19 étudiants ne manipulent pas correctement la définitioa, &énlls choi-
sissent la valeur da et écrivent « on prend = § ». Dans I'utilisation du résultat
sur la continuité des fonctions lipschitziennes, deux étudiants pensent que I'hy-
pothése (ii) est exactement la définition d’'une fonction lipschitzienne. Comme le
montre le tableau, 23 étudiants pensent que I'inclusion et le faiXoit compact
suffisent pour garantir la continuité de 11 étudiants pensent que toute fonction
définie sur un ensemble compact ou convexe est forcément continue.

Pour la continuité de la fonctiofy, 54 étudiants considérent les facteurs 1
et 1—1/n comme des fonctions qui dépendent de la variabléy a aussi une
confusion entre les mots « somme » et « composée » de fonctions.

Certains étudiants se contentent de dire fjuest une somme de fonctions
continues, nous ne savons donc pas comment ils justifieraient la continuité de
chaque terme. Ces réponses ont été considérées comme correctes.

Nous trouvons les justifications suivantes :

1/net 1—1/nsont des fonctions continues.

1/x,x # 0 est une fonction continue. Don¢riaussi.

f est continue. Dond (b) aussi.

b est continue. Doné (b) aussi.

f est continue en tout point @& Or, b € X. Donc f (b) aussi.

o o 0o o d

»» Question 2

Nous n’avons pas analysé cette question car nous ciblons, dans ce travail, les
concepts abordés en premiére année dans notre enseignement et la convexité n'en
fait pas patrtie.

L« X compact eff (X) € X » n’implique en aucun cas la continuité fle
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»» Question 3

108 étudiants répondent a la question.

o (a) Nous n’avons pas analyseé ce point car les preuves par récurrence ne sont
pas en lien avec les concepts qui nous intéressent.

o (b) Nous n’avons pas regardé ce point car il s’agit d’'une question calculatoire.
Nous sortons, ici encore, du cadre de notre travail.

o (c) La premiere méthode utilisée par les étudiants consiste a expliquer que
I'inégalité de 3(b) implique quéxp) est de Cauchy. Nous trouvons cette mé-
thode chez 48 étudiants dont 38 justifient I'implication. Les résultats sont
repris dans le tableau suivant.

Justification Etudiants| Réponses correctes
Définition eng, o 20 8
oP — 0 et convergence dominée 17 0?2

Pour le premier type de justification, nous trouvons beaucoup d’'imprécisions
qui font que la réponse ne peut étre considérée comme correcte. En voici des
exemples :

— On al|Xptq —Xp|| < ||x1 —Xol| < &, donc(xp) est de Cauchy.

1-o
— On prende = aP/(1— o), donc(xp) est de Cauchy.
— CommeaP — 0, on a||Xp+q— Xp|| < €.
L'utilisation de la définition ere, ng est imprécise et surtout I'existence d’'un
indice ng a partir duquel on &p,q = Nno, ||[Xp+q — Xp|| < € N'apparait nulle
part.

Pour le second type de justification, la définition £mg n'apparait pas.
Aucune justification n’est totalement rigoureuse et convaincante. Nous trou-

vOons :
— |IXp+q — Xpl| €St majorée par une suite qui converge vers 0. O@pcest
de Cauchy.
— Par convergence dominée, oifj@gq — Xp|| — 0. Donc(xp) est de Cau-
chy.

— CommeaP — 0, (xp) est de Cauchy.

Une autre méthode consiste a écrire que l'inégalité établie en (b) implique que
(Xp) est majorée par une suite convergente. Par consequgmonverge. Ici,
il n’y a aucune allusion a la notion de suite de Cauchy. 32 étudiants utilisent

2Tel qu'il est écrit, I'argument «P — 0 et convergence dominée » est insuffisant pour justifier
que la suite est de Cauchy.
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cette argumentation que nous ne considérons pas comme correcte. L'idée dé-
veloppée par ces étudiants est que comarfie- 0, on a lim||Xp4q— Xp|| = 0.

Dong, limxp,q = limxp = an.

Enfin, la quasi-totalité des étudiants qui ont parlé de suite de Cauchy en dé-
duisent la convergence grace a la complétudgte

»» Question 4
94 étudiants répondent a la question. Parmi les raisonnements corrects, nous
trouvons :

0 Chez 17 étudiants X est compact, donX est fermé. La limite de la suite
appartient .

o Chez 19 étudiantsX est compact, donc la limite appartiexit Ici, nous ne
trouvons pas le lien entre ensemble compact et ensemble fermé mais nous
avons considéré cette justification comme correcte.

o Chez 7 étudiants : Utiliser la compacité pour extraire une sous-suite qui
converge vers un point @€. La limite de la suite appartient donca

0 Chez 29 étudiants : Commg — an et quexp, 1 = fn(Xp) — an, on en conclut
que fn(an) = a, par la continuité dd,, et par unicité de la limite.

Le raisonnement faux suivant est présent chez 31 étudiants : Comme on a
fn(X) C X, on a directemerd,, € X et fy(an) = an.

12 étudiants écrivent liffx, 1 —Xp|| = 0, c’est-a-dire, limj fa(Xp) — Xp|| = O.
Donc || fn(an) —an|| = 0.

»» Question 5
36 étudiants répondent a la question. Aucune solution n’est correcte. Parmi
les justifications les plus frequemment utilisées, nous avons :

o Chez 5 étudiants : Utiliser la compacité pour extraire la sous-suite. Le point
fixe est alors la limite de cette sous-suite, sans autre précision.

o Chez 10 étudiants : Utiliser la compacité pour extraire la sous-suite. On a
donca,, — p. De fy(an, ) = an,, on déduitf (p) = p.

0 Chez 4 étudiants : L'égalité,(a,) = a, implique directement(a) = a.

o Chez 9 étudiants : La démarche consiste a choisir le point point fixe. Par
exemple, prendra= Xy oua=Dh.

7 Interprétation des résultats

7.1Synthése des résultats

Un des aspects les plus frappants du dépouillement est que les étudiants ne
maitrisent pas la notion de convergence. lls ne sont pas capables de I'utiliser
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pour montrer qu’une suite est de Cauchy. Nous avons trouvé beaucoup d’impré-
cisions dans les copies. Par exemple, les étudiants se focalisent sur I'inégalité
IXp+q — Xp|| < € et ne s'intéressent pas aux indices pour lesquelles celle-ci est
vérifiée. L'existence d’'un indice, not®, a partir duquel I'inégalité est satisfaite

est absente.

Les résultats du cours sont eux aussi utilisés de fagon imprécise. Nous pen-
sons au théoreme de la convergence dominée. Les étudiants justifient aussi en
énoncant des résultats faux.

Le manque de détails induit une perte de sens jusqu’a un point ou la réponse
peut en devenir incorrecte. Nous retrouvons cette idée que les détails ne sont pas
I'objectif premier des étudiants.

Le dépouillement montre aussi que les étudiants essaient colte que colte de
se rattacher aux résultats du cours pour trouver la justification correcte. Il y a la
un effet de contrat.

Les étudiants utilisent les théoremes de fagon automatique dans le seul souci
de justifier, mais cette profusion de résultats algorithmisés et parfois faux, finit par
nuire a la compréhension des bases, comme nous le voyons ici.

7.2Lien avec nos enquétes

Il'y a des similitudes dans les copies des étudiants de Lille et celles de nos étu-
diants. Nous pensons tout d’abord au phénoméne d’'imprécision que nous avions
relevé dans nos deux enquétes. Des difficultés sont aussi ici observées dans la ma-
nipulation de la définition de convergence. Nous les rapprochons des difficultés,
chez nos étudiants, a manipuler une écriture dans laquelle les données sont géné-
rales. Enfin, nous retrouvons dans tous les dépouillements une stratégie chez les
étudiants qui consiste a chercher parmi tous les résultats du cours celui qui permet
de résoudre I'exercice, quitte a en inventer un soi-méme si on ne le retrouve pas
plutét qu'adapter.



Chapitre VI

Bilan des résultats obtenus

1 Questions

Au départ de cette recherche se trouve un questionnement de I'enseignant qui
essaie de comprendre pourquoi I'enseignement de la topologie en premiére année
d’université pose des difficultés aux étudiants. Du point de vue du didacticien,
Nous nous sommes posée la question suivante :

Question 1 : quelles sont les spécificités des concepts topologiques et guelles
difficultés ceux-ci peuvent-ils poser a ce niveau d’enseignement ?

Nous nous sommes appuyée sur le fait que ces concepts sont porteurs d’'un
formalisme nouveau pour les interpréter en termes de notions formalisatrices,
unificatrices et généralisatrices (notions FUG). Une difficulté d’enseignement de
telles notions est que le travail sur le nouveau formalisme est en rupture avec les
connaissances antérieures. D’ou la question de savoir a quelle conceptualisation
peut mener ce travail ? Nous avons donc précisé notre questionnement pour étu-
dier une seconde question :

Question 2 : que produit I'interprétation FUG des concepts topologiques dans
I'analyse de leurs difficultés d’enseignement en termes de formalisation 2t de
conceptualisation ?

Pour tenter de répondre a ces deux questions, notre travail a consisté en I'ex-
ploration des voies suivantes :

0 un diagnostic de notre enseignement,

o I'élaboration de questionnaires proposeés aux étudiants de deuxieme et de troi-
siéme années dans notre institution.

81
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2 Synthese des résultats

En réponse a la question 1, nous avons dégagé des spécificités des concepts
topologiques grace a I'analyse de notre enseignement menée au chapitre Il. Cette
analyse a d’abord montré I'isolement des concepts au sein du cours. lls sont in-
troduits par leurs définitions, ils n’ont pas de liens avec les chapitres précédents
et ils ne sont pas réinvestis par la suite. Comme les étudiants ne disposent pas de
connaissances en topologie provenant de I'enseignement secondaire, il s’agit pour
eux d’'une discipline completement nouvelle a maitriser dans un temps trés court.
L'isolement des concepts au sein du cours est caractéristique des notions FUG.

Ensuite, nous avons relevé que chaque concept est défini de plusieurs fagons
(équivalentes) et avec un formalisme varié puisqu’il mélange différents registres
d’écritures.

Le diagnostic établi au chapitre Il met aussi en évidence que la finalité de
notre enseignement est que les étudiants soient capables de manipuler le forma-
lisme qui apparait dans les définitions, ce qui se ramene a manipuler une écriture
guantifiée. Nous avons pu préciser les difficultés liées a ce travail sur les défini-
tions en relation avec l'interprétation FUG des concepts et ainsi fournir des élé-
ments de réponse a la question 2.

Les exercices proposés aux étudiants sont des taches simples et isolées puis-
gu'il s'agit essentiellement d’appliquer les définitions. Par contre, les activités
mises en jeu pour résoudre ces taches nécessitent des adaptations nombreuses et
variées qui sont souvent implicitement cachées dans les définitions. Différentes
étapes sont a envisager dans tous les exercices, des choix sont a effectuer (pro-
blemes d’existence), des informations doivent étre interprétées pour poursuivre
I'exercice, ce qui fait apparaitre d’autres quantificateurs que ceux déja présents
dans la définition (par exemple, pour prouver une inclusion d’ensembles). Des in-
termédiaires sont fréequemment introduits et il faut articuler différents arguments
pour aboutir a ce qu’il faut prouver. De nombreuses initiatives sont donc laissées a
la charge de I'étudiant. De plus, bien que les taches soient proposées dans le cadre
de la topologie, ce sont les cadres de la logique élémentaire et de la théorie des
ensembles qui sont mobilisés dans les activités. Les connaissances utilisées dans
les activités portent sur les inégalités, I'ordre d&n$a convergence de suites, des
résultats sur les passages a la limite, la continuité de fonctions. Les rares connais-
sances en topologie utilisées ne sont pas des connaissances avancees : propriété
intE C E C adhE, définitions d’intérieur et d’adhérence.

Une difficulté d’enseignement des concepts topologiques est donc liée au dé-
calage entre les taches proposées, simples et isolées, et les activités mises en jeu
qui relevent d'un niveau de connaissances disponibles. Une autre source de diffi-
culté est que le degré de disponibilité des connaissances nécessaires pour résoudre
les exercices n’est pas atteint car ce sont des connaissances de I'année en cours.

Nous pensons que ces résultats sont typiques des notions FUG. Le début de
I'enseignement d’'une FUG est un travail sur les définitions, donc une tache a
priori facile. Or, nous avons d’abord établi que ce travail engendre des activités
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compliquées en ce sens gu’elles mobilisent des connaissances antérieures suppo-
sées disponibles alors qu’elles ne le sont pas. Ensuite, ce travail ne nécessite pas
de connaissances en topologie. En conclusion, le travail sur le formalisme des dé-
finitions a une fonctionnalité manipulatoire qui ne permet pas de revenir au sens
des concepts. Les étudiants ne peuvent compter que sur leur mémoire pour retenir
les définitions puisqu’ils travaillent sur un formalisme qui ne représente rien pour
eux. La dynamique entre le formel et le conceptuel n’est donc pas productive.

Le probleme de la prise de sens des concepts topologiques se confirme dans
le dépouillement de nos enquétes, aux chapitres Il et IV. Du point de vue des
étudiants, les difficultés les plus fréquemment citées sont I'abstraction des ob-
jets étudiés et la quantité de définitions a maitriser, ce qui rejoint les problémes
précédemment évoqués. Des erreurs sont déja repérées dans la restitution des défi-
nitions : des quantificateurs sont mal placés ou absents, une définition d’ensemble
fermé donnée par plus de la moitié des étudiants est en fait vérifiée par tous les
ensembles.

Le formalisme est correctement manipulé si les écritures sont simples mais
des problemes surgissent lorsque les écritures sont plus complexes. Nous avons
montré que ces erreurs sont liées au mélange, dans une méme écriture, de quanti-
ficateurs, de la logique et de la théorie des ensembles. Nous avons aussi observé
gue certains étudiants parviennent a manipuler une écriture qui n'a pas de sens.

Comme la dynamique entre la formalisation et la conceptualisation fonc-
tionne mal, les étudiants ne donnent pas de sens aux objets manipulés et nous
observons de nombreuses imprécisions dans leurs écritures, bien présentes en
deuxieme année et qui s’accentuent en troisieme année. Les méthodes et / ou
les résultats ne sont pas utilisés rigoureusement, des justifications sont données
sous la forme de théorémes en acte. Nous pensons que ce phénoméne a plusieurs
explications. Tout d’abord, nous savons, de par notre expérience d’enseignant,
que fournir des détails et des justifications rigoureuses ne sont pas les objectifs
premiers des étudiants. D’autre part, la dégradation observée est, selon nous, liée
aussi a I'enseignement de premiére année. Comme les concepts topologiques ne
sont pas réinvestis, les bases ne sont jamais renforcées ; les connaissances acquises
en premiére année ne font donc que se détériorer au fil du temps. De plus, nous
agissons souvent, a tort, comme si les étudiants étaient capables de rédiger les
détails, nous laissons les « choses simples » a leur charge. Nos enquétes ont aussi
montré que les étudiants sont incapables de rédiger la solution d’'un exercice avec
la rigueur mathématique exigée a ce niveau d’enseignement.

3 Lien avec d'autres travaux

Nous reprenons ici les travaux évoqués au chapitre |, section 5, pour étudier
guels sont leurs éventuels liens avec les résultats obtenus dans ce travalil.
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3.1Lalgébre linéaire (J. L. Dorier, 1997)

Nous avons pu repérer des similitudes entre les concepts de l'algebre linéaire
et les concepts topologiques. Tout d’abord, nous avons des notions FUG dans les
deux disciplines. Ensuite, des résultats semblables ont pu étre établi grace aux
enquétes réalisées. Nous pensons aux questions posées dans les enquétes sur les
conceptions des étudiants et sur les difficultés qu’ils rencontrent. Que ce soit pour
la topologie ou pour l'algébre linéaire, les étudiants les décrivent comme une suc-
cession de contenus mathématiques ou les concepts étudiés restent des objets. Des
difficultés liées a I'abstraction et a la diversité des définitions sont aussi repérées.
Dans les exercices, nous avons trouvé des probléemes liés a la manipulation du
formalisme mais aussi a un manque de connaissances en logique élémentaire et
en théorie des ensembles.

Nous pensons néanmoins qu’une différence entre I'algebre linéaire et la to-
pologie réside dans I'existence d’'un saut de complexité important dans la mani-
pulation des concepts topologiques. Le décalage observé dans ce travail entre les
taches et les activités n'apparait pas dans les travaux sur I'algebre linéaire. Les
concepts topologiques et ceux de l'algébre linéaire semblent étre, sur ce point,
des notions FUG de natures différentes.

3.2Un usage fonctionnel des symboles (M. Berger, 2004)

Dans I'état actuel de notre étude, nous n'avons pas de lien avec ce travail.
M. Berger s’intéresse davantage a l'aspect enseignement des concepts. Pour ap-
profondir I'étude des concepts topologiques, nous pensons qu’une voie a explorer
consisterait a étudier comment une notion FUG peut étre enseignée.

3.3 Technique et sens (D. Butlen, M. Pezard, 1996)

Nous avons retenu de ces travaux que le probléme du sens des notions est
déja présent au niveau de I'enseignement primaire. Il confirme I'importance de la
dynamique entre le formel et le conceptuel.

4 Portée, limites

Nous sommes évidemment prudents quant aux résultats obtenus dans nos
enguétes en raison du nombre restreint d’étudiants qu’elles concernent. Une autre
limitation de nos résultats peut s’expliquer par le fait que nous ne sommes pas
maitre de I'enseignement étudié ici.

5 Perspectives de recherche

L'étude des concepts topologiques ouvre la porte a d’autres directions de re-
cherche que nous présentons ici.
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5.1 Les définitions

Nos enquétes ont révélé des problemes dans la restitution et la manipulation
des définitions. Une voie a explorer pour préciser davantage ces difficultés serait
de s’intéresser a la question de la perception générale d’'une définition chez les
étudiants.

Dans sa thése, C. Ouvrier-Buffétudie les questions suivantes :

0 Qu’est-ce-gu’une définition en mathématiques ?
o Quels sont les processus de construction d’une définition ?

A ce stade de notre travail, nous n’avons pas d'éléments concrets nous per-
mettant de relier nos résultats avec ceux obtenus dans cette these.

5.2Le symbolisme

Les définitions des concepts topologiques font intervenir différents registres
d’écritures. Une autre perspective de recherche consiste a étudier davantage le
rapport au symbolisme chez les étudiants.

Cette méme question est étudiée dans la thése de C. Baddins le cas
de la factorisation chez des éleves en fin de troisieme année. La factorisation est
essentiellement constituée de manipulations formelles. Elle est souvent associée,
chez les éléves, a une tache qui a peu de signification pour eux. Les régles uti-
lisées pour transformer une écriture algébrique sont dépourvues de sens pour un
grand nombre d’éleves. D'ou la question de savoir comment les éléves pergoivent
les expressions algébriques qu’ils manipulent et leurs éléments constitutifs. Une
guestion semblable peut se poser a propos des concepts topologiques. C’est grace
a une analyse épistémologique du rapport au symbolisme algébrique que C. Bar-
dini précise les difficultés rencontrées par des éléves de quatriéme et de seconde a
qui des taches ont été proposees.

5.3 Des questions de gestion

Un autre axe de recherche s’intéresse au réle de I'enseignant et au travalil
gu'il peut réaliser au sein de la classe. A. Robert et M. Rogalski (2002) étudient
la question des activités des éléves en fonction des énoncés et de la gestion de la
classe.

Lorsque I'enseignant propose des exercices en classe, sa fonction est double :
il y a d’'abord une phase de préparation, c’est I'enseignant qui choisit les énonceés.
Vient ensuite une phase d’accompagnement des étudiants qui dépend des formes
de travail adoptées en classe. A. Robert et M. Rogalski ont pu constater que les

1OuVRIER-BUFFET C. (2003), Construction de définitions / construction de concept : vers
une situation fondamentale pour la construction de définitions en mathématiques, thése de docto-
rat, Université Joseph Fourier—-Grenoble 1.

2BARDINI C. (2003), Le rapport au symbolisme algébrique : une approche didactique et épis-
témologique, thése de doctorat, Université Paris 7.
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accompagnements pendant les séances modifient souvent les taches des éleves.
Dans notre travail, nous avons soulevé les difficultés liées aux taches proposées
aux étudiants et aux activités engendrées. D’ou I'intérét d’étudier comment I'en-
seignant peut gérer ces activités en travaux dirigés.

5.4 Pistes d'activités

Pour amener les étudiants a donner du sens aux concepts enseignes, nous
proposons un début d’activité que nous comptons développer. Nous faisons I'hy-
pothése que la communication entre pairs est susceptible d’améliorer la compré-
hension des concepts. Un jeu de communication serait donc envisagé ou deux
étudiants « truquent » une définition, par exemple en permutant deux quantifi-
cateurs ou bien en transformant un quantificateur existentiel en un quantificateur
universel, pour ensuite proposer cette « fausse » définition a deux autres étudiants.
Il s’agit alors, grace a une discussion dans le groupe, de fournir une argumentation
convaincante visant a expliquer pourquoi la définition n’est pas correcte.

Par exemple, un groupe pourrait proposer la définition suivante :

Un ensemblé est ouvert ssir > 0,vx € E, B(x,r) C E.

L'autre groupe aurait alors a expliquer pourquoi cette définition n’est pas
correcté. Bien entendu, un argument tel que « on a permuté les quantificateurs »
ne serait pas admis.

Nous pensons que ce type de situation peut aider a restituer au formalisme
son role associateur de sens.

Une autre idée serait de proposer aux étudiants des exercices ou les concepts
topologiques servent d’outils dans la solution. Cependant, le caractere FUG des
notions nous permet de penser que de telles activités ne seront pas simples a
concevoir.

5.5Une comparaison des enseignements

Une derniére perspective de recherche s’appuie sur une comparaison des en-
seignements de topologie dans différentes universités belges et si possible, dans
d’autres pays.

3Par exemplel0, 1 ne vérifie pas la propriété<r > 0,¥x € E, B(x,r) CE. »



Annexe A

Organisation de I'enseignement

L'enseignement universitaire belge propose un cycle de quatre années d’étu-
des réparties en deux années de candidatures et deux années de licences. Elles
meénent a un dipléme de licencié.

Nous présentons ici I'organisation de I'enseignement de premiére année dans
notre institution pour les sections qui nous concernent dans ce travail.

L'année académique démarre a la mi-septembre et se termine a la fin du mois
de juin. Des évaluations sont organisées en janvier et en juin. Une session de
rattrapage a lieu en aodt.

La plupart des cours sont scindés en des séances théoriques, données par un
professeur, et des séances d’exercices ou des laboratoires, données par un assis-
tant..

Tout au long de la premiere année, les étudiants des sections mathématique,
physigue et informatique sont groupés pour les cours suivants : analyse mathé-
matique, algébre linéaire, physique générale et informatique. Ensuite, selon les
sections, les étudiants ont des cours spécifiques. L'analyse est le cours de mathé-
matiques le plus volumineux dans chaque section.

1Poste occupé par tout étudiant qui réalise une thése.
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Annexe B

Tables des matieres des cours
d’analyse, premiere et deuxieme
annees

1 Premiere année

Les notes de cours sont disponibles a I'adresse :
http://math.umh.ac.be/an/analysel.php

»» Limite et continuité

o Convergence des suites de nombres réels
— Définition et propriétés
— Limites d’inégalités
— Sous-suites
Limites au sens large
Suites de Cauchy
Supremum, infimum
Suites monotones
Propriété des intervalles emboités
Normes
Convergence des suites vectorielles
Limites de fonctions et continuité
— Limites
— Continuité
— Théoreme des valeurs intermédiaires
o Notions de topologie
— Intérieur, adhérence, ouvert, fermé
— Union et intersection

o o oo oo o o
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Annexe B. Tables des matieres des cours d’analyse, premiére et deuxiéme années

»» Compacité
o Définition
o Définitions équivalentes
o Théoreme des bornes atteintes

p» Dérivée des fonctions d’une variable

o Définitions et interprétations

|

Propriétés
Théorémes de Rolle et de la moyenne
Régle de L'Hospital

O 0o O

Dérivées d’ordre supérieur

»» Développement de Taylor
o Définitions
o Formule du reste
o Introduction aux séries

»» Equations différentielles ordinaires linéaires
Définitions

Méthode des variables séparées

EDO linéaires a coefficients constants

Cas simples

Equation homogéne

o o o o o O

Solution particuliére d@(d)u = f(X)
— u n’est pas racine du polynéme caractéristique
— u estracine du polynéme caractéristique

p» Différentielle totale

o Définitions et interprétations
o0 Reégles de calculs
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2 Deuxiéeme année

Rappels sur la topologie deN

|

Espaces métriques
Espaces topologiques
Limites de fonctions et continuité

o o o O

Compacité



Annexe C

Axes d’analyse des contenus

Les analyses de tachpoprement dites : axe affalyses a priori, coté éléves,
cOté enseignaint
Cette description est essentiellement mathématique, elle ne préjuge pas des
activités des éleves en terme de mise en fonctionnement d’un savoir donné.
Troisieme axe 'analyse des taches (a priori)

o Y a-t-il des étapes ? Les questions (éventuelles) sont-elles liées ou indépen-
dantes ?

o Ouvertures de I'énoncé
— La question est-elle ouverte ?

— Une méthode (resp. un cadre, un registre) est-elle indiquée ? Quelles me-
thodes (resp. cadre, registre) peuvent, doivent étre utilisées? Y en a-t-il
de meilleurs que d’autres ?

o Y a-t-il une modélisation a effectuer, y a-t-il un simple habillage ?

o0 Quel est le degré de décontextualisation de la tache (exercice particulier, gé-
nérique, mise en fonctionnement outil ou objet) ?

o Démonstrations

— Quels types de raisonnement sont en jeu (application directe, logique élé-
mentaire, raisonnement par I'absurde ou contraposée, raisonnement par
récurrence, contre-exemple, condition nécessaire et/ou suffisante, raison-
nement par analyse-synthese) ?

— Quel est le réle spécifique du formalisme dans la démonstration ?
o Sur quoi porte I'énoncé (résultat, méthode, démarche) ?

o Quelle est la production demandée (graphique, formule, résultat numérique,
vrai/faux, démonstration) ?

o Quels moyens de contréle ont les éléves ?

o Y a-t-il des éléments implicites dans I'énoncé, notamment au niveau de pro-
bléemes d’existence ou d’unicité ou sur ce qui est a justifier ou de quantifica-
teurs cachés ?
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O

O

O

O

Quatrieme axe les activités éléves attendu@salyse a priori)

Quel le niveau de fonctionnement visé (technique, mobilisable, disponible) ?
Les calculatrices sont-elles utilisables ?

Pour entrer dans la tache :

— Y a-t-il lieu de reconnaitre (un type de probléme, un type de justification,
un type d’informations), de conjecturer (avec un dessin, un calcul,...),
de modéliser, de faire des mises en relation, d’interpréter, de changer de
cadres ou de registres, de points de vue —mathématiques ou autres ?

— Faut-il choisir une méthode, un outil ?

Pour résoudre la tache :
— Quels théoremes ou raisonnements appliquer ?
— Y a-t-il lieu d’introduire des étapes ?

— Y a-t-il a développer plusieurs arguments a la fois, a répéter un argument,
a gérer plusieurs variables a la fois ?

Y a-t-il lieu pour utiliser le(s) théoréme(s) (définition, propriété,...) de :
— appliquer (contextualiser)
— réappliquer deux ou plusieurs fois a la suite
— reconnaitre ou identifier, et appliquer
— changer de point de vue
— adapter et appliquer : il y a une modification a faire
— transformer
— sélectionner, perdre de I'information

— introduire quelque chose (un intermédiaire, objet —un point — ou nom,
ou formalisme, ou notation)

— interpréter, mettre en relation, articuler deux ou plusieurs informations,
faire une analogie

— généraliser (décontextualiser), transférer...
Pour rédiger : quelle production est prévue ?

— Y a-t-il des écritures quantifiées a utiliser ?
Y a-t-il lieu de se contréler ? Comment ?
Cela amene a déterminer plus globalement

s’il y des initiatives a prendre (autrement dit s’il y a des connaissances dispo-
nibles supposées),

le degré de « complication » (indice de complexité),
le degré de nouveauté, la possibilité de généralisation...
les risques de décalage entre activités attendues et taches prescrites



Annexe D

La topologie de RN :
notes d’'un étudiant
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Annexe D. La topologie de RN : notes d’un étudiant
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Annexe E

Questionnaire sur les concepts
de I'algebre linéaire

NOM et PRENOM:
Etablissement fréquenté I’an dernier (1986-1987):
Eventuellement groupe de TD du 1< et du 2 semestre:

QUELQUES QUESTIONS A PROPOS D’ALGEBRE LINEAIRE :

1. Vrai ou faux (justifier votre réponse): v et u érant deux

applications linéaires d’un espace vectoriel dans lui-méme :
vou=0 < Im(u) = Ker(v).

2. Quels exemples d’espaces vectoriels connaissez-vous ?

3. Soient A, A, A trois points du plan dont les coordonnées dans un

repére sont respectivement (a,b,), (a.b.), (a.b.), trouver les

coordonnées des points M, N, P s’ils existent, tels que A, soit le

milieu du segment [MN], A, celui de [NP], A, celui de [PM]. On

notera (x,,y ) les coordonnées de M, (x..y ) celles de N, (x,y,) celles

deP.
4. Trouver les solutions lorsqu’elles existent du systéme réel
suivant :

X+ X, = q

Xy + X3 = a5

Xy + Xy = a;

Xy + X, =24

5. On considére I’espace vectoriel E formé des polyndémes a
coefficients réels de degré au plus deux. Soit f ’application linéaire
de E dans E qui au polynéme P associe le polynéme Q = f(P) défini
par QX) = CX+1)P(X) - (X*>-1)P’(X) oie P’ désigne le polyndme
dérivé de P. Ecrire la matrice de f dans la base (1, X, X?).

6. Si on vous demande d’expliquer en quoi consiste I'algébre
linéaire a un étudiant entrant en DEUG’, que lui dites-vous ?

7. Quelles sont pour vous les difficultés de ce domaine des
mathématiques?

1. Le DEUG (Diplome d’Etudes Universitaires Générales) désigne
I’enseignement dans les deux premiéres années a I’université en France.
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