
Mathématique Élémentaire
Examen (15 juin 2004)

Nom :

Prénom :

Section :

Veuillez commencer par écrire en lettresmajusculesvotre NOM, PRÉNOM et SECTION sur
toutesles feuilles.

Veuillez lire attentivement ces quelques consignes et conseils.

Les calculatrices ne sontpasautorisées.

Quand il est nécessaire de justifier, votre argumentation doit convaincre le lecteur. En l’ab-
sence de justification dans un tel cas, le résultat final, même correct, n’a pas de valeur.

L’espace laissé après chaque question vous donne uneindicationsur la longueur de la ré-
ponse attendue.

N’employezpasle dos de la feuille d’uneautre questionpour finir votre réponse !
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Question 2. On dit que deux matricesM,N ∈ Rn×n commutent siMN = NM. SoientA,B ∈
R

n×n deux matrices inversibles qui commutent. Montrez queA−1 etB commutent.

Question 3. Déterminez les vecteurs(x1,x2,x3)∈R3 qui sont orthogonaux à la fois aux vecteurs
(1,−2,4) et (2,−1,5). Décrivez l’objet géométrique formé par ces vecteurs(x1,x2,x3).
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Question 4. Esquissez le graphe de chacune des fonctions suivantes :
f (x) = (x−1)(x−2)(x−3)

g(x) = 1+sin(x−1)

h(x) = x+
1
x

Expliquez votre démarche. (Un tableau de valeurs n’est pas une justification complète.)
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Question 5. Soit fα :R→R la famille de fonctions définies par

fα(x) = (α2−1)x2 +sin(α)x+α

où α est un paramètre réel. Veuillez donner tous lesα ∈R (s’il en existe) tels que

(a) le graphe defα soit une droite ;

(b) fα possède une racine strictement positive et une racine strictement négative.

Pour chacun des deux cas, il est essentiel de justifier les différentes étapes de votre raisonnement.
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Question 6. Soit la matriceA∈R3×3 définie par

A =

−m 0 0
0 −1/2 1
0 1 −1/2


oùm est un paramètre réel. Calculez, si possible, l’inverse deA en fonction dem.
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Question 7. Considérons la fonctionf :R→R définie par

f (x) = (x−π)3esinx

Trouvez tous les pointsx∈R tels que(x−π)∂ f (x)−3 f (x) = 0.

Question 8. Soit le polynôme

p(x) = a0 +a1x+ · · ·+anxn oùa0,a1, . . . ,an ∈R etan 6= 0.

Soit z∈C. Montrez quep(z) = p(z). Détaillez et justifiez chaque étape de votre raisonnement.
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Question 9. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Démontrez celles qui sont
vraies et donnez un contre-exemple pour celles qui sont fausses.

(a) Vrai : Faux : ∀z1,z2 ∈C, |z1 +z2|= |z1|+ |z2|

(b) Vrai : Faux : ∀z∈C, |iz|= |z|

(c) Vrai : Faux : ∀z∈C, 3i z=−3i z

(d) Vrai : Faux : ∀z∈C, arg(zi) = argz
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Question 10. Représentez graphiquement les solutions complexes de l’équationz8 = 81. Expli-
quez votre construction.
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Question 11. Soit M ∈Rn×n la matrice définie par

M =



3 3 3 3 . . . 3
0 32 32 32 . . . 32

0 0 33 33 . . . 33

...
...

...
... ...

...
0 . . . . . . . . . 3n−1 3n−1

0 . . . . . . . . . . . . 3n


En utilisant la méthode des cofacteurs, montrez par récurrence que, pour toutn > 2, on a

détM = 3n(n+1)/2.
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