Mathématique Elémentaire
Test n° 4 (6 octobre 2003)

Question 1. Soit f la fonction deR dansR dont le
graphe est reprseng ci-contre. [terminez graphique-
ment I'ensemble desxR tels quel f (x)| < 2. Expliquez
votre cemarche.

x € R vérifie| f(x)| < 2 si et seulement si2 < f(X) < 2.
Les pointsx qui nous inéressent ont donc leurs images
entre—2 et 2, c’esta-dire que ce sont les poings, f(x))
du graphe dd situés entre les deux droitgs= —2 ety =
2. La partie du graphe entre ces deux droité&teamise
en gras. Les abciss&sorrespondantes sont celles entre -
—4 et—1 d’'une part, 2 et 3 d’autre part. Don(x)| <

2 xe[-4,-1U[2,3].

1 ] |
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Question 2. Pour quelle(s) valeur(s) de € R la fonction
fo(X) 1= 4x2 + Box+ o (1)

pos®de-t-elle deux racineg et » telles que x < —1 < Xp. EXprimez votre&ponse sous la forme
d’un intervalle.

Montrons
(fo posede deux racines; < —1 < x) < f(—1) < 0.

(=) Comme le coefficient de® est> 0, les valeurs dé,, seront< 0 entre les racines (exclues).
Vu que—1 € |xg, x2[ par hypotlése, on a legsultat.

(<) Comme le coefficient de? est> 0, f, est> 0 pour|x| grand & positif ou régatif). Vu que
f(—1) < 0 et quefy(x) > 0 pourx grand, il existe urxp > —1 tel quef (x2) = 0. Un raisonnement
similaire en allant vers-co montre qu'’il existex; < —1 tel quef(x;) = 0. O

Auvude (1),ona
f(-1)<0 < o?—5a+4<0.

Comme le coefficient de:® est> 0, la fonctiong(«) := a? — 5a + 4 sera< 0 entre ses racines
(exclues). Les racines de&? —5¢ + 4 = 0 étant

ap=1etar =4,
on trouve quex® —5a 44 < 0 < « € ]1,4[. En conclusion

fo pos®de deux racines de part et d'autredd < o €]1,4].
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Question 3. Donnez la repgsentation trigonog&trique des nombres complexes suivants :

%+ i73 = cos(%) +i sm(%)
1 .V/3\2 2r, . . 2%
(E +|7) = cos(?) +i sm(?)
(% +i§’>7 _ coﬁ(%ﬂ) +i sin(%ﬂ) = cos(%) +1i sin(%)
@ . |\/7§> 1 _ Coq%) +i sin(%) = cos(%ﬂ) +i sin(%ﬂ)

Expliquez votre @marche.

\%+i\/7§| =1, c’est donc un nombre complexe sur le cercle trigoﬁtnique,% et \/7§ sont respec-
tivement des valeurs de ddg) et sin(5). On a vu que st= p(cog6) +isin(6)), alors

Z" = p(cognb) +isin(nv)) 2)

Par congquent, les puissance éeki@ sontégalement sur le cercle trigonétnique. En appli-
guant (2) et en n'oubliant pas que, p&fidition, la forme trigonoratrique demande de fournir un
angle dan$0, 2x[, on obtient les&ponses ci-dessus.

Question 4. Repgsentez dans le plan ' ' .y

complexe les nombres

OGP nen ol

Expliquez votre @marche.

On a vu (question @édente) que, :=

1 . V/3\n nt, . . NT
<§ +|\/7—> = cos(g) +|sm(?) et
gu’ils sont de module 1. D’autre part, le
module dg(1/2)" est(3)" < 1 quandh e

N. Par congquent (vuzZ| = |Z||Z]), le
module des complexes repesenter est
< 1. Ceci justifie de choisir, pour le cer-
c,le_ trigononeétrique, le cercle le plus ex- 1 05 0 0.5 1
térieur.
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Question 5.

(@) Soit D la droite« axe des ». Donnez unéquation cargsienne 4y

(b)

de D. (X0, Yo)

D=y=0.
Soit(xo, Yo) € R?. Sans aucun calcul, donnez les coordees du D
point P qui est le syBtrique orthogonal d€Xp,Yo) par rapport
a D (voir la figure ci-contre) :

i R \

v><

o - A\ -
o

P = (X0,—Yo)

En effet, la coordoneex ne change pas tandis que celleyssst
« renverge» par rapporia I'axe desx, i.e., de neme amplitude
mais de signe oppés

On consiere la droite D déquation
D=ax+hy=c

ol (a,b) # (0,0). Soit(xo, Yo) € R?. Recherchez les coordopes
du point P qui est le syatrique orthogonalde (xo,Yo) par rap-
porta D (voir la figure ci-contre).

INDICATION : Le point Q est le point de D siéia égale distance déxg,Yo) et de P.

PosonsP = (x*,y*). La droiteD’ joignantP a (xo,Yo) est perpendiculaira D. Puisque la
pente deD est—a/b, la pente d&®’ serab/a. Nous avons donc

Y'—Yo b ity _ b
T cesta-dire  y =Yo+ _(X'—X) (3)

Exprimons ensuite que le poi@tse situe au milieu du segment joignd&ha (Xo, Yo). Ainsi

o (X*-I-Xo Y*-l-yo)'

2 7 2
CommeQ appartient D, I’ équation suivante dodtre \érifiee :
X" +Xo Y +Yo\
a(=5 ) +b(*57)=c “)
Pour trouver le coordor@es deP, il faut donc Esoudre le sysme
—bx" +ay* = ayy — bxg ((3) multipliee para)
ax' + by* = 2c— axy — byp
Par la néthode de Cramer, on trouve
ayo—bx a
o 2c—axo—byo b| (a®—b?)xo+2aby — 2ac
- —(a+by) —(a?+b?) ’
—b ay — bxg
g3 20— byo| — (b* —a®)yo+ 2abx — 2bc

—(a2+b?) — (a2 +1?)
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REMARQUE : Il faudrait traiter les cas = 0 etb = 0 $2paément vu que le raisonnement
précedent les fait intervenir auéthominateur de fractions. L&ponse finale reste valable
tant que(a,b) # (0,0). On peut aussi trouver la@me Eponse en employant uieuation
parangétrique deD’, ce quiévite de devoir discuter en fonction de&tb comme on aurait @

le faire ci-dessus.

(c) En partant du esultat gréral obtenu en (b), retrouvez celui de (a).

Pour retrouver (a), il suffit de prendee=0,b =1 etc = 0. AlorsD =y = 0 et on retrouve
P= (X*ay*) = (X07_y0)

Question 6. Déterminez la fonction du second dégi(x) = ax® + bx+ ¢ dont le graphe passe
par les trois point—2,5), (0,1) et(1,1).

Le fait que les trois points appartiennent au graphé sketraduit par les troisquations (—2) =5,
f(0) = 1 etf(1) = 1. En utilisant le fait que (x) = ax? + bx+- ¢, on obtient legquations :

4a—2b+c=5
c=1
at+b+c=1

On sait donc dja quec = 1 et il restea resoudre

4a-28=5-C=4  encore (4 _2) (a) = (4>
a+b=1-c=0 1 1)\b/ \O

En ajoutant 2 fois la seconde ligada premére, on trouve

(6 O) (a) (4) a=4/6=2/3
= ou encore

1 1/\b 0 b=-a=-2/3

La fonction rechercbe est dond (x) = %xz - %x+ 1.

Question 7. Soit le planz d’équation
T=4+2y—z=1

et P le point de coordoré&es(0, —2, 3). Donnez unéquation pararatrique de la droite D passant
par P et perpendiculairé . Déterminez ensuite le point d’intersection de D axec

On sait @&ja que le pointP = (0,—2,3) appartienta D. D’autre part, puisque le plam est per-
pendiculairea D, un vecteur normal de sera un vecteur directeur @e Un tel vecteur se lit sur
I’ équation der. Il s’agit du vecteur(4,2, —1). Uneéquation paragtrique deD sera donc

(x,y,2) =(0,—-2,3)+1(4,2,—-1), A€R,
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cad
X=4A
y=-2+21 avecAd € R
z=3-1

Soit (Xo,Yo,20) le point d’intersection d® avecr. Le probEme consista determiner pour quelle
valeur deA le point(xo,Yo,Zp) de D appartienttgalement z. Autrement dit, on cherchg € R
tel que
4(40)+2(—24+21)—(3—A1) =1,
55

cad 214 =8, ou encorél = 8/21. Ainsixg=4- 5 = 32 yo=-2+28 = —Letzg=3- L =32,

En conclusion, le point d'intersection @eavecr est(32, —2°, 3%).
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