Mathématique Elémentaire
Testn° 2 (4 octobre 2004)

Question 1.  Soient u= (ug,Up,...,un) € RN et v= (vq,vo,...,wy) € RN,
» Définissez la norme de u, ré&t||u]|.

Jull = /B + B+ + ]

= Montrez qué|u||? = u-u ol « - » désigne le produit scalaire si&N.
Ona

u-u= (U]_,UZ,...,UN) ' (ul,u2?"'7uN)
— W4 U+ U par cefinition de« - »
2
= [lull

» Montrez qué|u+V||? = ||ul|? + ||v]|? si et seulement si u et v sont orthogonaux.
Rappelons que deux vectewrstv sont orthogonaux si et seulementisv = 0. On a

2 2 2
[[u+VIJ= = [uf}*+ v

ssi (U+V)-(u+Vv)=u-u+v-v propriété ci-dessus

SSi U-U+uU-v+VvV-U+V-Vv=U-U+V-V distributivite du produit scalaire
ssi u-v+v-u=0

ssi A4-v=0 commutativié du produit scalaire
ssi u-v=0

ssi  uetvsont orthogonaux.

Question 2. Soit la droite D passant par les pointgi,y1) et (xo,y2) oU X1,Y1,X2,Y2 € R et
y1 # Yo (il n’est par contre pas exclu qua x x).

= Donnez unéquation pararétrique et un€&quation carésienne de D. Expliquez votremarche.

Un point deD est, par exempléx;,y1) et un vecteur directeur d@ est(x — X1,Y2 —y1). Une
equation parastrique deD est

(X,y) = (X1,y1) + A (X2 —X1,y2—Yy1), A €R.

On peut Eécrire cetteequation sous la forme

X=X1+A(X2—X1)
y=Y1+A(y2—-Y1)

On obtient uneequation caésienne eliminant le pararatre. Par hypotise, on g, —y1 # 0.
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Sixy = X1, alors
D=x=x1

(droite parakklea I'axe desy).

SiXp # xp alors
X=X Y=\

D= =
XR—=X1 Y2—)1
gue I'on peut ausscrire
X2 —X1

= Donnez, en fonction de; %1, X2, Y2, les coordonges du point d’intersection entre D et I'axe
des x. Expliquez.

Le point d’intersection entrB et I'axe dex est de la forméx*,0). Pour trouvex*, on remplace
y par 0 dans Bquation de la droit®. On a
Xo—X1 ~ X1Y2 —XoYy1

X* = Xq — =
Yyt T Ty

Question 3. Prouvez que, pour toutz C, z est Eel si et seulement 2i= z.

Le conjugee zd’'un complexez de la formea+ bi (aveca, b € R) est, par éfinition, le complexe
a—bi.
Sizest gel, alordb=0etdonz=z=a.

Réciproquement, &=z, par cefinition de I'egali€ de deux complexes, oraa= aetb = —b (dans
R) c’est-a-direb = 0 et doncz est un éel.

Question 4. Calculez et repgsentez gra- ’ $1+4i

phiguement ! 2413

(@) (2+3i)+(1-1) 3 ,“- 342

(b) (2+30) — (1) j h * &5+

(©) (2+3)-(1-1) . 1‘;+;=

(d) (1-i)* 1 “n

Calculs : 2 =

(@) (2+3i)+(1—i)=3+2 N
-4

() (243i)-(1—i)=5+i 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

(
(b) (2+3i)—(1—i) =1+4i
(
(d) (1-

i)t=3+3i
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Question 5.

V2 V2

= Donnez la forme trigonoétrique de2+ 3i, del—i, del+i, et de—+—|

— 2+ 3i = \/13(cosh +ising) avech = arctars (puisque cod = Ts et sind = \/iﬁ).
- 7 . . 7
—1—i=+v2(cosZ +isinF).
— 1+i=+/2(cos% +isin).
V2 V2. 1+ . &m

2 T T s Ty

- : . 2 2.\n
= Donnez toutes les valeurs distinctes prises par les pwss%%% §|> ,heN.

Par le point pecedent, on a@ + @i = cisZ. On applique la formule de De Moivre pour
le calcul des puissances, on obtient doing + @l) = cis™ = cis("f mod 2r). Le terme
"% mod 2t prend 8 valeurs distinctes : §, Z, 3%, x, 5%, 3% T | es valeurs prises p@@ +
@i)n sont donc ciSE, avecn € {0,1,2,---,7} ou encore :

I A L

Question 6. Soient AB € R?%2, Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justi-
fiez vos choix.

(@) Vrai:[] Faux:[0O (A+B)%2=A2+2AB+B?

Ona(A+B)?2=(A+B)-(A+B)=A?+AB+BA+B?% Oronavu
gue le produit matriciel n’est pas commutatif. Autrement dit on n'a
pas en gréeral AB+ BA = 2AB (se €férer au point suivanttoBA =

2 2 00
(% 5)#(0 o)
(b) Vrai: [ ] Faux:[0J AB=0= (A=00uB=0)
PrenonsA = 11 etB:(1 1).OnaA-B:(O 0) et

11 -1 -1 00
A#0etB#0.
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Question 7.
» Donnez unéquation carésienne du plam passant pay/2, ,e) et paralkle au plan OY Z.

L’ équation grérale cafsienne d’'un plan est de la fornag+ by+cz=d ou (a,b,c) est un
vecteur normal du plan. Donc un plan qui est pa&tellau plan OYZ admefl,0,0) comme
vecteur normal. Ainsi, unequation du plamx estx = d et on peut éterminerd puisque le point
(v/2,,€) appartient au plan.. On obtient finalement qu’unequation caésienne du plan est
X=/2.

= Donnez unéquation carésienne du plafi passant paf—1,5,2) et perpendiculairé la droite
D=(xy,2 =(A—1,3-21,5+61),1 € R.

La droiteD admet(1, —2,6) comme vecteur directeur. On en conclut que tout plan qui est per-
pendiculairea cette droitdd admet(1, —2,6) comme vecteur normal au plan. Donc on obtient
gue I'équation caésienne du plap est de la formgd = x— 2y+ 6z= d ou d est un pararmtre
reela determiner (on a fait appel la forme @rérale de lequation caésienne d’un plaa partir

d’un vecteur normal). En effet puisque le pofrtl,5,2) appartient au plaf3, nous trouvons la
valeur ded quiestd = —-1+2-5+6-2=21.

Question 8. Calculez, si possible,

2 1 -10 g 2
3 2 0 5], =14
2 1 4 2|7 8

(5ot e

On a une matrice 2 qu’'on veut multipliera droite par une matricex 2. Puisque } 2, ce
produit matriciel est impossible.

Question 9. Résoudre danf :
W 2=
n 24+224+3=0

= Puisque = cis%, on a clairementcisZ)? = cisZ par la formule de De Moivre. Donc les solu-

tions dez2 = i sont cis% et— cis% = cis%”.

= Le discriminantA = —8. L’équation auxilliaireY? = —8 a pour solutiony; = 2v/2i ety, =
—21/2i. L’ équationz? 4 2z+ 3 = 0 a donc pour solutions les complexes-2v2 +22\/§' et ——2—22@ ou
encore—1++/2i et—1—+/2i.
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Question 10. Soit ze C verifiant |zl = 1. Prouvez que les puissances @ € N, ne prennent
qu’un nombre fini de valeurs distinctes si et seulemeAtgr est de la form@xn/, /¢, avecl; € N
etl, € N\ {0}.

Puisquez est de module 1z est de la forme ci#\rg z). L'application de la formule de De Moivre
fournit 2" = cis(n(Argz) mod 2r). Si Argz = % le termen(Argz) mod 2r, n € N, prend au
plus les valeurs distinctes suivantefsl%” avecn e {0,--- ¢, —1}. Il y a donc au plug, valeurs
distinctes pour leg".

Réciproguement si leg' ne prennent qu’un nombre fini de valeurs distinctes, cela signifie qu'il
en est de rdme pour le terma(Argz) mod 2r, c'esta-dire qu'il existen; < np € N vérifiant
ni(Argz) = np(Argz) mod 2r. Cette derréreégali€ est erifiée si et seulement si, pagfthition

de modulo Z, il existe/ € N tel que(n, — 1) (Argz) = ¢ - 2, c'esta-dire Argz) = 22
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