Mathématique Elémentaire
Testn°3 (18" octobre 2007)

Question 1. Calculez la forme trigonométrique de

1 3 2T

n - i =cis

2 2 3
En effet |—% —|—i§| =4/ zlt +% = 1 et donc il s’agit d’un point situé a I’intersection du cercle

trigonométrique et de la droite x = —%.
L, N3 4m
——+i— =cis—
272 3

On a en effet vu que si z = |z|cis 0 alors 7 = |z|cis(2m — 0) et 2m — 27 /3 = 47 /3.

Question 2. Donnez en extension chacun des ensembles suivants :
n {x€N:2x <23 et 3xest entier} ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}

Remarquons que la contrainte « 3x est un entier » peut €tre négligée car elle est automatiquement
vérifiée lorsque x € N.

. ({\/Zﬂ,)i}—l} < {xyz) ={(vV2,%), (V2,), (V2,2), (m,x), (m,y), (m,2), (i—1.x), (i—1,y),
i—1,z

s {(x,y) eN?:x+y <2} ={(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (2,0)}

Question 3. Soit le plan a = 3x+ 2y +z = 8 et la droite D dont un systeme d’équations

cartésiennes est
3+ o= 2
X = —— —_—
47 A2
o A € R, A #0, est un parametre. Pour quelle(s) valeur(s) du réel A la droite D est-elle parallele

au plan o. Expliquez votre démarche.

Un vecteur normal du plan « est (3,2,1). D’autre part, en écrivant le systeme d’équations de D
34+x  y—8 2
-4 AT
conséquent, la droite D est parallele au plan « si et seulement si les vecteurs (3,2, 1) et (1, —4,12)
sont orthogonaux, c’est-a-dire si et seulement si leur produit scalaire est nul. Or,
(3.2,1) ] (1,-4,2%)) =0 ssi 3-8+A%=0
ssi A2=5
ssi A=v50ul=—V5

En conclusion les valeurs de A pour lesquelles la droite D est paralléle au plan o sont /5 et —v/5.

sous la forme

on déduit que (1,—4,A2) est un vecteur directeur de D. Par
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Question 4. Ecrivez les deux ensembles suivants sous la forme d’une union d’intervalles dis-
joints :

A= {xER x<2ou(x >3etx<5)}
B:{xER:(x<20ux23)etx<5}

Transformons progressivement la propriété définissant I’ensemble A :

A={xeR:x<2o0u(x>3etx<5)}
={xeR:x<2ouxe€[3,5]}
={xeR:x<2}U{xeR:x€ 3,5}
=]—e0,2]U3,5]

Pour B, représentons graphiquement chacun des deux morceaux liés par le « et » :

0 1 2 3 4 5 6 7

x<2oux>3 e o
x<5 °
B——e o— o

Comme on doit satisfaire les deux contraintes « x <2oux >3 » et « x < 5 » a la fois, x doit se
trouver dans ’intersection des deux ensembles, ¢’est-a-dire B = |—e0,2] U3, 5].

REMARQUE : En général « Pou (Q et R) » n’est pas équivalent a « (P ou Q) etR » et donc, en
général, I’ensemble des x qui satisfont chacune de ces deux propriétés ne sont pas égaux.

Question 5.  Soient D et D' deux droites du plan d’équations respectives
D=ax+by+c=0 et D =dx+by+ =0.

(a) Sous quelle(s) condition(s) sur a,b,c (resp. a',b’,c’) la pente de la droite D (resp. D') est-elle
définie ? Que vaut alors cette pente ?

(b) Sous les conditions trouvées en (a), prouvez a I’aide de la notion de produit scalaire que les
droites D et D' sont perpendiculaires si et seulement si le produit de leurs pentes vaut —1.

(a) La pente de la droite D (resp. D') est définie ssi b (resp. b’) est non nul. En effet, I’équation

ax+ by +c = 0 peut alors s’écrire
a ¢
= ——X— —
YT

et la pente vaut —a/b. Idem pour I’équation a'x+ b’y + ¢’ = 0.
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(b) Supposons que b,b" € R\ {0}. Un vecteur normal & D (resp. D) est (a,b) (resp. (d’,b')). Les
droites D et D' sont perpendiculaires ssi
les vecteurs (a,b) et (a’,b’) sont orthogonaux ssi  (a,b)-(d',b') =0
ssi ad +bb' =0 ssi ad = —bb
ad . —a —d

ssi w:—l SS1 77:—1

On conclut grace au point (a).

Question 6. Complétez les « boites » ci-dessous avec les symboles « = », « < », « > », « < »,
« et », «ou », «donc »de maniére a ce que I’équivalence soit vraie.

x| > ¢ & x < —c ou x > ¢

Etablissez a ’aide d’un argument graphique 1’équivalence que vous venez de compléter. Veuillez
expliquer comment le graphique est utilisé pour prouver chacune des deux directions de cette
équivalence. Veillez a la clarté de vos explications (en particulier, n’espérez pas que le correcteur
« bouche les trous »).

On distingue trois cas :

c>0 c=0

y=lx y=bk

~
I
o

Dans le cas ¢ > 0, on voit que les x tels que |x| > ¢ — c’est-a-dire les abscisses x telles que le
graphe de la valeur absolue est au dessus de celui de la constante ¢ — sont les x plus petits mais
différents de —c et les x strictement plus grands que c. Autrement dit, ce sont les x qui vérifient la
condition x < —c ou x > c. Les deux abscisses d’intersection du graphe de la courbe y = |x| avec

. . . =—x

celle y = ¢ se calculent aisément : pour les x < 0, on doit résoudre le systeme Y et, pour
y=c

les x > 0, le systeme y= . La nécessité et la suffisance de la condition « x < —c oux > ¢ »

y=c
résultent respectivement des faits suivants : si le graphe de la valeur absolue est strictement au-
dessus de celui de ¢, alors x vérifie x < —c ou x > ¢; inversement, si x vérifie x < —c ou x > c,
alors le graphe de la valeur absolue est strictement au-dessus de celui de c.
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Si ¢ = 0 alors, par le méme raisonnement, on voit que les solutions de |x| > 0 sont tous les x # 0.
Cette derniere condition est équivalente a « x < 0 ou x > 0 » car un réel est soit strictement négatif,
soit strictement positif, soit nul.

Si ¢ <0, tous les x € R vérifient |x| > c. Or la condition « x < —c ou x > ¢ » est-elle aussi vérifiée
par tous les réels x car si x < 0 il vérifie x < 0 < —c et, si x > 0 il vérifie x > 0 > c. Les deux
propriétés, sélectionnant les mémes x, sont donc équivalentes.

Question 7.  Résolvez algébriquement I'inéquation (x +4)|x| > 2 et utilisez la solution trouvée
pour écrire ’ensemble suivant

S={xeR:(x+4)|x| =2}

sous la forme d’une union disjointe d’intervalles. Expliquez ensuite comment vous utilisez le
graphe ci-dessous pour confirmer la plausibilité de votre réponse.

Pour la résolution algébrique de (x+4)|x| > 2, nous al- y
lons distinguer deux cas afin de pouvoir éliminer la va- 04
leur absolue.

m Casn’1:x>0. Dans ce cas, |x| = x et donc e
I’inéquation devient (x +4)x > 2 ou encore, apres !
simplifications, XCAdx—2>2.1 équation X2+ dx —

2 = 0 possede deux solutions : —2 + V2. Comme le T
coefficient de x> est positif, x> +4x — 2 a un signe po- 6+
sitif a I’extérieur des racines et négatif a I’intérieur :
51
x| —2-v6  2+V6
ZHAx—2]+ 0 - 0 + 47
31

Par conséquent x> + 4x — 2 sera positif ou nul si et
seulement si x < —2 — \/6 oux>—2+ \/6 Mais il ‘ 21—
faut se rappeler qu’on travaille ici sous la condition } }
x> 0 et donc que les x < —2 — /6 < 0 sont a rejeter. 3 w 3
En conclusion, les solutions trouvées pour ce cas sont j — j — *
les x vérifiant

x € 24 V6, o0 (1)

m Casn’2:x<0. Ici, [x| = —x et I'inéquation de- —34-
vient (x4 4)(—x) > 2, c’est-a-dire x> +4x+2 < 0.
L équation x? + 4x + 2 = 0 posséde deux racines :
—2 4+ /2 et, comme le coefficient de x? est positif,
le polyndme x* + 4x + 2 sera négatif entre les deux
racines, c’est-a-dire pour les x vérifiant :

xe[-2-v2,-24+V2] 2)

Remarquons qu’il n’y a ici aucun x a rejeter parce que toutes les valeurs de [—2 — V2, -2+ ﬂ]
sont déja strictement négatives.
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En remettant les deux cas précédents ensemble, on trouve que les x qui satisfont (x+4)|x| > 2 sont
ceux qui vérifient (1) ou (2). Autrement dit

S={xeR:(x+4)|x| =2} = [—2— V2, -2+ V2]U[24 V6, 4|

Du graphique, on tire que les abcisses x telles que le graphe de (x+4)|x| est au dessus de celui de
la fonction constante 2 sont ceux situés dans un intervalle [r|,r;] ainsi que ceux dans un intervalle
du type [r3,+ec[. On a donc bien la méme forme de I’ensemble de solution de celle donnée par
le résolution algébrique. Cette dernicre donne les valeurs exactes de r;. On peut constater que
celles-ci sont raisonnables par rapport aux valeurs qu’on peut estimer a partir du graphique :

r=-2-V2~-3414
r=—-2+v2~ —0,585

1
r3:—2—|—\/6z§

Question 8. Soit x,y € RN. Posons x = (x1,%3,...,x5) ety = (y1,¥2,...,yN).
(a) Définissez la norme de x, notée ||x||.
(b) Déterminez ||x|| si x € R.

(c) Montrez que ||x|| = 0 si et seulement si x = 0. Expliquez votre démarche et énoncez les
résultats que vous utilisez.

(d) Montrez que ||x+y||*+ |[x—y||* = 2(|[x||* + ||[y[|?). Expliquez votre démarche et énoncez les
résultats que vous utilisez.

(@) Ona: x| = \/x%+x%+ xR

(b) Six € R, alorsx =x;. Donc ||x|| = 1/x? = |x;| = |x]|. Dans R, la norme de x coincide avec la
valeur absolue de x.

(c) Correction écrite dans le test 3 du 3 octobre 2005, question 2 b).

(d) On a vu au cours que, quel que soit u € R, on a

lu* = (uefu) 3)
On a donc, en utilisant cette propriété :
e+ Y12+ b= y[1* = e+ ylx+3) + (x—ylx =) (grace a (3)
= (x]x+y)+ (y|x+y)+ (x]x—y) — (y]x —y) (distrib. de (+|-) sur la somme)
= (xlx) + (x[y) + (x) + (v]y)
+ (xx) = (xly) = (le) + Oly)
= 2(x[x) +2(y|y) (simplifications)

=2(|lxlI* + [Iy11?)
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Question 9.  En utilisant la formule de De Moivre, calculez la forme trigonométrique des nom-

bres complexes
1 3\"
—+ i£
(2+7%)

quelle que soit la valeur de n € N.

1 2
On a vu (question 1) que —5 +i7 = cis 3 Par conséquent, en utilisant la formule de De

1 V/3\" C2n\" . [ 2=m
(—54-17) _(015?) —01s(n? mod27t)

Donc, dans le cas particulier n = 3, on obtient :

Moivre, on a que

1 3\’ 2
(—— +i\/—_) — cis (3?” mod 27:) — cis(27 mod 27) = cis0 = 1

Par conséquent, si on divise n par 3 (division entiére), on peut écrire n = ¢ -3 + (n mod 3), ot

g € N, et on obtient
27\ " o 3g+n mod 3
(cis?) = (cis?)
= <<CIS?> ) (CIS?)
o n mod 3
—1-(cisZ=
(CIS 3 )

27

= cis ((n mod 3)?>

Question 10.  Prouvez par récurrence que 7" = (2)" quel que soit z € C et n € N.

Cas de base n = 0. Comme w” = 1 quel que soit le complexe w, on a D=1T=1=7.

Pas récursif. Supposons que 7 = 7" pour tout n < k et montrons que 1’égalité reste vraie pour k+ 1.

T = 7y (définition de la puissance (k4 1)1™®)
=7z (rgle 7172 = 71 73)
=77 (hypothese de récurrence pour n = k)
=z (définition de la puissance (k + 1)m°)
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