Mathématique Elémentaire
Test n°4 (8 octobre 2007)

Question 1. En utilisant les tables de vérité, montrez que la proposition
(PNQ)VR=PA(QVR) (1)
est équivalente a P\ —R.

Dressons la table de vérité des deux propositions :

P Q|R|PANQ|(PNQ)VR|OVR|PA(QVR)|(1)| PV—R
000 0 0 0 0 1 1
0(0]1 0 1 1 0 0 0
0/11(0 0 0 1 0 1 1
0O(1]1 0 1 1 0 0 0
110]0 0 0 0 0 1 1
1101 0 1 1 1 1 1
1({1]0 1 1 1 1 1 1
111 1 1 1 1 1 1

On constate que la colonne correspondant aux valeurs de vérité de (1) et celle pour PV —R sont
identiques. Aurement dit, les deux propositions se comportent de la méme maniere en fonction des
valeurs de vérité des propositions P, Q et R; ceci signifie qu’elles sont équivalentes.

Question 2.  Calculez, si possible :

1 T

2 8 21 —10 2
@ oG m=SD=1¢g % o o
3

12 37 —-15 3
1 1 1

(b) A2sia= |1 =3 s
1 —l—i\/§ 71+i\@

Remarquons que 1*’\[ = cis 2& = et —1= ’f = msT Donc

1 1 1 1 1 1
A2—aAa= |1 0152;r c1s43fr 1 01523” 01s43”
1 015437r cis 23? 1 c1s43” cis 23”
3 1+4cis 22 5 +cis 42 3 14-cis 42 35 +cis 22 3 30 0
= 1+CIS3 -|—c1s3 l-l-c1s3 -1—01s3 1-1—01s3 -|—01s3 =10 0 3
1+c1s +c1s 1+01s%”—|—01s%” 1—1—01587”—#013? 030
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ol I’avant derniére égalité utilise la régle cis 0 - cis 8’ = cis(0 + 0’) et la derniere résulte des

relations :
2 4w 1 V3 1 3
| . 2T A Lbovs L vS
-+ cis 3 +cis 3 2—|—l > > i 7 0
6 6
1+cis?ﬁ—|—cis?ﬂ:1+cisO—|—ci50:1+1+1:3
1+cis47r—|—ci387r—1+cis47r—|—ciszﬂ—0
3 3 3 3

Question 3. Donnez une équation cartésienne du plan o passant par le point (1,1,2) et conte-
nant la droite D dont une équation paramétrique est

(x,y,2) =(4,1,1)+A(3,1,1), AR

Une équation cartésienne du plan o est de la forme ax+ by + cz = d ou (a,b,c) # (0,0,0) est un
vecteur normal.

Comme (1,1,2) € , on en déduit que
a+b+2c=d. (2)

Un vecteur directeur de D est (3,1, 1) et un point de D est (4,1,1). Comme le plan o contient D,
on a que

» (4,1,1) € o, d’ou la relation
4a+b+c=d 3)

m les vecteurs (a,b,c) et (3,1, 1) sont orthogonaux ; leur produit scalaire vaut donc zéro :

3a+b+c=0 4)

De (4), on a b+ c = —3a et de (3), on tire
b+c=d—4a %)
Donc —3a = d —4a, c’est-a-dire a = d. En remplagant dans (2), on trouve b = —2¢. En remplacgant
dans (5), ona —c =d —4a. Donc —c =d —4a = a — 4a = —3a, c’est-a-dire ¢ = 3a. On a les
relations d = a,c =3a et b = —2c = —6a. Prenons a = 1. Alorsd =1, c =3 et b = —6. Donc

a=x—6y+3z=1.
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Question 4.  On définit la fonction f : R — R par

o) = 2= x—1]+3 six<0
x—1]+x+1] six>0

Ecrivez ’ensemble S = {x eR: f(x) < 5} comme une union d’intervalles disjoints (moins il y en
a, mieux c’est).

Nous devons résoudre I’'inéquation f(x) < 5. Comme f est définie par morceaux, nous allons
devoir faire une discussion par cas.

(@) Six <0, ’inéquation f(x) < 5 devient
X4+ (x—1)+3<5 (6)

oll on a utilisé le fait que |x|*> = (—x)? =x? etque x— 1 < 0 (car x < 0), d’ou [x — 1| = —(x —

1). Apres simplifications, (6) s’écrit comme x%+x—3 <0. L’ équation x> +x —3 = 0 possede
une racine négative (—1 —+/13)/2 et une racine positive (—1 4 +/13)/2. Le polynéme x> +
x — 3 est négatif entre ses deux racines (puisque le coefficient de x> est > 0). Comme on ne
s’intéresse qu’aux x < 0, ceux qui vérifient I’inéquation dans ce premier cas sont

e [F5)

(b) Six >0, ’inéquation f(x) < 5 devient
x—1]+(x+1)<5

car x+ 1 > 0 et donc |x+ 1| = x+ 1. Pour retirer la derniére valeur absolue, nous allons
distinguer deux sous-cas selon le signe de x — 1.

m Si x € [0, 1], alors I'inéquation s’écrit —(x — 1) + (x+ 1) < 5, c’est-a-dire 2 < 5. Cette
inéqation est satisfaite par n’importe quel x ; les solutions dans ce cas sont donc

x€[0,1]
m Six € [1,+oo, I'inéquation s’écrit x — 1 +x+ 1 < 5, ou encore 2x < 5. Les solutions sont
donc
X E [1 é]
2
(remarquer que 5/2 > 1).

En remettant les trois cas précédents ensemble, on trouve que I’ensemble S des solutions de f(x) <

5 vaut
s=[F5 2 afuoa 1 - [F572)
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Question 5. Résolvez le systeme suivant en fonction du parametre réel A :

x—4y+5z=1
Ax+Ay+Az=0

Interprétez géométriquement les résultats obtenus.

Remarquons que la seconde équation du systeme s’écrit A (x+y+2z) = 0.

m Si A # 0, alors on peut simplifier par A dans 1’équation précédente et le systeéme s’écrit

{x—4y—|—5z=1 (N
x+y+z=0 ©))

En soustrayant les deux équations, on trouve —5y +4z = 1, c’est-a-dire z = (1 + 5y)/4. En
remplagant dans (8), on trouve x = —y—z = (—9y— 1) /4. Donc I’ensemble, noté S, des solutions

du systeme vaut
OA+1 | 1+54
S:{(— A, ):AGR}
4 4
Géométriquement, on a que les plans d’équations x —4y 45z = 1 et x +y 4z = 0 se coupent
suivant la droite D passant par (—1/4,0,1/4) et dont un vecteur directeur est (—9/4,1,5/4).
C’est cette droite qui est (décrite par) I’ensemble S.

m Si A =0, alors le systeme se réduit a I’équation x — 4y + 5z = 1, c¢’est-a-dire x = 1 +4y — 5z.
Donc I’ensemble, noté S, des solutions du systeme vaut

S={(1+4A—5u,A,u) : A, ueR}

Géométriquement, I’ensemble S est I’ensemble des points appartenant au plan d’équation x —
4y+5z=1. Ce plan passe par le point (1,0,0) et a pour vecteurs directeurs (4, 1,0) et (—5,0,1).

Question 6. Ecrivez I’ensemble

1 1
A:{XGR: < }
xvx+1 /12

sous la forme d’une union disjointe d’intervalles (moins il y en a, mieux c’est). Veillez a justifier
les différentes étapes de vos calculs.

< TIPS 1 1 I )
11 faut reS(?udre I’inéquation AT < Vi Commengons par remarquer que cette équation n’a un
sens que si x # 0 etx+ 1 > 0, c’est-a-dire si
x € ]—1,0[U]0, 4o0]

1
xvx+1

m Six e |—1,0[ alors < 0 < 1/+/12 et donc I’inéquation est toujours satisfaite.
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m Si x € ]0,+oo[, I'inéquation peut se réécrire comme /12 < xy/x+ 1. Les deux membres de
I’inéquation sont > 0 et on peut les élever au carré sans changer le sens de 1’'inégalité : il faut
donc résoudre 12 < x° 4+ x2, ou encore

C4+x2—12>0 9)

Posons p(x) = x> +x?> — 12. Comme p(2) = 0, on sait que p(x) = (x —2)(x> +ax+b) = x> +
(a—2)x* + (b —2a)x — 2b. L’identification des coefficients donne les équations

l=a-2
0=b—2a
12=2b

On en déduit aisément que a = 3 et b = 6. Donc x> + x> — 12 = (x — 2)(x* + 3x + 6). Comme
1’équation x> 4+ 3x + 6 = 0 ne possede pas de racine, le polyndme x” + 3x + 6 est toujours > 0
(car le coefficient de x> est > 0). Par conséquent, le tableau de signes pour x> + x> — 12 est

2

x—=2|— 0 +
43346+ + +
BAx-12—- 0 +

Par conséquent, le solutions de (9) sont les x > 2. Comme tous ces x sont dans |0, 4o, il n’y en

a aucun a rejeter.

. N . 1 < 1 5, .
En conclusion, I’ensemble A des solutions de S Tn s’€écrit

A=]—1,0[U[2,+od[.

Question 7.  Soit le systeme

(A=3)x+y=0
x+(A=3)y=0

out A est un parameétre réel.

(a) Montrez que, quelle que soit la valeur de A, le systeme n’est jamais impossible.

(b) Résolvez le systeme en fonction de A € R. Interprétez géométriquement les résultats obtenus.

(a) Montrons que, quel que soit A € R, (x,y) = (0,0) est solution du systeme. Pour cela, rempla-
cons dans chaque équation x et y par 0. Pour la premiére équation, on a bien (A —3)-0+0 =
0+ 0 =0 et, pour le seconde équation, on a bien 0+ (A —3)-0=0+0=0.

5/8



Mathématique Elémentaire
Test n° 4 (8 octobre 2007)

(b) Calculons le déterminant du systeme :

det(’Ll‘3 /11_3) — (A3 1=22—61+8=(A—4)(A—2)

Il s’annuleen A =4 eten A = 2.
m Si A #4etd+#2, alors le systeme posseéde une unique solution donnée par

0 1 A-3 0
det(o /1_3) _det( 1 O) iy

X = =0 et =

A —4)(A—2) YT a—a(r—2)

(ceci était évident sans calcul car on savait que (0,0) était solution du systéme). Donc
I’ensemble des solutions est {(0,0)}. Géométriquement, on a deux droites qui se coupent

en (0,0).
m Si A =4, le systéme s’écrit
x+y=0
x+y=0
Le systeme se réduit a I’équation x +y = 0 c’est-a-dire y = —x. Donc I’ensemble S des

solutions du systeme vaut S = {(A,—A1) : L € R}. Géométriquement, on a deux droites
confondues dont une équation est x +y = 0.

—x+y=0
x—y=0
Le systeme se réduit a I’équation x —y = 0 c’est-a-dire y = x. Donc I’ensemble S des

solutions du systeme vaut S = {(A,4) : A € R}. Géométriquement, on a deux droites
confondues dont une équation est x —y = 0.

m Si A =4, le systéme s’écrit

Question 8. Soit A € R?*? la matrice définie par
A — [©os 6 —sin6
~ \sin® cosO /-
Montrez par récurrence que, pour tout n > 1,

A — cosn@ —sinn6
~ \sinn® cosn@ J°

Rappelons les formules trigonométriques qui nous seront utiles :

cos(a+b) = cos(a) - cos(b) —sin(a) - sin(b)
sin(a+b) = sin(a) - cos(b) + cos(a) - sin(b)
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m Cas de base : montrons la propriété pour n = 1. Dans ce cas,

n_ . _ [cos@ —sin6
A _A_<sin9 cose)

m Supposons que la propriété est vraie pour n = i, ¢’est-a-dire

Al (cosz@ —smz@) (10)

sini@ cosif
et montrons que la propriété est vérifiée pour n =i+ 1, c’est-a-dire

ir1_ [cos(i+1)0 —sin(i+1)
A+1_(sin(i+1)9 cos(i+ 1)6)

Or,

ATl =Al A (par les regles des exposants)
cosi@ —sinif cosO —sin6 . .
= (sini 0 cosid ) . (sin 0 cosO ) (par hypothese de récurrence (10))

_ (cosiB-cos® —sinif -sin® cosiO - (—sinif) —sinib - cos O
~ \siniB -cos O +cosif -sin® sini6 - (—sinO)+cosiO -cos O

sin(i0+6) cos(i6+0)

(aeve e

= (cos(z@ +6) —sin(i6 + 6)> (voir les formules rappelées)

On a donc prouvé (10) pour tout n > 1.

Question 9.  Donnez la forme trigonométrique des complexes suivants (expliquez votre démar-
che) :
V3 i &

m 7] ::T+§:Clsg

En effet, ce complexe est de module 1 et d’ordonnée 1/2; il s’agit d’un complexe dans le
premier quadrant, sur le cercle unité et dont le sinus de I’argument est 1/2.

= \/§ l_ ClSTc ClS7TC
"2 6 "6

C’est ’opposé du précédent.

(\@ i)l 51
=|\—-——=—= 013?

En effet, I’inverse d’un complexe de module 1 est son conjugué et 7; = cis 56” =cis (271: — %”)
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AN 3
w74 l= (\/7_ + %) =7 = (cis g)3 = cis Fﬂ = cisg (par la formule de De Moivre).

Pour chacun des complexes précédents z;, 1 < i < 4, représentez graphiquement z; et —i - z; dans
le repere ci-dessous. Expliquez votre démarche.

2i +
. |4
: i s Multiplier par —i un complexe z revient
—izye o —iz3 Juitpher p . 3np, L revien
a le multiplier par cis =, ¢’est-a-dire a
3. < lui appliquer une rotation dans le sens
horlogique d’angle 7 /2.
1 1 e |
I 1 * 1
-2 —1 1 =—izy 2
L J
22
: —iz)
_l —t
2 -
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