Mathématiques Elémentaires
Test n°6 (18 octobre 2010)

Question 1. Donnez la table de vérité de PN\ Q < —(PV Q).

P|Q|PANQ|PVQ|—~(PVQ)| P NQ<~(PVQ)
1)1 1 1 0 0
10 0 1 0 1
01 0 1 0 1
00 0 0 1 0

Question 2.  Calculez la dérivée de la fonction f: R — R : x — eV P 4 arctg(g/x) ot p et ¢
sont des parametres réels.

(V7 parctglq/x)) = a(eV7) + o aretg(a /)
:e\/x2+P,8x x2+p_|_ 1 > 8x<€>
1 X

q-
X2

:evx2+P. X + 1 2.<__q>
X2+p 1+%

Y/ v S (=)

/x2+p x2+q2' X
:e\/xz—O—p_ X _ q .
X+p ¥+q?

Question 3.  On considere la fonction u: R — R : t — cos(lt) +sin(¢t), ou ¢ € R. Montrez que
u est solution de 1’équation :

Vi € R, ou(t) = —u(r).

Soit t € R, montrons que d2u(t) = —¢u(t). On a du(t) = —{sin(It) + £ cos(It). Donc

ofu(t) = 0, (du(t)) = o, (—Esin(fe) + Lcos(4t))
= —0?cos(lt) — Psin(lr)
=02 (cos(¢r) +sin(¢r))
= —0u(r).

Donc u est solution de 1’équation donnée.
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Question 4. Donnez, en bon francais, la contraposée et la négation de « Si je réussis les tests
alors je réussirai I’examen ».

La phrase donnée est de la forme A = B avec A : « je réussis les tests » et B : « je réussirai
I’examen ». La contraposée est =B = —A, c’est-a-dire « si je ne réussis pas I’examen alors je n’ai
pas réussi les tests ». La négation est A A —B, c’est-a-dire « j’ai réussi les tests et je ne réussis pas
I’examen ».

Question 5.

(a) Soit la fonction f: R — R : x> Inx. Donnez une équation cartésienne de la tangente au
graphe de f en x = 1.

(b) Soit la fonction f: R —R? 1t — (e_zt,cos(t + 7t)) Donnez une équation cartésienne de la
tangente a l'image de f au point f(0).

(@) Ona vu au cours qu’une équation cartésienne de la tangente au graphe de f enx = xp esty =
f(x0)+df(x0) (x—xp). Ici xg = 1, donc f(xp) = f(1) =In1 =0etdf(1) = dy(Inx)|,=; =
1

+l,—; = 1. En conclusion, la tangente a pour équation y = x — I.

(b) On a vu au cours qu’une équation paramétrique de la tangente a I’'image de f au point f(xg)
est
(x,y) = f(x0) + A9 f(x0), oul€R.
Ici xp = 0, donc f(0) = (e%cosm) = (1,—1) et df(0) = (—2e 2, —sin(t + 7))|;=0 =
(—2,0). Une équation paramétrique est donc (x,y) = (1,—1)+A(—2,0), o A € R; c’est-
a-dire x =1 —2A, ot A € R, et y = —1. Une équation cartésienne de la tangente est donc
y=-—1.
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Question 6. Résoudre, dans C, I’équation X3 = 8i. Donnez les solutions sous les formes a + bi
et trigonométrique. Représentez ces solutions dans le plan complexe.

l SRl I eSOy C
7—‘—7****;\11:: 21-—-—-‘\:\:5i7\7‘»\7\ ————— T‘,,
: ,//,f‘//:,//’*‘\\\\\\ﬁ\ \\\ |
On a 8i = 8cis 7. Une solution particuliere de j\/E—H,’L\ i "\’:\i?;%‘ }}[\3;17}
I’équation est un nombre complexe z = p cos L N N SN \\\\\: \\
on p’=8et30 = Z. Par conséquent, 2cis £ est L / A KaNPU RS
une solution particuliere de 1’équation. En effet, S S SR S S T S
(2cis %) =23 (cisZ)” = 8.(:1s%7r = 8cis %. \—% L —‘1/\ SR N 1‘ P % /
On obtient toutes les solutions de I’équation en R B A N
multipliant cette solution par les solutions de SN —-ﬁ:/—\::-/f—/—’,f— P
I’équation X3 = 1, qui sont 1, cis 2% etcls437r Les AN NN R A
solutions de X3 = 8i sont donc les nombres com- } N TURRN R Ep T
plexes : IR RRREE < —2iré’ff;;{———————i——
T T V3 o1
2= 2eis ¢ 1 =2cis T =2 (V24 0i) = V3+i
0 6 6 2 "2
T . 2% T 2m 5m -3
Z :2cis—-cis—:2cis<—+—>:2c1s—: (—+—t> —V3+i
: 6 3 6 3 6 )
T 4m T 4rn or 3n
73 =2cis—-cis — :2cis(——|——) =2-cis— =2-cis— =—2i
. 6 3 6 3 2
Question 7.  Calculez les sommes suivantes :
t —1 t
Y n=) n+)Y m=5n+(+)n=(t+6)n
k=—5 k=—5 k=0
! n-l— n(n+1)
Z(]+n Z]+Zn—2]—2]+2n—2n— -3+ (n+1)n—3n
Jj=3 = Jj=0
n(n+1 2+n—6+2n —4n 3n —3n—6
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Question 8.  Calculez les intégrales définies suivantes :

(a) /Olezxdx
3

2
(c) / V4 —x2dx (aide : poser x = 2sin0)
0

1 e 2 g0 1 1

R S S v R

(b) /3h1_xdx:(lnx)2’3_ln23 In%2
2

2 2 2

(c) Posons x =2sin6, on a donc dx = 2cos 6 d6. Lorsque x varie de 0 a 2, 6 varie de 0 a 7 /2.

On a donc

2 /2
/ 4—x2dx:/ \J4(1 = sin?8) - 2cos 6 d6
0 0

/2
:/ 2V cos26-2cos6dO (car cos>0 +sin6 = 1)
0

/2
= / 4cos’0do (on aVv'cos? 6 = cos 6 car cos 6 > 0 puisque 6 varie de 0 2
0

_4/”/2 cos(20)+1
=4 5

- 2/07r/2 (cos(26)+1)d6

in( 3
(57, +o,)

A
2

I
S}

0

d® (car cos(20) =2cos’6 — 1)
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Question 9.  Soit la fonction f: R — R : x — x> +ax> +bx+c ot a,b,c sont des paramétres
réels. Pour quelle(s) valeur(s) de a,b,c le graphe de f passe-t-il par les points (1,4), (2,15) et
(3,40) ? Expliquez votre raisonnement et détaillez vos calculs.

Demander que le graphe de f passe par ces trois points revient a dire que f(1) =4, f(2) =15 et
f(3) =40. On doit donc résoudre le systeme

l+a+b+c=4
8+4a+2b+c=15
2749a+3b+c =40

c’est-a-dire

a+b+c=3
da+2b+c =7
9a+3b+c=13
La matrice augmentée du systeme est :
1 1 1 3
4 2 1 7
9 3 1 13
Echelonnons cette matrice :
1 1 1 3
0 -2 -3 -5 (Lz(—L2—4L1,L3<—L3—9L1>
0 -6 -8 —14
1 1 1 3
Ly
0 -6 -8 —14
1 1 1 3
01 3| 3] (L3« L3+6Ly)
0 01 1

La troisieme ligne dit que ¢ = 1.
La deuxieéme ligne dit que b+ %c = % Donc b = % — % =1
La troisieme ligne ditque a+b+c=3.Donca=3—-b—c=1.

Le graphe de f passe donc par les trois points donnés sia=1,b=1etc=1.
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Question 10.  Montrez, par récurrence, que pout tout n € N, on a
a 1\" _(a" n.a"!
0 a/ \O0O a"

Cas de base : n = 0.

Le premier membre est
a N\’ (10
0 a/ \0 1
a@ 0\ (10
0 a) \0 1)
Hypothese de récurrence : on suppose que la propriété est vérifiée pour tout n < k, avec k > 0. En

particulier, pour n =k, on a
a 1 k _ a ka1
0 a/ \O ar ’

Montrons que la propriété est vraie pour n = k+ 1, c’est-a-dire que

a 1 k+1_ dtl (k+1).d"
0 a L0 att )

et le deuxieme membre est

Les deux membres sont donc égaux.

Ona:
<a 1>k+1 - (a 1)k <a 1> (regle sur les exposants)
0 a “\0o a) \o «
ko k1
- (C(l) kaak ) : (g Cll> (hypothese de récurrence)
k k k—1
- (aoa++00 ‘ (;r _fillka a) (déf. du produit matriciel)

0 ak+ 1

_ (ak+1 (k+ mk)

On a donc prouvé la propriété pour tout n € N.
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