Mathématique Elémentaire
Testn°5 (12 octobre 2015)

Question 1. Calculez 1+2+3+---+100.

100 ! +

100(100+1 _ 1

Cette somme est E i = —( 5 ) par la formule vue au cours qui dit que E i = n(n2 )
= i=0

Donc la valeur finale est M = 5050.

Question 2.
» Rappelez la définition de la racine carrée d’un nombre :

y=+/x siet seulement si y2 =xety=0.

w A partir de cette définition, montrez que \/ab = Vva Vb quels que soient a,b > 0.
Posons y := +/a v/b. 11 faut montrer que y = v ab, c’est-a-dire, vu la définition,

(\/5\/5)2=ab et \/5\/520.

Pour la premiere propriété, on a (\/E\/l_))z = (\/5)2 (\/Z_J)Z = ab puisque la définition de la
racine carrée dit en particulier que (\/)_c)2 = x. Pour la seconde propriété \/E\/E > 0, elle est

vérifiée parce que, par définition de la racine carrée, \/a > 0 et Vb > 0 et le produit de deux
nombres positifs est positif.

Question 3.

(a) Donnez un systeme d’équations cartésiennes de la droite D passant par (—2,0, 1) et perpen-
diculaire au plan f =z =y.

(b) Donnez une équation cartésienne du plan o passant par le point (0,—4,1) et perpendiculaire
a la droite d’intersection des plans d’équations x+y+2z = —1 et 3x+2y+3z=>5.
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(@) Ona fB = —y+z=0.Un vecteur normal de f est (0,—1,1). Comme la droite D est perpen-
diculaire a ce plan, (0,—1, 1) est un vecteur directeur de D. En utilisant aussi (—2,0,1) € D,
on trouve qu’une équation paramétrique de D est

()C,y,Z):(—2,0,1)—}—&(0,—1,1), ou i €R.

Par 1’égalité entre deux vecteurs de R?, on a :

x=-=2,

y=-4, ey

z=14+A. (2)
De (1), on a A = —y et en remplagant dans (2), on a z = 1 —y. Un systeme d’équations

cartésiennes de D est donc

x=-2,
z=1—y

(b) On cherche une équation de la forme ax+ by + cz = d ou (a,b,c) est un vecteur normal du
plan a. Comme le plan « est perpendiculaire a la droite D, (a, b, c) est un vecteur directeur de
D. D’autre part, (1,1,2) (resp. (3,2,3)) est un vecteur normal du plan d’équation x+y+2z =
—1 (resp. 3x+ 2y + 3z = 5). La droite D étant contenue dans chaque plan, (a,b,c) est donc
simultanément orthognal a (1,1,2) et (3,2,3). On a donc :

a+b+2c=0, 3)

3a+2b+3c=0. 4)
De (3),ona:a= —b—2c. Enremplacant dans (4),ona: —3b—6¢+2b+3c =0, c’est-a-dire
b= —3cetdonca=c.Enprenantc=1,ona:a=1,etb=—-3.Donc ¢ =x—3y+z=d.
Comme (0,—4,1) € a, on trouve d en remplacant x par 0, y par —4 et z par 1. Donc d =
1241 =13. En conclusion & = x—3y+z = 13.

Question 4.
(a) Calculez (\/§(2+i))6.
(b) Résolvez dans C I’équation X® = —936 + 352i.

(@) (V202+i)° = (vV2)°(2+i)° = 222 +i)*((2+i)?)°
— 8(3+4i)(3+4i)> = 8(3+4i)(—7 +24i)
— 8(—21 — 96+ 72i — 28i) = 8(—117 + 44i)
— 936+ 352i

(b) Par (a), on connait une solution particuliere de 1’équation. C’est v/2(2 +i). Le résultat vu
au cours dit alors que les solutions de X® = —936 + 352 sont de la forme v/2(2 4 i)u avec
u solution de X® = 1, c’est-a-dire v/2(2+i)cis(k3Z) avec k € {0,1,2,3,4,5}, ou encore
V2(2+i)cis(k%) avec k € {0,1,2,3,4,5}.

2/6



Mathématique Elémentaire
Test n°5 (12 octobre 2015)

Question 5. Mettez sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

u (cis %) . (\/icis g) = \/Ecis(%-l—%) = ﬂcis(%) = ﬁcis(%n)

a V3 (i+V3) :2\/§<%i+?> :2\@(?%1') :2\/§cisg

Question 6.  Esquissez le graphe de la fonction

1+ |x|

"RoR:x—
f o x+2

Expliquez quels sont les éléments qui ont conduit a votre graphe. Ensuite, résolvez algébriquement
Iinéquation f(x) < x (I’ensemble des solutions doit étre écrit sous la forme d’une union minimale
d’intervalles). Vérifiez la forme de cette solution a I’aide de votre graphe (expliquez comment vous
faites cette vérification).

Les éléments qui aident a esquisser le fonction

f sont les suivants.

m Lorsque x > Oest grand, | +|x| ~xetx+2~
x, d’ot f(x) =1 =1

= Lorsque x < O et |x| est tres grand, on a 1+

x| ~ —xetx+2~x dou f(x) = =* = —1.

m La fonction f n’est pas définie pour x = —2.

m Lorsque x =~ —2etx>—2, 1+ |x| = 3etle
dénominateur x + 2 ~ 0 tout en étant positif.
Par conséquent, f(x) > 0 est trés grand.

m Lorsque x =~ —2etx < —2, 1 +|x|~3etle
dénominateur x + 2 ~ 0 tout en étant négatif.
Par conséquent, f(x) < 0 et |f(x)| est tres
grand.

» Le «coin » de |x| se manifeste en O et f(0) =
1/2.

Les solutions de I’inéquation f(x) < x sont les x tels que le graphe de f se trouve en dessous de
la droite y = x. La forme de 1’ensemble des solutions (dessiné en vert) est donc [a, —2[U [b, +oo|
pour certains a,b avec a < —2 < 0 < b.

Résolvons maintenant algébriquement I’inéquation

1+ |x|
x+2

<x %)

Distinguons deux cas.
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(@) Six+2 >0, c’est-a-dire si x > —2, (5) est équivalent a 1 + |x| < x(x+2), ou encore a
x| < x?+2x— 1. En utilisant le fait que |x| < a < (—a < x et x < a), cette derniére inégalité
est équivalente a
—(F?4+2x—1)<x et x<x42x—1,

ou encore

CA3x—120 et FPHx—1>0. (6)
En appliquant la regle disant que le signe d’un polyndme du second degré est celui du co-
efficient de x? a I’extérieur de ses racines et I’opposé a I’intérieur des racines, on trouve le
tableau suivant :

X ‘ —3—/13 ) —1-/5 -3+V13 —14+V/5
2 2 2 2
X 43x—1 |+ 0 e — — — 0 + + 4+
2+x-1{¢4 + + + + 0 - - - 0 +

La propriété (6) demande de choisir les x pour lesquels les polynomes sont tous deux positifs.
Au vu de ce tableau et en tenant compte qu’on travaille avec les x > —2, on a que (6) est
équivalent a

—14++V5

1

(b) Six+2 <0, (5)est équivalent a |x| > x%+2x—1, ou encore

P 43x—1<0 ou x*+x—1<0. 7

Pour satisfaire (7), il suffit donc qu’un des deux polyndmes soit négatif. Au vu du tableau
ci-dessus et en tenant compte qu’on travaille cette fois avec les x < —2, on a que (6) est
équivalent a
-3-V13
e [22Y8

En conclusion, f(x) < x est satisfait si et seulement si

e [P0 o[ e

'On utilise ici I’équivalence |x| > a < (x < —a oua < x).
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Question 7. Soit f : R — R la fonction dont le graphe est tracé ci-dessous. Sur ce méme gra-
phique, esquissez le graphe de la fonction g : R — R :x — g(x) = 1/(f(x) +1).

Question 8.

(a) Prouvez par récurrence que, pour tout naturel n, 7' = 7".

(b) Prouvez que si a est solution de I’équation X" = z, alors a est solution de X" =Z.

(a) Le cas initial est n = 0, ¢’est-a-dire qu’on doit montrer =20 Le premier membre est 1 et
le second 1, donc on a I’égalité (le conjugué d’un nombre réel étant ce nombre lui-méme).

Pas de récurrence : supposons que la propriété soit vérifiée pour tous les naturels n tels que
0 < n < k. Sous cette hypothese de récurrence, prouvons la propriété pour n = k4 1. On a

KT — k.

N

=z7k.7 (en utilisant 71 22 =21 - 22)

=7z (par hypothese de récurrence)

—k+1
:Z+

(b) Par définition de solution, on a a" = z. Donc, par conjugaison de chaque membre, on a @’ =%
et par (a), on a @* = Z, ce qui, par définition de solution d’une équation, nous dit que @ est
solution de X" =7z.
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4
Question 9.  Prouvez par récurrence que Y (2i+1) = ({+ 1)%

i=0
Le cas initial est £ = 0. On a a vérifier que
0
Y (2i+1)=(0+1)
i=0

Le premier membre vaut 2-04 1 = 1 et le second membre vaut (04 1) = 1. Ceci prouve 1’égalité.

Pas de récurrence : Supposons que I’égalité soit vérifiée pour tous les naturels £ tels que 0 < £ < k.
Sous cette hypothese de récurrence, prouvons 1’égalité pour / =k+ 1. On a

k+1 k
Y Qi+1)=) (2i+1)+2(k+1)+1.
i=0 i=0

En utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient (k+1)*+2(k+1)+ 1= ((k+ 1)+ 1)2.
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