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NOTATIONS

Cloture algébrique des corps premiers. La cloture algébrique de @ contenue dans C est
notée Q. La lettre p désigne toujours un nombre premier. Pour tout p on fixe une cloture
algébrique F), de F, = Z/pZ.

Morphismes. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K et L un corps tel que
K C L C K. L’ensemble des K-plongements de L dans K, i.e. des morphismes de corps
de L dans K fixant K, est noté Homg (L, K). Le groupe des automorphismes de corps de
L fixant K est noté Autyx(L). Si G est un sous-groupe de Autg (L) le sous-corps de L fixe
par G est noté L¢ = {x € L | Vo € G,o(z) = x}. Si I'extension L/K est galoisienne son
groupe de Galois est noté Gal(L/K) = Autg(L).

Groupes. Si A est un groupe abélien A, est le sous-groupe de A formé des éléments de
torsion. Si G est un groupe agissant sur un ensemble E et x € E, l'orbite de z sous G est
Orbg(z) = {gx, g € G} C E et Stabg(z) = {g € G | gr = 2} C G est le stabilisateur de =
sous G. Le groupe des permutations d’un ensemble a n éléments est noté S,.
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1. EXTENSIONS ALGEBRIQUES

Exercice 1.1. Calculer le degré sur Q des corps suivants.

1. Q(v2,v3), Q(v2,v3+v2), Q(v2,v6), Q(v3,V6 +v2).
(V2,v/3,V5), Q(V2 +v3,v2 +v/5,v/3 +V5), Q(v/6,/15,/10).
(€273, 1), Q(iv/3,1), Q(V3,9).

(V2,V2), Q(V2,V2), Q(v2, V2).
Exercice 1.2. Pour a = HT‘[, i+ V3, €275 ot K = Q, Q(),

1. Calculer [K(«) : K| et donner une base de K(«) sur K.
2. Déterminer les coordonnées de a~! et de ‘”1 dans cette base.

2. Q
3.Q
4. Q

Exercice 1.3. Soit L/K une extension finie de corps telle que [L : K| est premier.

1. Déterminer toutes les extensions intermédiaires entre K et L.
2. Montrer qu'il existe a € L tel que L = K(«).

Exercice 1.4. Soient K un corps et K une cloture algébrique de K. Soient P(X) € K[X]
irréductible de degré n et L/K une extension de degré m dans K tels que n et m sont
premiers entre eux. Soit o € K tel que P(a) = 0.

1. Montrer que [L(a) : L] < n.

2. Montrer que nm divise [L(«) : K].

3. Montrer que n divise [L(«a) : L.

4. Montrer que P(X) est irréductible dans L[X].

Exercice 1.5. Soit K = Q(+/2,v3) C Q.
1. Montrer que [K : Q] = 4 et donner une base de K sur Q.
2. Montrer que Q(v2 + v/3) =
3. Déterminer le polynoéme minimal de V2 + /3 sur Q
Exercice 1.6. Soit ¢ € Q une racine de X+ X3 + 1. Déterminer Homg (@(C),@).

Exercice 1.7. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, et o € K. Soient
P.(X) et P,2(X) les polynémes minimaux sur K de « et a? respectivement. Montrer que
[K(a) : K(a?)] = 2 si et seulement si P, (X) = P2 (X?).
Exercice 1.8. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, et o € K de polyndme
minimal P, (X) sur K. Soit Q(X) € K[X] non nul. On définit I'application
¢q : K[X] — K[X]
P(X) — (PoQ)(X) = P(Q(X)).

1. Montrer que ¢¢ est un morphisme d’anneaux K-linéaire et déterminer Ker ¢g,.

2. Soit g : K[X] = K[X]/(P.(X)) le morphisme obtenu en composant ¢¢g avec le
morphisme de réduction modulo (P, (X)). Montrer que Kert¢g = (Pg()(X)) ou
Pg(a)(X) est le polynome minimal de Q(a) sur K.

Exercice 1.9. Soient K un corps et K une cloture algébrique de K. Soient o, 3 € K de
polynémes minimaux respectifs P, (X ), Pg(X) sur K. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) K(B) contient un sous-corps K-isomorphe a K ().
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(i) 1 existe o € Homg (K (a), K) tel que K(o(a)) € K(B).
(iii) 11 existe Q(X) € K[X] tel que Pg(X) divise (P, 0 Q)(X) dans K[X].

Exercice 1.10. Déterminer toutes les extensions de Q contenues dans Q(+v/2).

Exercice 1.11. Soit K I'ensemble des x € R tels qu’il existe une suite de corps Q = Ky C
KiC...CK,CRtelsquez € K, et [K;: K;—1] <3 pour tout 1 <i <n.

Montrer que K est un sous-corps de R N Q.

Soit @ € K. Montrer que [Q(«) : Q] = 2"3™ avec n,m € N.

Soit a € K tel que a > 0. Montrer que X2 — o est réductible dans K[X].

Soit P(X) € K[X] tel que deg P = 3. Montrer que P(X) a une racine dans K.
Soit a € K tel que [Q(«) : Q] divise 35. Montrer que a € Q.

U o=

2. EXTENSIONS TRANSCENDANTES

Exercice 2.1. Soient K/K une extension de corps, z € K transcendant sur K, et f(X) €
K(X) tel que f(X) ¢ K. Soit y € K.

1. On suppose que y = f(z). Montrer que y est transcendant sur K.

2. On suppose que z = f(y). Montrer que y est transcendant sur K.

Exercice 2.2. Soient K/K une extension de corps, € K transcendant sur K, et o € K
algébrique sur K tel que o ¢ K. Montrer que le corps K (a,z) n’est contenu dans aucune
extension simple de K dans K.

Exercice 2.3. Soient K/K une extension de corps et z € K transcendant sur K. Soit L
une extension de K telle que L C K (x) et L # K. Montrer que x est algébrique sur L.

Exercice 2.4. Soient K/K une extension de corps et z € K transcendant sur K. Montrer
que Autg (K(z)) # Homg (K (z), K(z)).
Exercice 2.5. Soient L/K une extension de corps et R un anneau tel que K C R C L.
1. On suppose que L/K est algébrique. Montrer que R est un corps.
2. On suppose que L/K n’est pas algébrique. Donner des exemples d’anneaux R qui
ne sont pas des corps.
Exercice 2.6. Soient K/K une extension de corps et = € K transcendant sur K.
1. Soit P(X) € K[X] non constant. Montrer que [K(z) : K(P(x))] = deg P.

2. Soit f(x) = % € K(x). Montrer que [K(z) : K(f(z))] = 6.

Exercice 2.7. Soient K/K une extension de corps et z € K transcendant sur K.
1. Soit f(X) € K(X) avec f(X) ¢ K. Soient P(X),Q(X) € K[X] premiers entre eux
tels que f(X) = P(X)/Q(X). Montrer que [K(x) : K(f(x))] = Max(deg P, deg Q).
2. Montrer que
AutK(K(:c)) { +—>f<a >, a,b,c,d € K tels que adfbc#()}.
cx
) d

3. Soient o, pa, 7, € Autg (K (x)) donnés par o(z) = 271, pu(x) = ax, 7p(z) = 2 + b
pour tous a,b € K avec a # 0. Montrer que ces éléments engendrent Auty (K (x)).
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3. DISJONCTION LINEAIRE

Définition 1. Soient E un corps et L, M C E deux sous-corps. On note LM le plus petit
sous-corps de E contenant L et M.

Noter que LM est l'intersection de tous les sous-corps de E contenant L et M, ou bien
encore le sous-corps de E engendré par LUM. Dualement LNM est le plus grand sous-corps
de E contenu dans L et dans M. On a donc le diagramme d’extensions suivant

LN M.

Exercice 3.1. Soient F un corps et L, M C E deux sous-corps.

1. Montrer que LM = {} 4 .. Bm, ai € L, By € M} = le plus petit sous-anneau de
E contenant L U M. (Comparer avec I’exercice 2.5.)

2. Montrer que [LM : LN M| <[L:LNM][M:LnNM)].

3. On suppose que [L : LNM] et [M : LN M] sont finis et premiers entre eux. Montrer
que [LM :LNM]=[L:LNM|[M:LnNM].

4. Soit £ 'ensemble des entiers a € Z pour lesquels il existe un p premier tel que p
divise a et p? ne divise pas a. Soient a,b € £ et n,m > 1 deux entiers premiers

entre eux. Calculer [Q({/a, ¥/b) : Q].
Exercice 3.2. Soient L/K et M/K des extensions de corps. Montrer que les assertions
suivantes sont equivalentes.
(i) Tout ensemble fini d’éléments de L linéairement indépendant sur K 1’est sur M.
(ii) Tout ensemble fini d’éléments de M linéairement indépendant sur K 1’est sur L.

Définition 2. Soient L/K et M/K des extensions de corps. Les extensions L et M sont
linéairement disjointes sur K sil’une des conditions équivalentes de I’exercice 3.2 est vérifiée.
Exercice 3.3. Soient L et M deux extensions linéairement disjointes sur K.
1. Montrer que LN M = K.
2. Montrer que [LM : M| =[L: K] et [LM : L] = [M : K].
Exercice 3.4. Soient (3 = e*™/3 et ¢4 = i dans Q..
1. Montrer que Q(v/2) et Q(¢4v/2) ne sont pas linéairement disjoints sur Q.
2. (a) Montrer que Q(¥2) N Q(¢:¥2) = Q.
(b) Montrer que Q(3/2) et Q(¢3/2) ne sont pas linéairement disjoints sur Q (con-
sidérer par exemple le produit scalaire de (1, v/2, v/4) par ((3V/4,(3v/2,1)).
Exercice 3.5. Soient L/K et M/K des extensions finies de corps.
1. On suppose que [LM : K] =[L: K|[M : K].
(a) Soient (z;)1<i<n une base de L sur K et (yj)1<j<m une base de M sur K.
Montrer que (z;y;)1<i<n,1<j<m €st une base de LM sur K.
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(b) Montrer que L et M sont linéairement disjoints sur K.
2. On suppose que [L : K| et [M : K] sont premiers entre eux. Montrer que L et M
sont linéairement disjoints sur K.

Définition 3. Soient K/K une extension de corps, n > 1 un entier, et xy,...,z, € K. Les
éléments x1, ..., x, sont algébriquement indépendants sur K si
K[Xi,...,X,] — K
Ker =0.
P(X1,...,Xp) — P(x1,...,20)

Si x1,...,x, sont algébriquement indépendants sur K alors ils sont transcendants sur K.

Exercice 3.6. Soient K/K une extension de corps et z,y € K.

1. Montrer que si z est transcendant sur K et L est une extension algébrique de K
alors K (x) et L sont linéairement disjoints sur K.

2. Montrer que si x et y sont algébriquement indépendants sur K alors K(z) et K(y)
sont linéairement disjoints sur K.

4. NORME ET TRACE (CAS SEPARABLE)

Exercice 4.1. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, et L une extension de
K contenue dans K. On pose

Ly d:f{a:EL\VUGHomK(L,?), ox =zx}.

1. Montrer que L est un sous-corps de L contenant K.

2. On suppose que L/K est séparable. Montrer que Lx = K.

3. Soient K un corps de caractéristique p et x € K transcendant sur [F,. Soient K =
E,(aP) et L = F,(z). Montrer que Lx = L (cf. exercice 5.3).

Exercice 4.2 (Indépendance linéaire des caracteres). Soient I' un groupe, K un corps,
n > 1 un entier, et x1, ..., xn des morphismes distincts de I' dans K *.

1. Montrer que I’ensemble des applications de I' dans K est un K-espace vectoriel.
2. On suppose qu’il existe aq,...,a, € K non tous nuls tels que a1 x1 + ...+ anxn =0
et que n est le plus petit entier pour lequel il existe une telle relation de dépendance.
(a) Montrer que n > 2 et que a; # 0 pour tout 1 <i <n.
(b) Montrer qu’il existe h € I tel que x1(h) # x2(h).
(¢) Montrer que ajx1(h)x1 + ...+ apxn(h)xn =0.
(d) Montrer que az(x2(h)x1(h)™" = 1)x2 + ... + an(xn(h)x1(R) " = 1)xy = 0.

3. Montrer que x1i, ..., xXn sont linéairement indépendants sur K.
Exercice 4.3. Soient K un corps et x1,...,r, € K* distincts. Soient ay,...,a, € K
tels que a1z + ... + a,x)’ = 0 pour tout m € Z. Montrer que a; = ... = a, = 0. (cf.

exercice 4.2).

Définition 4. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, et L une extension finie
de K contenue dans K. Pour tout € L on définit les éléments de K

Trr k() = Z o(r) et Npk () = H o(z).

o€Homp (L,K) o€Homp (L,K)
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Exercice 4.4. Soient K un corps,ﬁ une cloture algébrique de K, et L une extension finie
et séparable de K contenue dans K. Montrer que I'application Trz g : L — K n’est pas
nulle. (cf. exercice 4.2).

Exercice 4.5. Soient K un corps,if une cloture algébrique de K, et L une extension finie
et séparable de K contenue dans K.

1. Soit # € L. Montrer que Try i (v) € K et Ny i(r) € K (considérer le corps de
décomposition £ du polynéme minimal de x sur K et montrer que Try i (7) € Ex
et Np/k(v) € Ek, cf. exercice 4.1).

2. Montrer que I'application Ny i : L* — K* est un morphisme de groupes et que
I'application Trz, /i : L — K est K-linéaire.

3. Soient x € L et X" + ap, 1 X" 1+ ...+ a1X +ap € K[X] son polynéme minimal
sur K. Montrer que Trg(5)/x () = —an—1 et Ng(z)/x(z) = (—=1)"ao.

4. Soit M une extension finie et séparable de L contenue dans K. Montrer que
TI"M/K = TI"L/K OT‘I‘M/L et NM/K = NL/K (¢] NM/L

5. Soient x € L et u, : L — L l’application K-linéaire de multiplication par . Montrer
que Try /g (z) = Trp, et Npjg(x) = det .

Exercice 4.6. Soient K = Q(v/2) C Q et ¢ € Autg(K) donné par o(v/2) = —/2.

1. Montrer que I'extension K/Q est séparable de degré 2.
2. Montrer que Homg (K, Q) = Autg(K) = (o).
3. (a) Soient x,y € Q. Montrer que Ng/q(x + yV?2) = x? — 292
(b) Montrer que Ny /q(2+ v2) =2 et Ny o(7 +£5v2) = —1.
(c) Montrer que 6 € Ng/q(K™) si et seulement si 3 € N /g (K™).
(d) Montrer que —6 € Ng /(K ™) si et seulement si 3 € N/ (K™).
4. Montrer que 3 € Ng /(K ™) si et seulement si il existe a,b € Z premiers entre eux
tels que 2a® + 3b? est un carré dans Z.
5. Soient a, b, c € Z tels que 2a® + 3b% = 2.
(a) Montrer que —a? est un carré dans Z/3Z.
(b) Montrer que 3 divise a.
(c) On suppose que l'un des a, b, ¢ est non nul. Montrer que abc # 0.
(d) On suppose que abc # 0. Soit +d = pged(a, b). Montrer que cd~! € 3Z.
(e) Montrer que a =b=c¢=0.
6. Montrer qu’aucun des éléments suivants ne sont dans Ny o (K™*) : +3,46, +12.

Exercice 4.7. Soit L/K une extension séparable de degré n.

1. Montrer que I'application L x L — K, (a,f) + Trp/k(aB) est une forme K-
bilinéaire symétrique non dégénérée.

2. Soit (aq,...,ap) une base de L sur K. Montrer qu’il existe une unique base
(af,...,ap) de L sur K telle que pour tous 1 < 4,5 < n on a Try/g(vaj) =1
et TrL/K(ozia;‘-) =0sii#].

3. Soient K = Q, L = Q(v/2) et (a1, ) = (1,4/2). Calculer (o}, a3) (cf. exercice 4.5).



EXTENSIONS DE CORPS ET THEORIE DE GALOIS 7

5. CARACTERISTIQUE p

Exercice 5.1. Soit F' un corps de caractéristique p.

1. Montrer que le morphisme de groupes F'* — F*, o+ oP est injectif.
2. Montrer que le morphisme de corps o : F' — F, o — oP est injectif.
3. Donner un exemple de corps F avec ¢ non surjectif.

Exercice 5.2. Soit F' un corps de caractéristique p. Soit a € F. Montrer que X? — a est
irréductible dans F[X] si et seulement si a ¢ FP = {aP, x € F}.

Exercice 5.3. Soient K un corps de caractéristique p et z € K transcendant sur [F,. Soient
K =TF,(2P) et K une cléture algébrique de K ().

1. Montrer que K(z) = F,(z) et que x est algébrique sur K.

2. Montrer que X? — zP est le polynome minimal de x sur K.

3. Montrer que [K(z): K] =p et que K(x)/K n’est pas séparable.

4. Montrer que Homg (K (x), K) est réduit & 'inclusion de K (z) dans K.

Exercice 5.4. Soit K un corps de caractéristique p. Soient x,y € K algébriquement
indépendants sur [, (cf. définition 3) et K = F,(2?,yP), L = F,(x,y).

1. Montrer que [L : K] = p?.
Soit f € F,(X,Y). Montrer que f(z,y) € L est racine de X? — f(aP,yP) € K[X].
Soient f,g € F,(X,Y) tels que F,(f) = F,(g). Montrer que f(aP,yP) = g(aP, yP).
Soit LP = {zP, z € L}. Montrer que L\ LP est infini.
Montrer qu’il existe une infinité d’extensions entre K et L.
6. Montrer que 'extension L/K n’est pas simple.

Gr L

Exercice 5.5. Soient F' un corps de caractéristique p et K/F une extension finie de degré
premier & p. Montrer que K/F est séparable.

Exercice 5.6. Soient I' un corps de caractéristique p, F une cloture algébrique de F, et
a € F. Montrer que « est séparable si et seulement si K (o) = K(a?") pour tout n € N.

Exercice 5.7. Soit F' un corps de caractéristique p. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) Toute extension algébrique de F est séparable.
(ii) Le morphisme de corps F' — F', x — zP est surjectif.

6. CORPS FINIS

Exercice 6.1. Soit F' un corps fini de caractéristique p. Montrer que le morphisme de
corps F' — F, x — zP est bijectif.

Exercice 6.2. Soit F/F une extension de corps finis. Montrer qu’il existe a € E tel que
E = F(a).

Exercice 6.3. Soient F' un corps fini a ¢ éléments et A(F') 'anneau commutatif des appli-
cations de F' dans F'. Soit l'application ¢ : F[X] — A(F), P(X) +— fp: F — F, x — P(x).

1. Montrer que ¢ est un morphisme d’anneau.
2. Montrer que Ker ¢ = (X7 — X).
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Exercice 6.4. Soit F' un corps fini & ¢ éléments. Soient C' = {z2, € F'} I'ensemble des
carrés de F et N = {x € F | x ¢ C'} 'ensemble des non-carrés de F.

1. On suppose que ¢ est pair. Montrer que C' = F.
2. On suppose que ¢ est impair.
(a) Montrer que C* = {2%, z € F*} est un sous-groupe d’indice 2 de F*.
(b) Montrer que #N = qgl et #C = ’1'5—1.
(c) Soit § € F* tel que 6 ¢ C*. Montrer qu'il existe ¢ € C tel que § —c € C
(considérer lapplication C' — F,c+— § — ¢).
3. Montrer que tout élément de F' est la somme de deux carrés de F.

Exercice 6.5 (Un cas particulier du théoreme de la progression arithmétique de Dirichlet).
1. Soit F' un corps fini a g éléments avec ¢ impair.
(a) Soit x € F*. Montrer que x est un carré dans F' si et seulement si 2T =1
(b) Montrer que —1 est un carré dans F' si et seulement si ¢ = 1 mod 4Z.
2. Soient 7 > 2 un entier et p un nombre premier divisant (n!)? + 1.
(a) Montrer que p > n.
(b) Montrer que p = 1 mod 4Z.

3. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 1 + 4m, m € N.

Exercice 6.6 (Résidus quadratiques). Soit p # 2 et (IFpX)2 ={z? rc FX}. Pour z € E
on définit le symbole quadratique de x par

<:c> 1 size (BY)?

p/ det | -1 siz ¢ (BX)%

1. Montrer que (IF‘pX)2 est un sous-groupe d’indice 2 de pr.

2. Montrer que I'application p : F)* — FX, x (%) est un morphisme de groupe et
que Im p = {£1}, Kerp = (FPX)Q.

3. Soit x € FX. Montrer que (%) — 5.

4. Montrer que Z$EFPX (%) =0.

Exercice 6.7 (Cloture algébrique de F,). Soient m <n € N et ¢ # 1 une puissance de p.
1. Montrer que (F; ) =F,

tors p-

2. Montrer que Fmi C Fn.

3. Montrer qu’il existe n € N tel que F;, C F .

4. Montrer que F, = |J, .nF

neN tpn!-

Exercice 6.8. Soit a € . Montrer que [Fa(a) : Fy] = 2 si et seulement si o +a + 1 = 0.
Exercice 6.9. Soient a, 3 € I tels que a?+1 = 82— 3—1 = 0. Montrer que F3(a) = F3(5).

Exercice 6.10. Soit a € F,, une racine de X*+51X3 +11X?%+21X + 1 € F,[X]. Calculer
[Fy(a) : Fp] pour p = 2,3,5.

Exercice 6.11. Soit ¢ € F, une racine de X% + 1. Calculer [F,(¢) : F,] pour p = 2,3,5.

Exercice 6.12. Soit P(X) = X? — X +1 € F,[X].
1. Montrer que P(X) est séparable.
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2. Soit a € F,, tel que P(a) = 0. Soit a € F,. Montrer que P(a + a) = 0.
3. Montrer que P(X) est irréductible dans F,[X].
4. Montrer que P(X) divise X?" — X dans F,[X].

Exercice 6.13. Soient F' un corps fini a ¢ éléments et n > 1 un entier.

1. Soit P(X) € F[X] irréductible. Montrer que P(X) divise X¢" — X dans F[X] si et
seulement si deg P divise n.

2. Pour tout d > 1 entier soit Z; ’ensemble des polynomes unitaires irréductibles de
degré d a coefficients dans F. Montrer que

x"-x =] [[P«.

d|n PyeZy

Exercice 6.14. Soient F, et F,n les sous-corps de F, & ¢ et ¢" éléments respectivement.
Soient o € Autg, (Fyn) le Frobenius donné par 2 + x? et N : F5, — F la norme de Fyn & F,
(cf. définition 4 et exercice 4.5).

1. Montrer que Homg, (Fyn, Fp) = Autg, (Fyn) = (o)
Soit z € F,i. Montrer que N(z) = z(@"~D/(a=1)
Soit x un générateur de qun. Montrer que ord(x(qnfl)/(qfl)) =q—1.
Montrer que la norme de Fy» a I, est surjective.

Soit (Fr)?~! = {y?!, y € Fu}. Montrer que |(F})4"!| = ‘{;_—_11.
Montrer que Ker N = (F5)7" ",

S Lt

Exercice 6.15. Soient [, et F;» les sous-corps de Fp a q et ¢" éléments respectivement.
Soient o € Autg, (=) le Frobenius donné par x +— 29 et Tr : Fjn — [, la trace de Fn a [
(cf. définition 4 et exercice 4.5).

1. Montrer que Im Tr = [, et dimg, (Ker Tr) = n — 1.
2. Montrer que Im(o — Id) C Ker Tr.

3. Montrer que Ker(o — Id) = F,.

4. Montrer que Ker Tr = Im(o — Id).

Exercice 6.16. Soient F, et F;n les sous-corps de Fj, & q et ¢" éléments respectivement. Soit
f : Fgn — Fgn une application [F-linéaire. Montrer que f est diagonalisable si et seulement
si son polynome minimal divise X9 — X dans [, [X].

Exercice 6.17. Soient F, et F,n les sous-corps de F, & ¢ et ¢" éléments respectivement.
Soit o € Autg, (F;») 'automorphisme de Frobenius donné par o(z) = 29 pour tout x € Fyn.

1. Montrer que le polynéme minimal de I’application F,-linéaire o est X™ — 1 (cf.
exercice 4.2).

2. Montrer qu'il existe o € Fyn tel que (o, 0(a),...,0" ! (@)) est une base de Fyn sur
;. Donner la matrice de o dans cette base.

3. Montrer que I'application [F;-linéaire o est diagonalisable si et seulement si n divise
g — 1 (cf. exercice 6.16).
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7. RACINES DE L'UNITE

Exercice 7.1. Soit K un corps. Pour tout entier n > 1 on pose

U o=

i(K) = {z € K |a" =1},

Soit € pn(K) tel que z # 1. Montrer que 2"~ !+ ... + 2 +1=0.

Montrer que pu,(K) est un sous-groupe fini de K* d’ordre divisant n.

Montrer que uy,(K) est cyclique.

Soit m premier & n. Montrer que fipm (K) = pn(K) X pm (K).

On suppose K de caractéristique p. Montrer que ,upk(K ) = {1} pour tout k& > 0.

Définition 5. Soient K un corps et n > 1 un entier. Une racine n-iéme de 'unité dans K
est une racine de X" — 1 dans K, i.e. un élément du groupe pu,(K). Une racine primitive
n-ieme de I'unité dans K est un générateur du groupe cyclique p, (K).

Exercice 7.2. Soient K un corps et n > 1 un entier impair tels que K contient une racine
primitive n-ieme de 'unité. Montrer que K contient une racine primitive 2n-ieme de 'unité.

Exercice 7.3. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, n > 1 un entier, et
(n € K une racine primitive n-ieme de 'unité.

1.

Montrer que K ((,) = K (un(K)).

2. Montrer que Homg (K ((n), K) = Auti (K (¢n))-

. Soit 0 € Autg (K ((y)). Montrer que o(¢,) est une racine primitive n-itme de

Iunité.
Montrer que Autg (K ((,)) est un sous-groupe de Aut(u,(K)).

. Montrer que toute racine dans K du polynéme minimal de (, sur K est une racine

primitive n-ieéme de 'unité.

Exercice 7.4. Soient K un corps algébriquement clos, n > 1 un entier premier a la car-
actéristique de K, et (,, € K une racine primitive n-ieme de I'unité.

1.
2.

Montrer que |, (K)| = n.
Soit ¢ € Z. Montrer que ¢}, est une racine primitive n-ieme de 'unité si et seulement
si ¢ est premier a n.

. Montrer que 'application Z — End (un(F)), i+ [¢y — ¢!] induit un isomorphisme

de groupes (Z/nZ)* ~ Aut(u,(K)).

Définition 6. Soit n > 1 un entier. Le n-ieme polynome cyclotomique ®,(X) est le
polynome minimal sur Q d’une racine primitive n-ieme de 'unité dans Q.

Exercice 7.5. Soient n > 1 un entier et ¢, € Q une racine primitive n-ieme de 1'unité.

1.
2.
3.

4.

Montrer qu’il existe U(X) € Q[X] tel que X" — 1 = ¥(X)d,(X).
Montrer que ¥(X) € Z[X] et ,(X) € Z[X].
Soit p un nombre premier. On suppose que ®,(¢h) # 0.

(a) Montrer qu’il existe P(X) € Z[X] tel que ¥(XP) = &,,(X)P(X).

(b) Montrer que ¥(X)? = ®,(X)P(X) mod pZ[X].

(c) Montrer que X™ — 1 a une racine multiple dans une cloture algébrique de F,.
(d) Montrer que p divise n.
Soit p un nombre premier ne divisant pas n. Montrer que ®,,(¢h) = 0.
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5. Soit i € Z premier & n. Montrer que ®,(¢%) = 0.
6. Montrer que

e,(X)= [ xX-¢.
ie(Z/nZ)
7. Montrer que [Q(¢,) : Q] = [(Z/nZ)*| et que ®,(X) est irréductible dans Q[X].

Exercice 7.6. Pour tout n > 1 entier soit ¢, € Q une racine primitive n-ieme de I'unité.

1. Déterminer les n tels que Q(¢,) C R.
2. Déterminer les n tels que [Q(¢,) : Q] = 2.

Exercice 7.7. Soient n,m > 2 des entiers premiers entre eux et (,,(n € Q des racines
primitives n-ieme et m-iéme de 'unité.

1. Montrer que Q(¢)7") = Q(¢y) et Q) = Q(Gm)-
Montrer que Q(n, Cm) = Q(GnGim)-

Montrer que est une racine primitive nm-iéme de I'unité.
q nsm

Montrer que [Q(¢nGm) : Q] = [Q(Gr) - Q] [Q(¢m) = Q).
Montrer que Q(¢,) et Q((n) sont linéairement disjointes sur Q (cf. Définition 2).

Gk L

Exercice 7.8. Soient n,k > 1 deux entiers et p un nombre premier.
1. Montrer que X" — 1 =[], ®a(X).
2. Montrer que ®,(X) = XP~1 + XP~2 + ... + X + 1.
3. Montrer que @, (X) = <IJp(ka_1).
4. Soit n = plfl ...p,’fT la décomposition de n en puissances de premiers distincts.
Montrer que ®,,(X) = ®,, ;. (szfr%“ P
5. On suppose que n est impair. Montrer que ®9,(X) = ®,,(—X).

6. On suppose que p ne divise pas n. Montrer que ®,,(X) = On(XP)

on(X)
Exercice 7.9. Montrer que
P (X)=X -1 Pe(X)=X2 - X +1
Po(X)=X+1 O X) =X+ X+ X+ X3+ X2+ X +1
P3(X)= X2+ X +1 Pg(X) = X*+1
Py(X) = X2+1 Po(X) =X+ X3 +1
Ps(X) =X+ X3+ X2+ X +1 Pp(X)=X* - X3+ X2 - X +1.

Exercice 7.10. Soit n > 2 entier et ¢, € Q une racine primitive n-ieme de I'unité. Soient
No(c)/o et Trg,)/o la norme et la trace de Q(¢,) a Q (cf. définition 4 et exercice 4.5).
1. Montrer que Ng,)/0(Cn) = 1.
2. On suppose que n = p est premier.
(a) Montrer que Trg(c,)/0(¢p) = —1.
(b) Montrer que Ng,)/0(¢p —1) =p.

Exercice 7.11. Soit K une extension finie de Q.

1. Montrer que (K™ )i est fini.
KX

2. Déterminer (K)o pour K = Q(i),Q(v/—2),Q(/2),Q(/=3),Q(/3),Q(/—5).
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Exercice 7.12 (Sommes de Gauss). Soit p # 2 premier et ¢, € Q une racine primitive

p-ieme de I'unité. Soit (%) = 2" € {#£1} le symbole quadratique en z € F* (exercice 6.6).
On pose
n
=3 ()5 <0G
nEIFpX

1. Montrer que 6% =" meE (%) S (cf. exercice 6.6).

2. Montrer que 62 =" meR (%) ;n(nH) (considérer (n,m) — (nm,m)).

3. Soit n € F)* tel que n # —1. Montrer que ZmeFPX g‘;”("ﬂ) =—1.

4. Montrer que 6% = (_Tl)p (cf. exercice 6.6).

o

Montrer que Q( (—1)%}7 ) C Q(&)-
6. Soit (4 une racine primitive quatrieme de I'unité. Montrer que Q(,/p) € Q((p, C4)-

Exercice 7.13. Soient n > 2 un entier premier a p et ¢, € Fp une racine primitive n-ieéme
de I'unité. Montrer que [F,((y) : ] = ord(z/mzyx (p mod nZ).

Exercice 7.14. Soient p # 2 premier, F . le sous-corps de F, & p? éléments, et (g € F,, une
racine primitive huitieme de I'unité.
1. Montrer que 8 divise p? — 1.
Montrer que (g € Fj2.
Montrer que (g € F, si et seulement si 8 divise p — 1.
Montrer que (g + Cgl =2.
Montrer que 2 est un carré dans [F, si et seulement si p = £1 mod 8Z.

Cu L

Exercice 7.15. Soit p premier tel que 2°~! = 1 mod p?Z (par exemple p = 1093,3511).
Soit (2 € F> une racine primitive p?-ieme de I'unité.

1. Montrer que [Fo((,2) : ] <p—1.

2. Montrer que ®,2(X) est réductible dans F>[X].

8. NORMALITE

Exercice 8.1. Déterminer le corps de décomposition dans Q sur Q des polynomes suivants
et calculer son degré sur Q.

1. (a) X*—5X24+6 (b) X*4+5X%2+6 (c) X*—5.

2. (a) Xt+1 (b)) X*+4  (c) (XP+1)(XP+4) (d) (X*-1)(X*+4).

3.(a) X2—2 (b)) X2—-1 (¢)X3-2 (d)(X3-2)(X%2-2).

4. (a) X2+ X+1 (b) X0+ X3+1 (c) X°-T7.

Exercice 8.2. Soient n > 2 entier et a € Q tels que X" — a est irréductible dans Q[X].
Soient K C Q le corps de décomposition de X™ — a sur Q, {/a € Q une racine de X" — a,
et ¢, € Q une racine primitive n-ieme de I'unité (cf. section 7).

1. Montrer que K = Q({/a, ().

2. Montrer que n < [K : Q] < n(n —1).

3. Calculer [K : Q] lorsque n est un nombre premier.
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Exercice 8.3. Déterminer le corps de décomposition de X3 — 5 sur [, pour p =2,3,5,7.

Exercice 8.4. Soit n > 1 entier tel que n et p — 1 sont premiers entre eux. Montrer que
les polynémes X" — a, avec a € FPX, ont tous le méme corps de décomposition sur F,.

Exercice 8.5. Soit L/K une extension de degré 2. Montrer que L/K est normale.

Exercice 8.6. Montrer que les extensions Q(v/2)/Q et Q(+/2)/Q(v/2) sont normales et
que Q(v/2)/Q ne I'est pas.

Exercice 8.7. Montrer que les extensions Q(v/3)/Q et Q(v/v/3 + 1) /Q(+/3) sont normales
et que Q(\/ V3 + 1)/@ ne l'est pas.

Exercice 8.8. Soient a € R tel que a* =5 et i € C tel que i2 = —1.

1. Montrer que Q(ia?) est normale sur Q.
2. Montrer que Q(« + ic) est normale sur Q(ia?).
3. Montrer que Q(a + i) n’est pas normale sur Q.

Exercice 8.9. Soit (3 € Q une racine primitive troisieme de 1'unité.

1. Montrer que l'extension Q(+/5)/Q n’est pas normale.
2. Montrer que I'extension Q(+/5,(3)/Q est normale.

Exercice 8.10. Soit K un corps tel que toute extension de K dans une cloture algébrique
K est séparable. Soit L une extension finie de K dans K. Montrer qu’il existe une plus
petite extension M de L dans K telle que M /K est normale.

Exercice 8.11. Soit a = V23 + V2 —1¢ Q.

1. Déterminer la plus petite extension K de Q(a*) dans Q telle que K/Q est normale.
2. Déterminer la plus petite extension L de Q(a) dans Q telle que L/Q est normale.

Exercice 8.12. Soient L/K une extension finie et normale et P(X) € K[X] un polynéme
irréductible. Soient R(X),S(X) € L[X] unitaires irréductibles divisant P(X) dans L[X].
Montrer qu’il existe o € Autg (L) tel que (cR)(X) = S(X).

9. THEORIE DE GALOIS

Exercice 9.1. Soit L/K une extension de corps séparable de degré 2. Montrer que L/K
est galoisienne.

Exercice 9.2. Soient L /K une extension finie galoisienne et « € L. Montrer que L = K («)
si et seulement si 'application Gal(L/K) — L, o0 — o(«a) est injective.

Exercice 9.3. Soient L/K une extension finie galoisienne avec Gal(L/K) = {o1,...,0n}
et ai,...,a, € L. Montrer que (a1,...,a;,) est une base de L sur K si et seulement si
det((oi(ej))1<ij<n) # 0 (cf. exercice 9.2).

Exercice 9.4. Soient K un corps, K ‘une cloture algébrique de K, o € K séparable de
polynéme minimal P, € K[X], et L C K le corps de décomposition de P, sur K. Soit
P(x)= ][] (X-0ca)eLlX].
o€Gal(L/K)
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1. Montrer que P(X) € K[X].
2. Montrer que P(X) = Py (X)FK (@],

Exercice 9.5. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, et P(X) € K[X] unitaire
séparable. Soient a,...,a, € K tels que P(X) = [[;c;cp,(X — ;) et L= K(oq,...,ap).
Montrer que les facteurs irréductibles de P(X) dans K[X] correspondent bijectivement aux
orbites de {aq,...,a,} sous Gal(L/K).

Exercice 9.6. Soient L/K une extension finie galoisienne et G = Gal(L/K).

1. Montrer qu’il existe « € L tel que L = K(«).

2. Soit M un corps entre K et L. Montrer qu’il existe P € K[X] tel que M = K(P(«)).

3. Soient P(X),Q(X) € K[X]. Montrer que K(P(«a)) C K(Q(«)) si et seulement si
Q(a) = Q(ga) implique P(a)) = P(ga) pour tout g € G.

Exercice 9.7. Soit K C Q une extension galoisienne de Q. Soit ¢ : C = C, z — % la
conjugaison complexe.

1. Montrer que o est un Q-automorphisme de Q d’ordre 2.

2. Montrer que o(K) = K.

3. Soit K™ le sous-corps de K fixe par o. Montrer que [K : KT] =1 ou 2.
4. Montrer que K™ est le plus grand sous-corps de K contenu dans R.

Exercice 9.8. Soit M /K une extension galoisienne telle que Gal(M/K) ~ S3. Déterminer
les corps K C L C M tels que l'extension L/K est galoisienne.

Exercice 9.9. Soit M /K une extension galoisienne de degré 45. Montrer qu'’il existe une
extension galoisienne L/K dans M de degré 5.

Exercice 9.10. Soient n > 2 entier, p premier, et M/K une extension galoisienne de
degré p™. Montrer qu’il existe une extension galoisienne L/K dans M de degré p™ avec
1<m<n-—1.

Exercice 9.11. Soit K = Q(v/2,v3) C Q.
1. Montrer que I'extension K/Q est galoisienne.
2. Montrer que Gal(K/Q) = (o, 7) ~ Z/27 x Z/2Z ou les Q-automorphismes de corps
o, sont donnés par o(v2) = —v2, o(v/3) = V3 et 7(v/2) = V2, 7(V/3) = —V/3.
3. Montrer que les trellis des sous-groupes de Gal(K/Q) et des sous-extensions de K/Q
sont
{1d} et K
P TN
(o) (1) (o) QW3 QW2 QW6
~_ 1 ~_ d -

(o, 7)

Exercice 9.12. Soient (3 une racine primitive troisieme de I'unité et K = Q((3, v/5) C Q.

1. Montrer que I'extension K/Q est galoisienne.
2. Montrer que Gal(K/Q) = (o,7) ~ S3 ou les Q-automorphismes de corps o, 7 sont

donnés par o((3) = (3 1, o(V/5) = V5 et 7((3) = G, T(V/5) = GV/5.
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3. Soient Ly = Q(V/5), Lo = Q((3V/5) et Ly = Q(¢3 *v/5). Montrer que les trellis des
sous-groupes de Gal(K/Q) et des sous-extensions de K/Q sont

{Id} et K

RN RN
/<a> (o7) (o) / Ll}z Ly

(1) // @(43)\ //

AN
Exercice 9.13. Soient K = Q(4, v/2) C Q et Dg le groupe dihédral & huit éléments.

(o, 7) Q

1. Montrer que I'extension K/Q est galoisienne.

2. Montrer que Gal(K/Q) = (o,7) ~ Dg ou les Q-automorphismes de corps o, 7 sont
donnés par o (i) = —i, 0(v/2) = V2 et 7(i) = i, 7(V2) = iv/2.

3. Soit a = v/2 +iv/2 € K. Montrer que les trellis des sous-groupes de Gal(K/Q) et
des sous-extensions de K/Q sont

et K
— \
QW) M@\/m Q(oa)

~ 1~ 0~
QWv2) Q6  Q»iv2)
. 6 e

Exercice 9.14. Soient n > 2 un entier et ¢, € Q une racine primitive n-ieme de I'unité
(cf. section 7).

1. Montrer que l'extension Q((,)/Q est galoisienne et que Gal(Q((,)/Q) ~ (Z/nZ)*.
2. Soit Q(¢,)™ le sous-corps de Q(¢,) fixe par la conjugaison complexe (exercice 9.7).

Montrer que Q((n)T = Q(¢n + ¢, 1) = Q(cos 27”)
Exercice 9.15. Soit (12 € Q une racine primitive douzieme de 1'unité (cf. section 7).

1. Montrer que Gal(Q((12)/Q) = (o, 7) ~ Z /27 x 7 /27 ou les Q-automorphismes de
corps o, 7 sont donnés par o((j2) = Cﬁl et 7((12) = (.
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2. Montrer que les trellis des sous-groupes de Gal(Q(¢12)/Q) et des sous-extensions de

K/Q sont
o {1d} — et Q(Cr2)
\ — N
(o) (1) (o) QW3) Q@)  QEv3)

Exercice 9.16. Soient (o7 € Q une racine primitive 27-ieme de 1'unité (cf. section 7) et
Co=Cr =¢€Q.
1. Montrer que Gal(Q({27)/Q) ~ Z /27 x 7Z./9Z (cf. exercice 9.14).
2. Montrer que (g (resp. (3) est une racine primitive 9-ieme (resp. 3-ieme) de I'unité.
3. Pour n € {9, 27} soit Q(¢,)™ le sous-corps de Q((,,) fixe par la conjugaison complexe
(cf. exercice 9.7). Montrer que les trellis des sous-extensions de Q((27)/Q et des
sous-groupes de Z /27 x Z/9Z sont

{0} et Q(¢2r)
~ ~
Z[2Z Q(Gr)t
37,/97Z Q(¢v)
~ ~
7./27.% 3Z/9Z. Q(¢o)*
7./97, - Q(¢3)
Z)27.x7./9Z - Q.

Exercice 9.17 (Théoréme de la base normale). Soient L/K une extension galoisienne de

degré n > 1 avec Gal(L/K) = {o1,...,0n}.
1. On suppose que K est fini. Montrer qu'’il existe a € L tel que (o1q,...,0,q) est

une base de L sur K (cf. exercice 6.17).
2. On suppose que K est infini. Soit (f1,...,3,) une base de L sur K. On définit
A(Xl,..‘,Xn) = det((aiajﬁl)Xl+...+(oiojﬂn)Xn> S
def 1<4,5<n

(a) Montrer que A(X71,...,X,)? € K[X1,...,X,].

(b) Soit P € K[X3,...,X,] tel que P(x1,...,z,) = 0 pour tous z1,...,z, € K.
Montrer que P = 0. (Comparer avec 'exercice 6.3.)

(c) Montrer que A(Xy,...,X,) #0.

(d) Montrer qu'il existe « € L tel que (o1, ...,0,a) est une base de L sur K (cf.
exercice 9.3).

Exercice 9.18. Soient M /K une extension galoisienne, K C L C M un corps, et
H={oeGal(M/K)|o(L)=L}.

1. Montrer que H est un sous-groupe de Gal(M/K).
2. Montrer que H est le normalisateur de Gal(M /L) dans Gal(M/K).
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3. Montrer que M C L.
4. Montrer que M /K est la plus petite extension telle que L/M" est galoisienne.

Exercice 9.19. Soit M/K une extension finie galoisienne. Soient L, L’ deux extensions de
K contenues dans M et H = Gal(M/L), H = Gal(M/L').

1. Montrer que Gal(M/LL") = HnNH'.

Montrer que Gal(M/LNL") = HH'.

Montrer que [LL' : LNL'|=#(HH'/H N H').

Montrer que [L: LNL'| = #(HH'/H).

Montrer que L et L’ sont linéairement disjointes sur L N L’ si et seulement si

[HH'||H 0 H'| = |H||H.

6. On suppose que L/L N L' est galoisienne. Montrer que L et L' sont linéairement
disjointes sur LN L'.

Gk L

Exercice 9.20. Soit M C Q le corps de décomposition du polynéme X3 — 2 sur Q. Soit
(3 € Q une racine primitive troisieme de I'unité.
1. Soient L = Q(v/2) et L' = Q((3).
(a) Montrer que LL' =M et LNL' = Q.
(b) Montrer que Gal(M/Q) = (o, 7) ou les Q-automorphismes de corps o et 7 sont
donnés par ov/2 = V/2, 03 = Cg_l et 7¢3 = (3, TV2 = (3V/2.
(c) Montrer que Gal(M/Q) est isomorphe & Ss.
(d) Montrer que Gal(M/L) = (o) et Gal(M/L') = (7).
(e) Montrer que L et L' sont linéairement disjointes sur Q.
2. Soit L" = Q((3V/2).
(a) Montrer que LL" = M et LN L" = Q.
(b) Montrer que Gal(M /L") = (tor™1).
(c) Montrer que (o) N (tor™1) = {Idy} et (o, 70771) = (0, 7).
(d) Montrer que L et L” ne sont pas linéairement disjointes sur Q.

Exercice 9.21. Soient L/K et M/K deux extensions finies avec L/K galoisienne.

1. Montrer que I'extension LM /M est galoisienne.

2. Soient o € Gal(LM /M) et 0|y, sa restriction & L. Montrer que o7, € Gal(L/LNM).

3. Montrer que Gal(LM/M) — Gal(L/L N M), o + o) est un isomorphisme de
groupes.

4. Montrer que [LM : LN M| =[L:LNM][M : LnM].

5. Montrer que L et K sont linéairement disjointes.

Exercice 9.22. Soient L/K et M/K deux extensions finies galoisiennes.

1. Montrer que l'extension LM /K est galoisienne.

2. Montrer que l'extension L N M /K est galoisienne.

3. Montrer que p : Gal(LM/K) — Gal(L/K) x Gal(M/K), o + (o|1,0x) est un
morphisme de groupes injectif.

4. Montrer que I' = {(g,h) € Gal(L/K) x Gal(M/K) | gjram = hjraa} est un sous-
groupe de Gal(L/K) x Gal(M/K).

5. Montrer que p induit un isomorphisme de groupes Gal(LM/K) ~T.

Montrer que Gal(L/L N M) x Gal(M/L N M) est un sous-groupe de I

7. Montrer que Gal(LM/LN M) ~ Gal(L/LN M) x Gal(M/LNM).

&
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Exercice 9.23. Soient z un élément transcendant sur C et L = C(z). Soient 0,7 € Autc(L)

donnés par o(x) = 71 et 7(z) = (37 o1 (3 € C est une racine primitive troisitme de I'unité.
1. Montrer que 02 =73 =1Id et o7 = 7 0.

2. Soit G = (o, 7) C Autc(L). Montrer que G ~ Ss.

3. Soit K = LC. Montrer que L /K est galoisienne de groupe de Galois G.

4. Montrer que L' = C(z + 2z~ 1) et L{" = C(2?).

5. Montrer que K = C(z® + 273).

Exercice 9.24. Soient F un corps fini a g éléments et F'(X) = Frac F[X]. Soit G I’ensemble

des applications FI(X) — F(X), f(X) — f(ggj_g) avec a,b,c,d € F tels que ad — be # 0.

1. Montrer que G est un sous-groupe de Autp(F (X)) (cf. exercice 2.7).

2. Montrer que G est d’ordre ¢® — q.

3. Soit T le sous-groupe de G formé des f(X) — f(X + b) avec b € F. Montrer que
F(X)' = FP(X1-X).

4. Soit H le sous-groupe de G formé des f(X) — f(aX +b) avec a,b € F et a # 0.
Montrer que F(X)7 = F((X? - X)471).

2
5. Soit f(X) = % € F(X). Montrer que F(X)¢ = F(f(X)).

10. EXTENSIONS CYCLIQUES

Exercice 10.1. Pour n > 1 entier soit ¢, € Q une racine primitive n-ieme de I'unité.

1. Montrer que 'extension Q((9)/Q est cyclique de degré 6.
2. Montrer que l'extension Q((s)/Q est abélienne non cyclique de degré 4.

Exercice 10.2. Soient L/K une extension cyclique de degré n > 2 et n = pi"'...pJ"" la

factorisation de n en puissances de premiers distincts. Soient 1 <i <ret 0 < s < m;.
1. Montrer qu’il existe un unique corps K C K; C L tel que Gal(K;/K) ~ Z/p;"'Z.

Soient i # j. Montrer que K; N K; = K.

Montrer que L = Ky ... K,.

Montrer que K; contient une unique extension de K de degré p;.

Montrer qu'’il existe un unique corps K C L; C L tel que Gal(L/L;) ~ Z/p." Z.

6. Montrer que L contient une unique extension de L; de degré p;.

Cu

Exercice 10.3. Soit K le sous-corps maximal de Q tel que v2 ¢ Ki(un tel corps existe
par le lemme de Zorn). Montrer que toute extension finie de K dans Q est cyclique.
Exercice 10.4. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K et o € Auty (K). Soit
L= F@. Montrer que toute extension finie de L dans K est cyclique.

Exercice 10.5. Soient K un corps et K une cloture algébrique de K. On suppose que
toute extension finie de K dans K est cyclique. Montrer qu’il existe o € Autg (K) tel que
K=K

Exercice 10.6. Soit K/Q une extension cyclique de degré n = 2"m avec r > 1 et m impair.
Soient Q C L C K l'unique corps tel que Gal(L/Q) ~ Z/2"Z (cf. exercice 10.2) et LT le

sous-corps de L fixe par la conjugaison complexe (cf. exercice 9.7). On suppose qu’il existe
deZtel qued<0etQ(vd) CK.
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1. Montrer que Q(v/d) C L.
2. Montrer que [L: L") = 2.
3. Montrer que L = Q(v/d) et LT = Q.
4. Montrer que 4 ne divise pas [K : Q].

Exercice 10.7. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K et a € K séparable
tel que [K(«) : K| = p premier. Soient L C K le corps de décomposition du polynoéme
minimal de a sur K et G = Gal(L/K).

1. Montrer que 'orbite de « sous G est d’ordre p.
2. Soit H = Stabg(a). Montrer que K (o) = LY et que G/H ~ Z/pZ.
3. Soit g € G. Montrer que Stabg(ga) = gHg™!.
4. On suppose qu'il existe g € G tel que g € H et gHg™! = H.
(a) Montrer que H est normal dans G.
(b) Montrer que L est la plus petite extension galoisienne de K contenant a.
(c) Montrer que H = G.
5. On suppose qu'il existe 5 € Orbg(a) tel que 8 # a et B € K(a).
(a) Montrer que K () = K ().
(b) Montrer que K (a) = L.
(c) Montrer que K(«a)/K est cyclique.

Exercice 10.8 (Théoréme de Hilbert 90). Soit L/K une extension cyclique de degré n > 2
avec Gal(L/K) = (o). Soient o € L et Ny /() = Hogignfl o'a € K (cf. section 4).
1. On suppose qu’il existe 3 € L™ tel que a = 8/08. Montrer que Ny /k(a) = 1.
2. On suppose que Ny i (a) = 1. Pour 0 <k <n — 2 soit ap = [[;<, 0" () € L.
(a) Montrer que I'application xo : L — L,  + 2 + ago(x) + ... + ap_00" ()
est non nulle (cf. exercice 4.2).
(b) Soient v € L tel que xqo(7) # 0 et 8 = xa(7y). Montrer que o = 3/0 3.

Exercice 10.9 (Théorie de Kummer). Soient K un corps, K une cloture algébrique de K,
et n > 2 un entier premier a la caractéristique de K. On suppose que K contient une racine
primitive n-ieme de I'unité (,.
1. Soit L/K une extension cyclique de degré n dans K avec Gal(L/K) = (o).
(a) Montrer que Ny k(¢ 1) = 1.
(b) Montrer qu'il existe a € L™ tel que oo = (,a (cf. exercice 10.8).
(c) Montrer que L = K(«).
(d) Montrer que " € K.
2. Soient a € K et a € K une racine de X" — a.
(a) Montrer que I'extension K («)/K est galoisienne.
(b) Montrer que l'extension K(«a)/K est cyclique de degré d | n.
(c) Montrer que a? € K.

Exercice 10.10 (Hilbert 90, forme additive). Soit L/K une extension cyclique de degré
n > 2 avec Gal(L/K) = (o). Soient a € L et Trp/x(a) = > gcicn 1 ola € K (cf.
section 4). Soient ag = 5o o'(@) e L (0<k<n—2)etyeLtel que Try/x(v) #0
(cf. exercice 4.4).

1. On suppose qu’il existe 3 € L tel que a = 8 — o3. Montrer que Try, k(o) = 0.
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2. On suppose que Try, i (a) = 0. Soit 3 = Trz/lK(v)(’y—l-aOg(’y)—F. o an_20" (7).
Montrer que o« = 8 — o 3.

Exercice 10.11 (Théorie d’Artin-Schreier). Soient K un corps de caractéristique p et K
une cléture algébrique de K.
1. Soit L/K une extension cyclique de degré p dans K avec Gal(L/K) = (o).
(a) Montrer que Trz, g (—1) = 0.
(b) Montrer qu’il existe a € L tel que oo = a + 1 (cf. exercice 10.10).
(c) Montrer que L = K(a).
(d) Montrer que o —a € K.
2. Soient a € K et o € K une racine de X? — X — a.
(a) Montrer que XP — X — a est soit irréductible soit totalement scindé dans K |[X].
(b) On suppose que XP—X —a est irréductible dans K[X]|. Montrer que Iextension
K(a)/K est cyclique de degré p.

11. GROUPES DE GALOIS DE POLYNOMES

Exercice 11.1. Déterminer le groupe de Galois des polyndémes suivants sur chacun des
corps indiqués.

X3 4+2X2 43X +2sur Q, Q(v/—T7) et Q(/7).

X3 —10 sur Q et Q(v/-3).

X'~ 5 sur @, Q(v5), Q(v/75) et Q(3).

X4+ 2 sur Q et Q(4).

(X2 —2)(X%2-3)(X2-5)(X%2-7)sur Q.

6. (X3 —2)(X3—3)(X?—2) sur Q(v/-3).

Exercice 11.2. Soit ¢ un élément transcendant sur C.

Cuk LN

1. Soit » > 1 un entier. Montrer que le groupe de Galois sur C(t) de X™ — ¢ est
isomorphe & Z/nZ.

2. Montrer que le groupe de Galois sur R(t) de X*—t est isomorphe au groupe dihédral
a huit éléments Dsg.

Exercice 11.3 (Groupe de Galois d’un polynéme de degré trois). Soient K un corps de

caractéristique différente de 3 et K une cloture algébrique de K.
1. Soient ag,a1,a2 € K et Q(X) = X3 + a2 X? + a1 X + ap € K[X]. Montrer qu’il
existe a,b € K tels que X2 +aX +b et Q(X) ont le méme corps de décomposition

dans K sur K (calculer Q(X — %)).

Soient a,b € K et P(X) = X3+ aX +b € K[X]. Soient a, 3,7 € K tels que P(X) =
(X —a)(X = B)(X — 7). On pose
A=—4a> 270" ¢ K et 6= (a—pB)a—7)(—-7) €K.
2. (a) Montrer que a + 8+~ =0, af + ay + By = a, et afy = —b.
(b) Vérifier 'égalité (22 +1)2 (x4 2y)%(x —y)? = 4(2® + 2y +y?)3 — 27(z +y) %2y
(c) Montrer que A = §2.
On suppose que la caractéristique de K est différente de 2 et de 3.
3. On suppose que A est un carré dans K, c’est-a-dire § € K.
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(a) Montrer que S+ v € K(a) et f—v € K(a).

(b) Montrer que c € K = € K et y€ K.
4. On suppose que A est un carré dans K. Montrer que P(X) est soit irréductible soit

totalement scindé dans K[X].
5. Soit L = K(a, 3,7). On suppose que P(X) est irréductible dans K[X].

(a) On suppose que A n’est pas un carré dans K. Montrer que Gal(L/K) ~ Ss.

(b) On suppose que A est un carré dans K. Montrer que Gal(L/K) ~ 7Z/37Z.
6. Déterminer le groupe de Galois sur Q de X2 —2X +1, X3 — X +1et X3 —3X +1.

Exercice 11.4. Soient P(X) = X*—4X%2 -1 € Q[X] et K C Q le corps de décomposition
de P(X) sur Q.
1. (a) Montrer que P(X) a deux racines réelles o € Q ainsi que deux racines non
réelles =3 € Q et les déterminer.
(b) Montrer que P(X) est irréductible dans Q[X].
2. Soient o, p € Gal(K/Q) donnés par o(a) = 3, o(8) = a et p(a) = —f, p(B) = a.
(a) Montrer que ord(c) = 2 et ord(p) = 4.

(b) Montrer que opo—t = p~L.

(c) Montrer que (o, p) est isomorphe au groupe dihédral & huit éléments Dsg.
3. (a) Montrer que ord(op) = ord(po) = 2.

(b) Montrer que K7 = Q(a) et K77 = Q(3).

d) Montrer que Gal(K/Q) = (o, p).
a) Montrer que (po, op) est isomorphe a Z /27 x 7Z/27Z.
b) Montrer que K777 = Q(v/5).
(c) Montrer que Q(af) = Q(i) et déterminer Gal(K/Q(7)).
Exercice 11.5. Soit P(X) = X* + aX? + b € Q[X] irréductible. Soient +a,+3 € Q les
racines de P(X) et K = Q(a, 3) C Q son corps de décomposition sur Q.
1. Montrer que [Q(a) : Q(a?)] = [Q(a?) : Q] = 2.
2. (a) Montrer que o?8% =b et o + 5% = —a.
(b) Montrer que Q(a?) = Q(5?) = Q(Va2 — 4b) et Q(af) = Q(Vd).
(c) Montrer que Q(a) = Q(B) si et seulement si Q(af) C Q(a?).
(d) Montrer que Q(afB) = Q(a?) si et seulement si \/@ € Q.
3. On suppose que @ ¢ Q et Vb & Q. Montrer que Gal(K/Q) ~ Ds.

4. On suppose que “2g4b € Q. Montrer que Gal(K/Q) ~ Z/4Z.

5. On suppose que Vb € Q. Montrer que Gal(K/Q) ~ Z/27Z x 7./27.
6. Déterminer le groupe de Galois sur Q de X* —5, X4 45X +5et X4+ 1.

Exercice 11.6. Soient o = \/6+3\/§—|—2\/§+2\/6 €Qetd=0a?cQ. Soit P(X)=
X*—24X3 +108X? — 144X + 36.

Vérifier que P(J) = 0.

Montrer que Q(8) = Q(v/2,v/3).

Montrer que P(X) est le polynome minimal de ¢ sur Q et que Ngsy,0(d) = 36.
Montrer que 0 n’est pas un carré dans Q(d) (cf. exercice 4.6).

Montrer que [Q(a) : Q] = 8 et que P(X?) est irréductible dans Q[X].

)
)
;
(c; Montrer que [K : Q] = 8.
)
)

(
4.
(

Ul o=
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6. Soient u = 64+3v2—2v3—2v6, v = 6—3v24+2v3-2V6, w = 6—3v2—2v/3+2V6.
Calculer du, dv, dw et montrer qu’ils sont des carrés dans Q(9).

7. Montrer que l'extension Q(«)/Q est galoisienne.

8. Montrer que Gal(Q(«)/Q) est isomorphe au groupe des quaternions. (Difficile.)

Exercice 11.7. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K et P(X) € K[X]
séparable de degré n > 2. Soient aq,...,a, € K les racines de P(X) et L = K(aq,...,an)
le corps de décomposition de P(X) sur K. On suppose que [L: K| =n!.

L. Montrer que S, — Gal(L/K), 0 = (i = ag4(;)) est un isomorphisme de groupes.
2. Montrer que P(X) est irréductible dans K[X].
3. Pour 1 <i<msoit Hi={oc€S8,|0(i)=1}. Soit o € S,.
(a) Montrer que H; est un sous-groupe de S,, d’ordre (n — 1)!.
(b) Soient i # j. Montrer que H; # H;.
(c) Montrer que o Hijo~! = o (i)
(d) Montrer que o H;o~! = H; si et seulement si o € H;.
4. Soient @« = a1 et H = H;.
(a) Montrer que Gal(L/K(a)) ~ H.
(b) Montrer que Autg (K () ~ N/H olt N est le normalisateur de H dans S,,.
(¢) Montrer que Autg (K (o)) = {Id}.

Exercice 11.8. Soit P(X) € Q[X] un polynéme irréductible de degré p premier ayant p—2
racines réelles et 2 racines non réelles. Soit K le corps de décomposition de P(X) sur Q.

1. Montrer que Gal(K/Q) contient un élément d’ordre p.
2. (a) Montrer que les éléments d’ordre p dans S, sont les p-cycles.

(b) Soient 7 € S, un p-cycle et o € S, une transposition. Montrer que S, = (o, 7).
3. Montrer que Gal(K/Q) est isomorphe & Sp,.

Exercice 11.9. Montrer que le groupe de Galois de X° — 4X + 2 sur Q est isomorphe &
Ss (cf. exercice 11.8).

Exercice 11.10 (Equation générale de degré mn). Soient K/K une extension de corps,
n > 1 un entier, x1,...,z, € K algébriquement indépendants sur K (cf. définition 3), et
$1,...,8n, € K les expressions polynomiales symmeétriques élémentaires en les x1,...,x, :
sit=x1+...4+Tp,..., Sy =21...Zp. On pose £ = K(x1,...,x,), FF = K(s1,...,5y), €t

(X)) = (X —a1)...(X —2n) € E[X].

Montrer que II(X) = X" + >, (—1)is; X"

Montrer que S, s’identifie & un sous-groupe de Autx (E) par o — (x; — To(i))-
Montrer que F C E®».

Montrer que [E : ES"] =nlet [E: F] <n!.

Montrer que ES» = F.

Montrer que le groupe de Galois de II(X) sur F' est S,.

ST W

Exercice 11.11 (Spécialisation de I'équation générale). On reprend les hypotheses et no-
tations de l'exercice 11.10. Soient K la cloture algébrique de K dans K et a1, ..., a0, € K
séparables sur K. On pose O = Klz1,...,2y], Op = K[s1,...,8,],et M = K(aq,...,ap).
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Soit ¢ le morphisme de K-algebres donné par
@ O E — ?
Ti— o, 1 <1< n.

1. Montrer que Ker ¢ est un idéal maximal de Op.

2. Soit P(X) = X"+ a, 1 X" ' +...+ap € K[X] le polynéme obtenu en appliquant
¢ aux coefficients de IT1(X). Montrer que ¢(s;) = (—1)a,_; pour tout 1 < i < n.

3. Montrer que ¢(Og) = M et ¢(Of) = K(ai,...,a,) = L.

4. Montrer que O N F = Op.

5. Montrer que I'application de restriction Autp(E) — Auto,(Og), 0 — 0|p,, est un
isomorphisme de groupes.

6. Soit G = {0 € S, | o(Kerg) = Ker¢}. Montrer que G est un sous-groupe de S,,.

7. Montrer que 'application ¢ : G — Gal(M/L), 0 — ¢ o (00, mod Ker ) o o1 est
un morphisme de groupes surjectif.

8. Soit H = {0 € G | Im(0)p,, — Id) C Ker ¢}. Montrer que Kerty = H.

9. Montrer que 1 induit un isomorphisme de groupes G/H ~ Gal(M/L).

Exercice 11.12. On reprend les exercices 11.10 et 11.11 avec K = Q, K=C et n = 2.
1. On prend aj,as € Q, d’ou M = L = Q.
(a) Montrer que Ker ¢y = (z1 — a1, z2 — a2).
(b) On suppose que a1 = ag. Montrer que G = H = Sa.
(c) On suppose que a; # ag. Montrer que G = H = {Id}.
2. On prend a1 = V2 et ag = /3.
(a) Montrer que L = M = Q(v/2,/3).
(b) Montrer que Ker ¢ = (23 — 2,23 — 3).
(c) Montrer que G = H = {Id}.
3. On prend oy = V2 et ag = —V/2.
(a) Montrer que M = Q(v/2) et L = Q.
(b) Montrer que Ker ¢ = (21 + x2, 2122 + 2).
(c) Montrer que G = Sy et H = {Id}.

Exercice 11.13. On reprend les exercices 11.10 et 11.11 avec K = Q, K=C et n = 3.
1. On prend a3 =1, ag =i et ag = —i.
(a) Montrer que P(X) = (X—1)(X?+1),L =Q, M = Q(i) et Gal(M/L) ~ Z/27Z.
(b) Montrer que Ker ¢ = (z1 — 1,22 + x3, zox3 — 1).
(c) Montrer que G = ((23)) et H = {Id}.
2. Soit (3 € Q une racine primitive troisieme de I'unité. On prend o = /2, ag = (3V/2
et asz = 43_1\‘9/5.
(a) Montrer que P(X) = X3 -2 L =Q, M = Q((3, v2) et Gal(M/L) ~ Ss.
(b) Montrer que Ker ¢ = (z1 + x9 + x3, z122 + 223 + 2123, T1T223 — 2).
(c) Montrer que G = S3 et H = {Id}.
3. Soit (9 € Q une racine primitive neuvieme de 'unité. On prend a; = (g + Co L
=0+ ¢ et az=C(4 4+ ¢t
(a) Montrer que P(X) = X3 —-3X -1, L=Q, M = Q(ay) et Gal(M/L) ~ Z/3Z.
(b) Montrer que Ker ¢ = (23 — xg — 2,23 — 23 — 2,23 — 11 — 2).
(c) Montrer que G = ((123)) et H = {Id}.
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12. STABILITE

Définition 7. Une classe C d’extensions de corps est distinguée si elle satisfait les deux
conditions suivantes :

(1) Soient K C L C M des extensions de corps. On a M/K € C si et seulement si
M/LeCet L/K €C.

(2) Soient K C L et K C M des extensions de corps avec L et M contenus dans un
corps commun. Si L/K € C alors LM /M € C.

Ces deux situations sont illustrées par les diagrammes

M LM
AN

M

L
L

AN
K K.
Noter que les conditions (1) et (2) impliquent

(3) Soient K C L et K C M des extensions de corps avec L et M contenus dans un
corps commun. Si L/K € C et M/K € C alors LM/K € C.

Exercice 12.1.

1. Montrer que les classes d’extensions suivantes sont distinguées.
(a) Extensions finies.
(b) Extensions algébriques.
(c) Extensions séparables.
2. Montrer que les classes d’extensions suivantes ne sont pas distinguées.
(a) Extensions normales.
(b) Extensions galoisiennes.
(c) Extensions abéliennes.



