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Durée : 4 heures. Documents autorisés.

Exercice 1. Soit A un anneau commutatif.

1. Soient ¢ : A — B un morphisme d’anneaux commutatifs, J un idéal de B, et
o 1(J) ={a € A| p(a) € J}. Montrer que si J est un idéal premier de B alors
¢~ 1(J) est un idéal premier de A.

2. Soient [ un idéal de A et m: A — A/I,a — a + I le morphisme de projection.

Soient a € A et J I'idéal engendré par a+1I dans A/I. Montrer que 7~!(J) = (a, ).

. Montrer que l'idéal (X2 + 1, 3) est premier dans Z[X]. Est-il maximal ?

4. Soit Z[i] 'anneau des entiers de Gauss. Montrer que 3 est irréductible dans Z][i].
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Exercice 2.

1. Etudier Virréductibilité des polynomes suivants dans Q[X, Y.
(a) X2 4Y?
(b) X?+Y?+ X
() X24+Y?2+ X +1
(d) X?+Y?+ XY.
2. Méme question dans C[X, Y.

Exercice 3. Soit p un nombre premier. Pour a € Z on pose a = a + pZ € F,. Soit
7 : Z[X] — F,[X] le morphisme d’anneaux donné par > .. ax X — > ., ., axrX".
Pour tout a € F, soit &, : F,[X] — F,, P(X) + P(a) le morphisme d’évaluation en a.
Soient a € Z et
M, = {P(X) € Z[X] | p divise P(a)}.
1. (a) Montrer que M, = Ker(&; o).
(b) Montrer que 9, est un idéal maximal de Z[X].
(¢) Montrer que 7(9M,) = Ker(&;).
2. Soient a,b € Z. Montrer que M, = M, si et seulement si a = b.
3. Montrer que (), Ker(&,) = (X? — X).
4. Montrer que

(M = {P(X) € Z[X] | p divise P(0),...,P(p—1)} = (X" — X,p).
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