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Exercice 1. Pour tout anneau commutatif A, soient v4 'unique morphisme d’anneau Z — A et
¢(A) l'unique entier positif tel que Ker(v4) = ¢(A)Z. Soient A et B des anneaux commutatifs.

1. On suppose que A est un sous-anneau de B. Montrer que ¢(A) = ¢(B).

Soit f: A — B un morphisme d’anneau. Montrer que ¢(B) divise c¢(A).

Montrer que si A ~ B alors ¢(A) = ¢(B).

Montrer que ¢(A x B) = ppem(c(A), ¢(B)).

Soient p un nombre premier, n > 1, et (p, X™) I'idéal de Z[X| engendré par p et X™.
(a) Montrer que (p, X™) NZ = pZ.

(b) Déterminer c¢(Z[X]/(p, X™)).

6. Déterminer ¢(Z[X]/(2, X3)(3, X?)).
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Exercice 2. Pour tout anneau commutatif A on note Z(A) ’ensemble des idéaux de A et P(A)
I’ensemble des idéaux premiers de A. Soient A et B des anneaux commutatifs.
1. Soient I € Z(A) et J € Z(B). Montrer que I x J € Z(Ax B) et que Ax B /I x J =~
A/l x B/J.
2. Soit I € Z(Ax B). Soient les morphismes pg : AxB — A, (a,b) — aet pp: AxB — B,
(a,b) — b. Montrer que I =pa(I) x pp(I).
Soit I'application ¢ : Z(A) x Z(B) — Z(A x B), (I,J) — I x J.
3. Montrer que ¢ est bijective.
4. Montrer que ¢~1(P(A x B)) = P(A) x {B} U {4} x P(B).
5. Soit p un nombre premier. Déterminer Z(Q[X]/(X? — 1)) et P(Q[X]/(XP —1)).

Exercice 3.

1. Montrer que X° + Y?® — 2 est irréductible dans Q[X,Y].

2. Montrer que l'application Q[X,Y] — Q[X,Y], P(X,Y) — P(X =Y, X +Y) est un
automorphisme d’anneau.

3. Montrer que X° + 10X3Y?2 +5XY* — 1 est irréductible dans Q[X, Y.



