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1. ANNEAUX

Exercice 1.1. Soit V le R-espace vectoriel de dimension trois V =R & R & R. Montrer
que (V,+,A) n’est pas un anneau.

Exercice 1.2. Soient E un ensemble et P(E) 'ensemble des parties de E. Pour A, B €
P(E) on définit la différence symétrique de A et de B par

AAB = (AUB)\ (AN B).

def

Montrer que (P(E), A, N) est un anneau commutatif.

Exercice 1.3. Soit (S,+) le groupe abélien des suites (uy,)n>0 avec u, € Z.

1. Montrer que (Endg,,(S),+,0) est un anneau.

2. Soit f:S — S l'application donnée par f(ug, w1, u2,us,...) = (0,ug, ui, uz,...).
(a) Montrer que f € Endg,,(S).
(b) Montrer qu’il existe f’ € Endy,,(S) tel que f’' o f =Idg.
(c) Montrer que f o g # Ids pour tout g € Endg,,(S).

Exercice 1.4 (Quaternions réels). Soit H le sous-ensemble de M3(C)

Hcif { <_aﬂ g), a,ﬁG(C}.

1. Montrer que H est un sous-anneau non commutatif de M>(C).
2. Montrer que tout élément non nul de H est inversible.

3. Soient
) i1 0 ) 0 1 0 <
(0 %) = (80) (o) e
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(a) Montrer que i = =k?> = —1 et ij = —ji = k, jk = —kj = i, ki = —ik =j.
(b) Montrer que H est un R-espace vectoriel et que (1,1, ], k) en est une base.

Exercice 1.5. Soient S,T € My(Q) les matrices

0 -3 0 0 0 0 —1 0
1 0 0 0 00 0 1
S=10 0 o0 —3| ¢ T=11 o o o
0 0 1 0 0 -1 0 0

1. Montrer que S?4+3=0,T7?24+1=0, et ST =T7'85.

2. Soit D = Q[S,T] le plus petit sous-anneau de My(Q) contenant Q1, S, et T.
Montrer que D est un sous-espace vectoriel de dimension 4 de M4(Q) et que
(1,S8,T,ST) en est une base.

3. Montrer que det(a + bS + c¢T + dST) = (a® + 3b*)? + (¢ + 3d?)? + 6(ad + bc)? +
2(ac — 3bd)? pour tous a,b,c,d € Q.

4. Montrer que tout élément non nul de D est inversible.

Exercice 1.6. Soient R un anneau non nul et x € R un élément nilpotent, c’est-a-dire tel
qu’il existe n € N tel que 2" = 0.

1. Montrer que 1 4+ x € R*.

2. Soit uw € R*. Montrer que 1 4+ uzu~! € R*.

3. Soit u € R* tel que ux = xu. Montrer que u+ = € R*.

4. Soient X = (3 1), U= (1) € M(Q). Montrer que X est nilpotent, U € GLy(Q),
et U+ X € GL2(Q).

Exercice 1.7. Soient R un anneau et Z(R) son centre
Z(R) = {z€R|Vz€R,zz=2zx}

1. Montrer que Z(R) est un sous-anneau commutatif de R.

Soit K un corps.
. b
2. Soit S = {(g 6! 8) € M3(K), a,b,c,d,e € K}. Montrer que S est un sous-anneau
e

de Ms(K) et que Z(S) = {(§ a 8) € My(K), a,e € K }.

3. Soit n > 1 entier. Montrer que Z(Mn(K)) = K1, ou I, est la matrice identité de
M, (K). (Considérer les matrices élémentaires.)

Exercice 1.8. Soit ¢ : C — M3(R) I'application donnée par x + iy — (gj _xy), z,y € R.
Montrer que ¢ est un morphisme d’anneaux R-linéaire injectif.

Exercice 1.9. Soient R, .S des anneaux non nuls et ¢ : R — S un morphisme d’anneaux.
Montrer que ¢ induit un morphisme de groupes > : R* — S*.

Exercice 1.10. Soient K un corps et n > 2 un entier. Pour ai,...,a, € K on note

Diag(ai,...,a,) € My(K) la matrice (a; ;)i1<i j<n donnée par a;; = a; et a;; = 0 si i # j.

1. Montrer que 'application K* — GL,(K), a — Diag(a,1,...,1) est un morphisme

de groupes injectif. Peut-on ’étendre en un morphisme d’anneaux K — M, (K) ?

2. Montrer que lapplication K — M,(K), a — Diag(a,...,a) est un morphisme
d’anneaux injectif.
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2. ANNEAUX COMMUTATIFS
Idéaux.

Exercice 2.1. Soient A un anneau commutatif non nul.

1. Soit I un idéal de A. Montrer que I = A si et seulement si 1 € I.
2. Soit a € A. Montrer que (a) = A si et seulement si a € A*.

Exercice 2.2. Soit A un anneau commutatif non nul. Montrer que A est un corps si et
seulement si les seuls idéaux de A sont (0) et A.

Exercice 2.3. Soient K, L des corps et A = K x L.

1. Déterminer les idéaux de anneau A.
2. Montrer que A n’est pas un corps.

Exercice 2.4. Soient K un corps et A= {(j ) € Ma2(K), z,y € K}.
1. Montrer que A est un sous-anneau commutatif de My (K).
2. Déterminer A*.
3. Soient a,b € A\ A*. Montrer que ab = 0.
4. Déterminer les idéaux de A.

Exercice 2.5. Soient A un anneau commutatif non nul et a,b € A.

1. On suppose que (a) = (b). Montrer que a = 0 si et seulement si b = 0.
2. On suppose A intégre. Montrer que : (a) = (b) < Ju € A tel que a = ub.

Exercice 2.6. Soit A = C([0,1],R) 'anneau des fonctions continues de [0, 1] dans R.
1. Montrer que A* ={f € A|Vz €]0,1], f(x) # 0}.
2. Déterminer les éléments nilpotents et les éléments idempotents de A.
3. Montrer que A n’est pas integre.
4. Soient S un sous-ensemble non vide de [0,1] et Z(S) ={f € A|Vz € S, f(z) = 0}.
Montrer que Z(S) est un idéal de A.
5. Soient I =Z([0,1]) et J = Z([3,1]). Déterminer I.J, INJ, et I+ J.

Exercice 2.7. Soient A un anneau commutatif et I, J deux idéaux de A. Montrer que :
I+J=A= 1J=1InJ.

Exercice 2.8. Soient A un anneau commutatif et I,.J deux idéaux de A. Montrer que :
I+J=A = I"4+J" = A pour tout entier n > 1. (Considérer (z + y)?" avec x € I et
yeJtelsquex+y=1)

Exercice 2.9 (Nilpotents). Soient A un anneau commutatif et Nil(A) I'ensemble des
éléments nilpotents de A

Nil(A) = {a € A|3n €N tel que a" = 0}.
Montrer que Nil(A) est un idéal de A.

Exercice 2.10. Soient A un anneau commutatif et I, J, K des idéaux de A.
1. Montrer que IJ + IK = I(J + K).
2. Montrer que (INJ)+(INK)CIN(J+ K).
3. Montrer que: JCI = (INJ)+(UINK)=INn(J+K).
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4. Soient F' un corps, A = F[X,Y], I = (X), J =(Y), et K = (X +Y). Montrer
que INJ)+(INK)=(X%XY)et IN(J+K)=(X).

Exercice 2.11. Soient A un anneau commutatif non nul, S une partie multiplicativement
stable, et I un idéal de A. Montrer que S~'I = S~!A si et seulement si I N S # @.

Exercice 2.12. Soient A un anneau commutatif non nul, S une partie multiplicativement
stable, et I, J des idéaux de A.

1. Montrer que S~Y(I +J) = ST+ S71J.
2. Montrer que S~(IJ) = (S7I)(S~1J).
3. Montrer que S~'(INJ)=S"'InsS1J.

Exercice 2.13. Soient A un anneau commutatif et a € A. Montrer que a € A* si et
seulement si a n’appartient & aucun idéal maximal de A.

Exercice 2.14. Soient A un anneau commutatif et m un idéal de A.

1. Montrer que A* C A\ m si et seulement si m # A.
2. On suppose que A\ m = A*.
(a) Montrer que m est maximal.
(b) Montrer que m est 'unique idéal maximal de A.
3. On suppose que m est I'unique idéal maximal de A. Montrer que A\ m = A*.

Exercice 2.15. Soient A un anneau commutatif et p un idéal premier de A. Soient n > 1
entier et I,..., I, des idéaux de A tels que I ..., C p. Montrer qu’il existe 1 < k <n
tel que I C p.

Exercice 2.16. Soient A un anneau commutatif integre et a,b € A avec a # 0. On
suppose que (a) est premier et que (a) C (b). Montrer que (a) = (b) ou (b) = A.

Exercice 2.17 (Aout 2009). Soient A un anneau commutatif, / un idéal de A, a € A, et
(I:a)d:f {be A|abeI}.

1. (a) Montrer que (I : a) est un idéal de A.
(b) Montrer que I C (I : a).
(c) Montrer que si a € A* alors (I :a) =1I.
(d) Montrer que (I : a) = A si et seulement si a € I.
2. Soit p un idéal premier de A. Montrer que {a € A | (p:a)=p} = A\ p.

Soient S un sous-ensemble non vide de A et
(I:S)d:f {be A|VaeS, abeI}.

3. (a) Montrer que (I : S) est un idéal de A.
(b) Montrer que (I :5) = (I:(9)).
(c) Montrer que (I : A)=1Tet (I:1)=A.
4. Soit J un idéal de A.
(a) Montrer que (I : J) = A si et seulement si J C I.
(b) Soit p un idéal premier de A. Montrer que (p : J) = p si et seulement si J Z p.
(¢) Soit m un idéal maximal de A. Montrer que (p : m) = p si et seulement si

p#m.
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Morphismes.

Exercice 2.18. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux commutatifs non nuls. Montrer
que si A est un corps alors f est injectif.

Exercice 2.19. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux commutatifs non nuls.

1. Montrer que Ker f n’est pas un sous-anneau de A.
2. Montrer que Im f est un idéal de B si et seulement si f est surjective.

Exercice 2.20. Soient A, B des anneaux commutatifs, C, D des sous-anneaux de A, B
respectivement, et f : A — B un morphisme d’anneaux.

1. Montrer que f(C) = {f(c), c € C} est un sous-anneau de B.

2. Montrer que f~1(D) = {a € A| f(a) € D} est un sous-anneau de A.

Exercice 2.21. Soient A, B,C des anneaux commutatifs et f: A — B, g : B — C des
morphismes d’anneaux.
1. Montrer que go f est un morphisme d’anneaux, que f~!(Ker g) est un idéal de A,
et que Ker(go f) = f~}(Kerg), Im(go f) = g(Im f).
2. On suppose que A est un sous-anneau de B. Soient ¢ : A — B l'inclusion, I un
idéal de B, et m: B — B/I la projection. Montrer que A NI est un idéal de A et
que Ker(mror) =ANI, Im(ror) =A/(ANI).

Exercice 2.22. Soit A un anneau commutatif non nul.

1. Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux vy : Z — A.
2. On suppose A integre. Montrer que Kerv4 = (0) ou pZ avec p premier.

Exercice 2.23. Soient n € Z, \/n € C tel que \/n? = n, et Z[/n] le sous-anneau de C
engendré par \/n. Déterminer les morphismes d’anneaux Z[/n| — C.

Exercice 2.24. Soit f : R — R un morphisme d’anneau.

1. Montrer que la restriction de f a Q est 'identité.

Soit = € R tel que z > 0. Montrer que f(z) > 0.

Montrer que f est croissante.

Montrer que f = Idg.

Soit ¢ : C — C un morphisme d’anneau tel que ¢(R) C R. Montrer que ¢ = Id¢
ou  est la conjugaison complexe z — Z.

Uk D

Exercice 2.25. Soient A un anneau commutatif, I un idéal de A, et 7 : A — A/I le
morphisme de projection a — a mod I, a € A.

1. Montrer que 7 induit une bijection croissante
{Idéaux de A contenant I} — {Idéaux de A/I}
Jr— J/I.
2. Montrer que 7 induit une bijection entre les idéaux premiers de A/ et les idéaux
premiers de A contenant I.

3. Montrer que 7 induit une bijection entre les idéaux maximaux de A/ et les idéaux
maximaux de A contenant I.

Exercice 2.26. Soient f : A — B un morphisme d’anneaux commutatifs et J un idéal
de B.
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1. Montrer que f~1(J) = {a € A| f(a) € J} est un idéal de A.
2. Montrer que si J est premier alors f~!(.J) est premier.
3. On suppose f surjectif. Montrer que si J est maximal alors f~!(J) est maximal.
4. (a) Soient A =7, B =Q, f = inclusion, et J = (0). Montrer que J est un idéal
maximal de B et que f~!(.J) n’est pas un idéal maximal de A.
(b) Soient A = Q, B = Q[X], f = inclusion, et J = (X). Montrer que J est un
idéal maximal de B et que f~!(J) est un idéal maximal de A.

Exercice 2.27. Soient f : A — B un morphisme d’anneaux commutatifs et I un idéal de
A.

1. Soient A =7Z, B = Q et f = inclusion. Montrer que f(I) = {f(a), a € I} est un
idéal de B si et seulement si I = (0).

2. On suppose [ surjectif. Montrer que f(I) est un idéal de B.

3. Soient A = Z, B = Z/nZ avec n > 2, f = projection modulo nZ, et I = pZ
avec p premier. Montrer que I est un idéal maximal de A et que f(I) est un idéal
maximal de B si et seulement si p divise n.

4. Soient A = Z[X], B = (Z/nZ)[X] avec n > 2, f = projection modulo nZ[X], et
I = (X). Montrer que (X) est un idéal premier de A et que f(I) est un idéal
premier de B si et seulement si n est premier.

Exercice 2.28. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux commutatifs.
1. On rappelle que si J est un idéal de B alors f~1(J) est un idéal de A (cf. exer-
cice 2.26). Soient Ji, Jo deux idéaux de B.
(a) Montrer que f~1(Ji+J2) 2 f71(J1) + f~ (o).
(b) Montrer que f~1(J1 N Jy) = f~1(J1) N fF~1(J2).
(c) Montrer que f~'(J1J2) 2 f~1(J1)f~1(J2).
2. Pour I un idéal de A soit f.(I) I'idéal de B engendré par f(I) (cf. exercice 2.27).
Soient I, I5 deux idéaux de A.
(a) Montrer que fi(I1 + I2) = fi(I1) + fu(I2).
(b) Montrer que f.(I1 N1I2) C fi(I1) N fo(12).
(c) Montrer que fi(I112) = fo(I1) f«(I2).

Exercice 2.29. Soient A un anneau commutatif et v : Z — A le morphisme d’anneaux
donné par v(1) = 14.
1. On suppose que v(n) € A* pour tout n € Z \ {0}.
(a) Montrer que v est injectif.
(b) Montrer qu’il existe un unique morphisme ¢ : Q — A tel que ¢z = v.
2. On suppose que v est injectif et que v(2) € A*.
(a) Montrer que B = {5, n € N,m € Z} est un sous-anneau de Q.
(b) Montrer qu’il existe un unique morphisme 1 : B <— A tel que ¢z = v.
(c) On suppose que v(n) € A* pour tout n € Z \ {0}. Montrer que p|g = 1.

Exercice 2.30. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux non nuls. On suppose que A a
un unique idéal maximal et que f est surjectif. Montrer que B a un unique idéal maximal.

Exercice 2.31. Soient A un anneau commutatif, m un idéal maximal de A, et a € A tel
que a € m.
1. Montrer que m + (a) = A.
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2. Soit am = (a)m. Montrer que A/am ~ A/m x A/(a).

Exercice 2.32. Soient A un anneau commutatif et I,.J, K des idéaux de A tels que
I+J=1+K=J+K=A.
1. Montrer que I NJ + K = A (cf. exercice 2.7).
2. Montrer que l'application A — A/INJ x A/K, a — (a+INJ,a+ K), induit un
isomorphisme A/INJNK ~A/INJ x A/K.
3. Montrer que I'application A — A/I x A/Jx A/K, aw (a+1,a+J,a+ K), induit
un isomorphisme A/ INJNK ~ A/l x A/J x A/K.

Exercice 2.33 (Idempotents). Soient A un anneau commutatif non nul et Id(A) 'ensemble
des éléments idempotents de A

Id(A) = {ec A|e? =e}.

Noter que {0,1} C Id(A).
1. Soit e € Id(A).
(a) Montrer que e € A* si et seulement si e = 1.
(b) Montrer que 1 — e € Id(A).
(c) Montrer que e(1 —e) = 0.
2. On suppose que A >~ B x C' ou B et C sont des anneaux non nuls. Montrer que
Id(A) # {0,1}.
3. On suppose que Id(A) # {0,1}. Soit e € Id(A) \ {0, 1}.
(a) Montrer que les anneaux A/(e) et A/(1 — e) sont non nuls.
(b) Montrer que (e) + (1 —e) = A.
(¢) Montrer que (e) N (1 —e) = (0).
(d) Montrer que A ~ A/(e) x A/(1 —e).

Exercice 2.34. Soient A, B des anneaux commutatifs non nuls.
1. Soient I un idéal de A et J un idéal de B.
(a) Montrer que I x J est un idéal de A x B.
(b) Montrer que (A x B)/(I x J) ~ (A/I) x (B/J).
2. Soit I un idéal de A x B. Pour € A x B on note xI l'idéal produit (z)I =
{zc; c € I}. Soient eq = (14,0B),ep = (04,1p5) € A X B.
(a) Montrer que eql Nepl = (0axp) et que I = el +epl.
(b) Montrer que I = pa(I) xpp(I) ol pg et pp sont les morphismes de projection
de A x B dans A et B respectivement.
(c) Montrer que I est premier si et seulement si [pa(]) = A et pg(I) est premier]
ou [pa(I) est premier et pp(I) = B].

Anneaux de nombres.

Exercice 2.35. Pour n > 1 entier soit ¢/n € R I'unique réel positif dont le cube est n.
Soit Z = {a + b3/2 + cV/4, a,b,c € Z} C R. Montrer que Z est un sous-anneau de R.

Exercice 2.36. Pour n > 1 entier soient y/n € R 1'unique réel positif dont le carré est n
et Z[\/n] le sous-anneau de R engendré par /n.

1. Montrer que Z[y/n] ={a+by/n, a,b € Z}.

2. Montrer que les anneaux Z[v/2] et Z[v/3] ne sont pas isomorphes.
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3. Montrer que Q[y/n] ={a+by/n, a,b € Q} est un corps.

Exercice 2.37. Soit O = {%\/g, a,b € Z tels que a = b mod ZZ} C R.
1. Montrer que O est un sous-anneau de R.

2. Montrer que O = Z[HZ\/S ], le sous-anneau de R engendré par 127‘/5 € R.

Exercice 2.38 (Entiers de Gauss). Soit Z[i] le sous-anneau de C engendré par i € C.
1. Montrer que Z[i| = {a + bi; a,b € Z}.
2. Montrer que Z[i|* = ().
3. Montrer que Q[i] = {a+bi; a,b € Q} est un corps.

Exercice 2.39. Soit Z[v/2] le sous-anneau de R engendré par v/2.

1. Montrer que 3+ 2v/2 € Z[v/2]*.
2. Montrer que Z[v/2]* est infini.

Exercice 2.40. Soit Z[i | 'anneau des entiers de Gauss (cf. exercice 2.38).
1. Soit n € Z. Montrer que A = {a + bni; a,b € Z} est un sous-anneau de Z[i].
2. Soit A C Z[i] un sous-anneau.
(a) Montrer que Z est un sous-anneau de A.
(b) Montrer que I ={b€ Z | Ja € Z tel que a+bi € A} est un idéal de Z.
(¢) Soit n € Z tel que I = nZ. Montrer que A = {a + bni; a,b € Z}.

Exercice 2.41. Soit A= {$ € Q | a,b € Z premiers entre eux et b impair }.

1. Montrer que A est un sous-anneau de Q.

2. Déterminer A*.

3. Déterminer les idéaux de A.

4. Montrer que A possede un unique idéal maximal m.
5. Montrer que A/m ~ Z/2Z.

Exercice 2.42. Soit B={; € Q|a€Zet b=2",n € N}

1. Montrer que B est un sous-anneau de Q.

2. Déterminer B*.

3. Déterminer les idéaux premiers et les idéaux maximaux de B.
4. Soit p un nombre premier impair. Montrer que B/pB ~ Z/pZ.

Exercice 2.43 (Le corps des réels). Soient S(Q) 'anneau des suites a valeurs dans Q et
C(Q) le sous-ensemble de S(Q) formé des suites qui sont de Cauchy. Soit

Co(Q) = {(an)nen € C(Q) | nEI—iI-looan =0}

1. Montrer que C(Q) est un sous-anneau de S(Q) et que Co(Q) est un idéal de C(Q).
L’anneau des nombres réels est I’anneau quotient R = C(Q)/Co(Q).
2. Montrer que I'application @ — R donnée par a — (a,a,a,...) mod Cy(Q) est un
morphisme d’anneaux injectif.

3. Soit (an)nen € C(Q) \ Co(Q). Montrer que : 3¢ > 0,IN € N|n > N = |a,| > €.
4. Montrer que R est un corps et que Co(Q) est un idéal maximal de C(Q).

Exercice 2.44. Soit n € N tel que n > 2. Déterminer les idéaux premiers et les idéaux
maximaux de Z/nZ.
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Exercice 2.45. Soient n,m € N tels que n,m > 2.

1. Déterminer les sous-anneaux de Z/nZ x Z/mZ.

2. Déterminer (Z/nZ x Z/mZ)*.

3. Déterminer les idéaux de Z/nZ x Z/mZ.

4. Déterminer les idéaux premiers et les idéaux maximaux de Z/nZ x Z/mZ.

Exercice 2.46. Soient p € N un nombre premier et n € N tel que n > 1.

1. Déterminer les idéaux de Z/p"Z.
2. Montrer que Z/p"Z posseéde un unique idéal maximal m.
3. Montrer que (Z/p"7Z)/m ~ Z/pZ.

Exercice 2.47. Soient n,m € N tels que n,m > 1.

1. Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux = de Z/nmZ dans Z/nZ.
Déterminer Ker 7 et Im 7.

2. Donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe un morphisme
d’anneaux Z/nZ — Z/mZ.

Exercice 2.48 (Entiers p-adiques). Soit p € N un nombre premier. Pour n > 1 entier soit
Tn : Z)p" T Z — 7./p"Z le morphisme de projection m mod p"*1Z s m mod p"Z, m € Z.
Soit
Ly = {(an)nzl € H Z/p"Z | Yn>1, mp(ant1) = an}.
def
n>1

1. Montrer que Z, est un sous-anneau de [[, -, Z/p"Z.

2. Montrer que Z — Z;, m — (m mod p"Z)ngo est un morphisme d’anneaux injectif.

3. (a) Soient n > 1, apy1 € Z/p" 7, et mp(ans1) = an € Z/p"7Z. Montrer que a1

est inversible si et seulement si a,, l'est.
(b) Soit (an)n>1 € Zp. Montrer que (an)n>1 € Z,; si et seulement si a; # 0.
4. Montrer que les idéaux de Z, sont (0) et les p"Z,, n > 0.
5. Soit n > 1. Montrer que Z,/p"Z, ~ Z/p"Z.

Anneaux de polyndomes.

Exercice 2.49.
1. Soient A = Z/15Z et P(X) = X% — 1 € A[X]. Montrer que {a € A | P(a) =0} =
{1, —1,4, —4} et vérifier que P(X) = (X —1)(X +1) = (X —4)(X +4) dans A[X].
2. Soient A =Z/6Z et P(X) = X? — X € A[X]. Montrer que {a € A | P(a) =0} =
{0,1,3,4} et vérifier que P(X) = X(X — 1) = (X — 3)(X — 4) dans A[X].

Exercice 2.50. Soient A un anneau commutatif, ¢ € A tel que €2 = 0, et P(X) =
eX + 1€ A[X]. Montrer que P(X) € A[X]*.

Exercice 2.51. Montrer que I'idéal (X) de Z[X] est premier non maximal.
Exercice 2.52. Soient A, B des anneaux commutatifs integres et ¢ : A[X]| — B[X] un

morphisme d’anneaux.

1. Montrer que % induit un morphisme de groupes ¢¥* : A* — B*.
2. Montrer que : 1 isomorphisme d’anneaux = ™ isomorphisme de groupes.
3. Montrer que les anneaux R[X] et C[X] ne sont pas isomorphes.
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Exercice 2.53. Soient A un anneau commutatif, I un idéal de A, et I[X] le sous-ensemble
de A[X] formé des polynémes dont tous les coefficients sont dans I.

1. Montrer que I[X] est un idéal de A[X].

2. Montrer que les anneaux A[X]/I[X] et (A/I)[X] sont isomorphes.

3. Montrer que I est premier si et seulement si I[X] est premier.

4. Soit n € N. Montrer que les anneaux Z[X]/nZ[X] et (Z/nZ)[X] sont isomorphes.
5. Montrer que les anneaux A[X,Y]/(Y) et A[X] sont isomorphes.

Exercice 2.54. Soient K un corps et a,b € K. Soient les applications
¢: K[X,Y] — K[X] x K[Y] . Vv KIX]xK[Y] — K x K
P(X,Y) — (P(X,0),P(a,Y)) (QUX),R(Y)) — (Q(a), R(b)).

1. Montrer que ¢ et ¢ sont des morphismes d’anneaux.
2. Soit D = {(a,8) € K x K | a = 3}. Montrer que Im ¢ = ¢~(D).
3. Montrer que v est surjective et que Im(¢) o ) ~ K.

Exercice 2.55. Soit A un anneau commutatif. Pour un morphisme d’anneau o : A — A
soit ¥, : A[X] — A[X] l'application } ., apX¥ — > 0<k<n o(a)X* n €N, a; € A.

1. Montrer que 9, est un morphisme d’anneau.

2. Déterminer Ker ¢, et Im, en fonction de Kero et Imo. En déduire que 1, est
bijective si et seulement si o l'est.

3. Montrer que 'application 1 : Aut(A) — Aut(A[X]), 0 — 1), est un morphisme de
groupes injectif.

Exercice 2.56. Soient A un anneau commutatif non nul, a,b € A avec a € A%, et
v(a,b) : A[X] — A[X] l'application donnée par P(X) — P(aX +b), P(X) € A[X].
Montrer que ~y(a,b) est un automorphisme d’anneau et déterminer son inverse.

Exercice 2.57. Soit A un anneau commutatif. Pour Q(X) € A[X] soit cg : A[X] — A[X]
Papplication donnée par P(X) — P(Q(X)), P(X) € A[X].

1. Montrer que cg est un morphisme d’anneau.

2. Montrer que Imcg est le plus petit sous-anneau de A[X] contenant A et Q(X).

On suppose que A est integre.

3. Montrer que deg@ > 1 = degcg(P) = deg P deg Q.
4. Déterminer Ker cq.
5. Déterminer les Q(X) € K[X] tels que cg € Aut(K[X]).

Exercice 2.58. Soient K un corps et ¢ : K[X] = K[X] un automorphisme d’anneau.

1. Montrer que ¥ € Aut(K).

2. Montrer que ¥(X) est irréductible dans K[X]|. En déduire que K[X]/(¥(X)) est
un corps et un K-espace vectoriel de dimension deg ¢ (X).

3. Montrer que ¢ induit un automorphisme de corps ¢ : K[X]/(X) = K[X]/(¥(X)).
En déduire que deg (X)) = 1.

4. Montrer que Aut(K[X]) est I’ensemble des applications K[X] — K[X] données
par Y gcpen UXF = 3 0cren 0(ar)(@X +b)F avec 0 € Aut(K),a € KX etbe K.
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Exercice 2.59. Soit A un anneau commutatif non nul. Pour Q(X) € A[X] soit bg :
A[X] — A[X] l'application donnée par P(X) — Q(P(X)), P(X) € A[X]. Déterminer les
Q(X) € A[X] tels que by est un morphisme d’anneaux.

Exercice 2.60. Soit A un anneau commutatif non nul.
1. Montrer que A[X]/(X? +1) ~ A[X]/(X? +2X +2).
2. Montrer que A[X,Y]/(XY + X +Y) ~ AX,Y]/(XY + X —1).
3. Montrer que A[X,Y]/(X?24+Y?2 -2)~ A[X,Y]/(X?2 +Y? +2X +2Y).

Compléments.

Exercice 2.61 (Morphisme de Frobenius). Soient p un nombre premier, A un anneau
commutatif integre de caractéristique p, et ¢ : A — A lapplication a — a”.

1. (a) Montrer que ¢ est un endomorphisme d’anneau injectif.
(b) Soit A =IF,. Montrer que ¢ = Id4.
(c) Soit A = F,[X]. Montrer que Im ¢ = [E,[X?].
2. Soit F'={a € A| ¢(a) =a}.
(a) Montrer que F' est un sous-anneau de A.
(b) Montrer que Card(F') < p.
(c) Montrer que F' ~ F,.

Exercice 2.62. Soit A un anneau commutatif non nul. Pour a € A soit y, : A — A
I'application de multiplication par a donnée par x — ax, x € A.

1. Montrer que i, est un endomorphisme du groupe (A, +) pour tout a € A.

2. Montrer que p, est surjectif si et seulement si a € A*.

3. On suppose que A est integre. Montrer que p, est injectif si et seulement si a # 0.
4. On suppose que A est integre et fini. Montrer que A est un corps.

Exercice 2.63. Soit A un anneau commutatif intégre n’ayant qu’un nombre fini d’idéaux.

1. Soit @ € A non nul. Montrer qu'il existe 1 < n < m entiers tels que (a™) = (a™).
2. Montrer que A est un corps.

Exercice 2.64. Soient A un anneau commutatif non nul et I un idéal de A non premier.
Montrer qu’il existe des idéaux Iy, Iy de A tels que I C I; pouri =1,2 et I115 C 1.

Exercice 2.65 (Théoreme de Krull). Soient A un anneau commutatif et Nil(A) = {a €
A |3n € N tel que a" = 0} 'idéal des éléments nilpotents de A (cf. exercice 2.9).
1. Soit p un idéal premier de A. Montrer que Nil(A4) C p.
3. Soient a € A tel que a & Nil(A) et S = {a", n € N}.
(a) Montrer que l’ensemble des idéaux I de A tels que I NS = & contient un
élément maximal p. (Utiliser le Lemme de Zorn.)
(b) Montrer que p est un idéal premier de A. (cf. exercice 2.64.)
4. Soit P(A) I'ensemble des idéaux premiers de A. Montrer que

Nil(4) = )] ».
peEP(A)

Exercice 2.66 (Radical). Soient A un anneau commutatif et / un idéal de A. Le radical
de I est

\ﬁi:f{aeA|Eln€Ntelquea”€I}.
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1. Montrer que VT est un idéal de A contenant I.
2. Soit 7 : A — A/I le morphisme de projection. Montrer que v/1/I = Nil(A/I).
3. Soit P(A;I) I'ensemble des idéaux premiers de A contenant I. Montrer que /I =

N p (cf. exercice 2.65).
peP(AI)

Exercice 2.67 (Janvier 2009). Soient A un anneau commutatif et Nil(A) = {a € A |
dn > 1 tel que @™ = 0} 'ensemble des éléments nilpotents de A.

1. (a) Soient B un anneau intégre et f : A — B un morphisme d’anneau. Montrer
que Nil(A) C Ker f.
(b) Soit p un idéal premier de A. Montrer que Nil(A) C p.
On suppose que 'anneau A n’est pas nul.

2. Montrer que Nil(A) # A.
3. Soient s € A\ Nil(A) et S = {s"; n € N}.
(a) Montrer que 0 ¢ S.
(b) Montrer que anneau S~ A n’est pas nul.
4. (a) Montrer que S~ A contient un idéal premier q.
(b) Montrer que { ¢ q.
(c) Soit ¢ : A — S™'A, a— %. Montrer que s ¢ ¢~ *(q).
5. Soit P ’ensemble des idéaux premiers de A. Montrer que

Nil(4) = [ p.

peP

Exercice 2.68. Soient A un anneau commutatif non nul et p un idéal premier de A.
Soient A, le localisé de A par rapport & S = A\ p et pA, = S~ 'p.

1. Soit 0 : A — A, le morphisme a +— . Montrer que Kero C p.

Montrer que A, \ pAp, = Ay

Montrer que pA, est I'unique idéal maximal de Ay. (cf. exercice 2.14.)

Soit m: A, — Ap/pA, le morphisme de projection. Montrer que Ker(m o o) = p.

Montrer que Frac(A/p) ~ A, /pA;.

Gk L

Exercice 2.69 (Radical de Jacobson). Soient A un anneau commutatif non nul, J(A)
l'intersection des idéaux maximaux de A, et a € A. Montrer que a € J(A) si et seulement
sil—ax € A* pour tout xz € A.

Exercice 2.70. Soient A un anneau commutatif, A =[], .y A = {(an)nen; an € A}, et

Ao = {(an)nen € A | a, = 0 pour tout n € N sauf un nombre fini}.
€

1. Montrer que Ap est un sous-groupe du groupe produit (A, +).
Pour a = (ap)nen et b = (by)nen € Ap, on définit

axb=(ch)peny avec ¢, = Z apbm.
k+m=n
2. Montrer que (A, +, *) est un anneau commutatif.
3. Montrer que A — Ap, a — (a,0,0,...) est un morphisme d’anneaux injectif.
4. Montrer que A[X] — Ag, >, cny @n X" = (an)nen est un isomorphisme d’anneaux.
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Exercice 2.71 (Septembre 2007). Soit K un corps de caractéristique 0. Pour n € N et
P(X) € K[X] on note P (X) le polynéme obtenu en dérivant n fois P(X) par rapport
4 X (avec la convention P(®) = P). Soit a € K.
1. Soit P(X) € K[X]. Montrer qu'’il existe une unique suite (ozn(P))neN d’éléments
de K telle que o, (P) =0 pour n > deg P et P(X) =) yon(P)(X —a)".

Soit 6, : K[X] — K[X] I'application donnée par P(X) — > P<:;)!(a) (X —a)™.

2. Montrer que 6, est un morphisme d’anneau.
3. Calculer 0,(X) et 6,(c) avec ¢ € K. Montrer que 0, = Idgx] et que an(P) =

P pour tous P(X) € K[X] et n € N.

n!
Exercice 2.72 (Septembre 2007). Soit A un anneau commutatif non nul.

1. Soit @ € A. Montrer que (a) = A si et seulement si a € A*.
2. Montrer que A possede un unique idéal maximal m si et seulement si A* = A\ m.

Soient X un espace topologique non vide, C I’anneau commutatif des applications continues
de X dans R, et zg € X. Soit
I = {feC] il existe un voisinage V(o) de xg tel que fly ) = 0}.
3. Montrer que Z est un idéal de C.
Soient ¢ : C — R le morphisme d’anneau donné par f — f(xo) et A=C/T.

4. Montrer que I’association € : A — R, f mod Z — f(z0) est un morphisme d’anneau
surjectif.

5. Montrer que m = Ker ¢ est un idéal maximal de A.

6. Montrer que m est 'unique idéal maximal de A.

Exercice 2.73. Soit A un anneau commutatif non nul. Montrer que les inversibles de
A[X] sont les polynoémes a, X™ + ...+ a1 X + ap avec n € N et a € A tels que aqp € A*
et ag nilpotent pour tout 1 < k < n.

3. ARITHMETIQUE DES ANNEAUX
Anneaux de polynoémes.

Exercice 3.1. Soient A un anneau integre, P(X) € A[X], et a € A.

1. Montrer que P(X) est irréductible dans A[X] si et seulement si P(X + a) Pest.

2. Montrer que (X — a) divise P(X) dans A[X] si et seulement si P(a) = 0.

3. On suppose P(X) unitaire et deg P = 2 ou 3. Montrer que P(X) est irréductible
dans A[X] si et seulement si il n’a pas de racine dans A.

Exercice 3.2. Déterminer les racines du polynéme X3 — X dans Z/6Z.

Exercice 3.3. Soit K un corps.

1. Montrer qu'un polynéme dans K[X] de degré n > 1 a au plus n racines dans K.
2. Soit GG un sous-groupe fini de K*. Montrer que G est cyclique.

3. Soit p € N premier. Montrer que F* est cyclique.

4. Montrer que {£1, &i, £j, £k} est un sous-groupe non cyclique de H* (exercice 1.4).

Exercice 3.4. Soit A un anneau commutatif.
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1. On suppose que A est un corps. Montrer que A[X] est principal.
2. On suppose que A[X] est principal.
(a) Montrer que A est integre.
(b) Montrer que X est irréductible dans A[X].
(c) Montrer que l'idéal (X) est maximal dans A[X].
(d) Montrer que A est un corps.

Exercice 3.5. Soit p € Z un nombre premier.
1. Soit P(X) € Z[X]. Montrer que : p € (P(X)) & (P(X)) = Z[X] ou pZ[X].
2. Montrer que (p, X) # Z[X] et (p, X) # pZ[X].
3. Montrer que (p, X) n’est pas un idéal principal de Z[X].

Exercice 3.6. Soient A = Z[iv/3] le sous-anneau de C engendré par i1/3 et K = Frac A.

1. Montrer que K = {z +iv3y; 2,y € Q}.
2. Montrer que X2 + X + 1 est réductible dans K[X] et irréductible dans A[X].

Exercice 3.7 (Aout 2009). Soient A un anneau commutatif intégre et K = Frac A. Soit
I’application
p:A[X] — K(X)
1
P(X) — XdesP P(E),
avec la convention X > = 0. Soient P(X),Q(X) € A[X].
1. Montrer que p(P) € A[X] et que p n’est pas un morphisme d’anneau.
2. Montrer que p(PQ) = p(P)p(Q).
3. On suppose que P(0) # 0. Montrer que deg p(P) = deg P et que p?(P) = P.
4. Montrer que P(X) est irréductible dans A[X] si et seulement si p(P(X)) Dest.

Exercice 3.8. Soient K un corps et a,b € K.
1. Montrer que K[X]/(X —a) ~ K.
2. Montrer que K[X,Y]/(Y —b) ~ K[X].
3. Montrer que K[X,Y]/(X —a,Y —b) ~ K.
4. Montrer que K[X,Y]/(X +Y) ~ K[X].
Exercice 3.9. Soit Q[v/2] le sous-anneau de R engendré par v/2 et Q.
1. Montrer que Q[X]/(X? — 2) ~ Q[v2].
2. Montrer que Q[v/2] est un corps.
Exercice 3.10. Soit Z[i] le sous-anneau de C engendré par i .
1. Montrer que Z[X]/(X? + 1) ~ Z[i].
2. Montrer que (X2 + 1) est un idéal premier non maximal de Z[X].
Exercice 3.11. Montrer que les idéaux suivants sont premiers dans Z[X].
(a) pZ[X] avec p € N premier,
(b) (P(X)) avec P(X) € Z[X] irréductible,
(¢) (p, P(X)) avec p premier et P(X) € Z[X] irréductible tel que P(X) mod pZ[X]
est irréductible dans F,[X].

Exercice 3.12. Soient K un corps et a,b € K*. Montrer que les anneaux K[X]/(X?—a?)
et K[X]/(X? — b%) sont isomorphes.
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Exercice 3.13. Factoriser les polyndémes suivants dans les anneaux indiqués.
1. X4+ 1, X*—4 et X0 —1 dans C[X], R[X] et Q[X].
2. X2+ X +1, X3+ X +2et X'+ X3+ X +1 dans F3[X].
3. X2+ 1et X*+ 1 dans F5[X].

Exercice 3.14. Montrer que les polynémes suivants sont irréductibles dans Q[X].

1. 2X10 — 15, 3X7 4+ 21, 6X°3 — 126, et 7X° + 42X + 12.
2. X°—12X% 4+ 36X — 18 et 3X10 — 75X + 4230X% — 7185X + 8610.

Exercice 3.15. Soient n > 1 entier et a € Z \ {—1,0, 1} sans facteur carré. Montrer que
X"™ — a est irréductible dans Q[X].

Exercice 3.16 (Septembre 2007). Soient A un anneau commutatif et 7, J deux idéaux de
A. Soit ¢ : A — A/I x A/J le morphisme d’anneaux donné par a — (a mod I,a mod J).

1. Déterminer Ker .

2. Montrer que ¢ est surjective si et seulement si [ + J = A.

3. Soit P(X) = X*—6X3+18X%-12X € Q[X]. Montrer que I'anneau Q[X]/(P(X))
est isomorphe & Q x K ou K est un corps.

Exercice 3.17. Soit p € Z un nombre premier. On pose
y(X) = XPl e XP 24 4 X +1 eZ[X].

1. Montrer que ®,(X) = Xp o

(X
2. Montrer que ®,(X + ) est un polyndme d’Eisenstein.
3. Montrer que ®,(X) est irréductible dans Q[X].

4. Factoriser ®,(X) dans F,[X].

Exercice 3.18. Soit P(X) = X3 + X? + 1 € K[X].

1. Montrer que P(X) est irréductible dans Fp[X].
2. Montrer que k = F[X]/(P(X)) est un corps a huit éléments.

Exercice 3.19. Soit p € N un nombre premier.

1. Factoriser X? — 1 dans F,[X].
2. Factoriser X? — X dans F,[X].

Exercice 3.20. Factoriser X* — X dans F[X] et X — X dans F3[X].

Exercice 3.21. Soit p € N un nombre premier, p # 2. On pose (IF'pX)2 ={2?, 2z ¢ FX}.
1. Montrer que (IFpX)2 est de cardinal %.
2. Soit a € FY tel que a & (F))?. Montrer que X? — « est irréductible dans F,[X].
3. Montrer que k = E,[X]/(X? — «) est un corps.
4. Montrer que k est un F,-espace vectoriel de dimension 2 et que (1, () avec f =
X mod (X? — a) en est une base.
5. Montrer que tout z € k est racine du polynome X?° — X € E,[X].

6. Factoriser X?° — X dans k[X] et dans E,[X].

Exercice 3.22. Soient K un corps.

1. Soit P(X) € K[X] un polynéme ayant une racine simple dans K. Montrer que
Y™ — P(X) est irréductible dans K[X, Y] pour tout entier n > 1.
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2. (a) On suppose que la caractéristique de K est différente de 2. Montrer que
X2 +Y? 1 est irréductible dans K[X,Y].
(b) On suppose que la caractéristique de K est 2. Montrer que X2 + Y2 — 1 =
(X 4+Y +1)2 et que X +Y + 1 est irréductible dans K[X,Y].

Exercice 3.23 (Aotut 2008).

1. Etudier I'irréductibilité des polynomes suivants dans QlX,Y].
(a) X2+Y?
(b) X?+Y?+ X
() X2+Y2+ X +1
(d) X2 +Y?+XY.
2. Méme question dans C[X,Y].

Exercice 3.24 (Janvier 2008). Soient P(X,Y) = Y% — 7X3 —3X%2 + 81 et Q(X,Y) =
2Y4 - 14X3 - 6X2 € Q[X,Y].
1. Montrer que 7X3 + 3X? — 81 est irréductible dans Q[X].
Montrer que P(X,Y) est irréductible dans Q[X, Y.
Montrer que Q[X,Y]/(P) est integre.
Montrer que Q[X, Y]/(PQ) ~ Q[X, Y]/(P) x Q[X, Y]/(Q).
Montrer que Q[X, Y]/(Q) est integre. L’anneau Q[X,Y]/(PQ) est-il integre 7

Exercice 3.25 (Janvier 2009). Soient les polynomes P(X,Y) = Y2 - X3V + XY —2Y +
X3 - X+2et QX,Y)=Y2-X3Y + XY +1€Q[X,Y].

1. Montrer que X3 — X + 2 est irréductible dans Q[X].

2. Montrer que P(X,Y) est irréductible dans Q[X,Y].

3. Montrer que l'application Q[X,Y] — Q[X,Y] donnée par R(X,Y) — R(X,Y +1)

est un automorphisme d’anneau.
4. Montrer que Q(X,Y) est irréductible dans Q[X,Y].
5. Etudier Dirréductibilité de P(X,Y) — Q(X,Y) dans Q[X,Y].

Exercice 3.26. Soient K un corps, A = K[X,Y]/(X%, XY,Y?), 2 = X mod (X%, XY,Y?)
et y =Y mod (X2, XY,Y?) € A.
1. Montrer que A est un K-espace vectoriel et que (1,z,y) en est une base.
2. Montrer que A* = {ax +by +c| a,b,c € K et a # 0}.
3. Montrer que les idéaux principaux de A sont (0), A, (y) et les (z + A\y), A € K.
4. Soit I un idéal non principal de A. Montrer que I = (z,y).

Gk D

Anneaux d’entiers des extensions quadratiques de Q.

Exercice 3.27 (Extensions algébriques de Q). Soit a € C tel qu’il existe Q(X) € Q[X]
non nul tel que Q(a)) = 0.
1. Montrer qu’il existe un unique Ppiy(a)(X) = P(X) € Q[X] tel que
(i) P(X) £0,
(ii) P(X) est unitaire,
(i) P(a) =0,
(iv) deg P = Min{deg @ ; Q(X) € Q[X] tel que @ # 0 et Q(«v) = 0}.
2. Montrer que P () (X) est irréductible dans Q[X].
3. Soit ¢ : Q[X] — C le morphisme Q(X) — Q(«a). Montrer que Ker ¢ = (Ppin()).
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Montrer que Im ¢ = Q(«) est un sous-corps de C.

Soit n = deg Ppin(). Montrer que Q(«) est un Q-espace vectoriel de dimension
n admettant pour base (1,a,...,a"1).

On suppose a # 0 et Ppin(a)(X) = X" +a, 1 X" 1 +... 4+ a1 X + ap. Ecrire a~!

dans la base (1,a,...,a" ).
Soit g @ Q(a) — Q(«) lapplication = +— «x de multiplication par a. Montrer
que po est Q-linéaire, donner la matrice de p, dans la base (1,a,...,a" 1), et

montrer que le polynéme caractéristique de piq, est Ppin ().

Exercice 3.28 (Cloture algébrique de Q dans C). Soit le sous-ensemble de C

Cv W

6.

Q = {2 eC|3QX) € Q[X]\ {0} tel que Q(a) = 0}.

. Soient @ € C et Q[a] le sous-anneau de C engendré par « et Q. Montrer que

a € Q si et seulement si Q[a] est un Q-espace vectoriel de dimension finie.

. Soient a, B € Q, Py = Prin(c), P = Prin(8) (cf. exercice 3.27), et ¢ : Q[X,Y] —

C le morphisme Q(X,Y) — Q(a, ).

(a) Montrer que (P, (X), Pg(Y)) C Ker.

(b) Montrer que I'idéal (Py(X), P3(Y)) de Q[X, Y] est un sous-Q-espace vectoriel

de Q[X,Y] de dimension deg P, deg Pg.

(¢) Montrer que Im est un Q-espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que Q est un sous-anneau de C.
Montrer que Q est un sous-corps de C.
Montrer que dimg Q = oo.
Montrer que Q est dénombrable. En déduire que Q # C.

Exercice 3.29 (Extensions quadratiques de Q). Une extension quadratique de Q est un
sous-corps de C de dimension 2 sur Q. Pour d € Q soit v/d € C une racine de X2—d € Q[X]
(Pautre est —\/&) Un entier n € Z est sans facteur carré sin = —1 oun = £p; ... p, avec
r > 1, p; premier et p; # pj pour i # j. Soit K une extension quadratique de Q.

1.
2.
3.
4.
d.

Soit @ € K. Montrer qu’il existe P(X) € Q[X] tel que deg P =2 et P(a) = 0.
Montrer qu'’il existe a € Q tel que K = Q(«).

Montrer qu’il existe d € Q tel que K = Q(\/d).

Montrer qu’il existe d € Z sans facteur carré tel que K = Q(V/d).

Soit a = z 4+ yvd € K avec x,y € Q. Donner Py, (a) en fonction de x, y.

Exercice 3.30 (Anneau des entiers d’une extension quadratique de Q). Soient d € Z sans
facteur carré, Kq = Q(v/d), et Oy le sous-ensemble de K, formé des éléments qui sont
racine d’un polyndome unitaire de degré 2 a coeflicients entiers

1.
2.

3.

Odd:f {a € K4 | 3n,m € Z tels que a® + na+m = 0}.

Montrer que Z[vd] C Og et que Q N Oy = Z.
Soit a = = 4+ yVd € Kq avec z,y € Q. Montrer que o € Oy si et seulement si
2¢ € Z et 2% — dy? € Z.
Montrer que
si d =2 ou 3 mod 4Z alors Oy = {a + bV/d, a,b € Z},

si d = 1 mod 47Z alors Oy4 = {%“/a, a,b € Z tels que a = b mod 27Z}.
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4. Montrer que Oy est un sous-anneau de K4 avec Oy = Z[\/&] si d =2 ou 3 mod 47
et Oy :Z[HT‘/E] sid =1 mod 4Z.

Exercice 3.31 (Norme et unités). Soient d € Z sans facteur carré et Kq = Q(v/d).
2

1. Montrer que Iapplication norme Ny : K — Q* donnée par z + yVd — z? — dy?,
x,y € Q, est un morphisme de groupes.

2. Montrer que Ny(Oy) C Z.

3. Montrer que O = {a € Oq | Ng(o) = £1}.

Exercice 3.32 (Unités, cas imaginaire). Soit d € Z sans facteur carré tel que d < 0.

1. Montrer que O; = {a € Oy | Ny(a) = 1} (cf. exercice 3.31).

2. Montrer que Papplication ¢ : Ky — R® R, z + yv/d — (x,y) est injective.

3. Montrer que ¢(O]) C (3Z & 3Z) N E(1,—d) ot E(1,—d) est l'ellipse d’équation
X2+ (=d)Y? =1 dans R@ R.

4. Montrer que E(1, —d) est compact dans R @ R.

5. Montrer que O est fini.

Exercice 3.33 (Unités, cas réel). Soit d € Z sans facteur carré tel que d > 0.
1. (a) Solent d =2 et u=1++/2 € K;. Montrer que u € O] (cf. exercice 3.31).
(b) Montrer que O est infini.
(c) Mémes questions avec d = 3,6,7 et u = 2 + /3,5 + 2v/6,8 + 3y/7 resp.
2. (a) Soient d =5 et v =3 + 1/5 € K;. Montrer que v € O (cf. exercice 3.31).
b) Montrer que O est infini.
(c) Mémes questions avec d = 13,17 et v = 3 + /13,4 + /17 respectivement.

Exercice 3.34 (Norme et irréductibles). Soient d € Z sans facteur carré, Ky = Q(v/d),
Ny la norme de l'exercice 3.31, et a € O4. Montrer que si Ny(«) est irréductible dans Z
alors « est irréductible dans Oy4. (La réciproque est fausse, cf. exercice 3.35.)

Exercice 3.35 (Anneaux non factoriels). Soient d = —5 et Kg = Q(v/—5).

1. Montrer que a® + 5b® # 2 et a® + 5b # 3 pour tous a,b € Z.

2. Montrer que 2,3,1++/—5,1 — /=5 sont irréductibles dans Oy (cf. exercice 3.34).
3. Montrer que O, n’est pas factoriel.

4. Mémes questions avec d = 10 et 2, 3,4 + /10,4 — +/10.

Exercice 3.36. Soient d = —5 et Ky = Q(v/=5).
1. Soit o € Oy tel que v | 3 et v | 1+ +/—=5. Montrer que o € O] (cf. exercice 3.35).
2. Montrer que (304 + (1 ++/=5)04) N Z = 3Z.
3. Montrer que le Lemme de Bézout est faux dans Oy.

Exercice 3.37 (Anneaux euclidiens). Soient d = —1, K3 = Q(i), et Ny la norme de
Iexercice 3.31. Soient o, 3 € Og avec 8 # 0 et z,y € Q tels que & = x + iy € Ky .

1. Montrer qu’il existe a,b € Z tels que |z — a| < % et |y — bl < %
Montrer que [§ — (a +1ib)[ < %
Soient § = a +ib et p = a — 6. Montrer que Ny(p) < Ng(f).

Montrer que Oy est euclidien.
Soient d = 2 et Kq = Q(v/2). Montrer que Oy est euclidien.

CU N
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Exercice 3.38 (Ramification). Soit p € N un nombre premier impair.

1. Montrer que linclusion de Z[v/d] dans Oy induit un isomorphisme d’anneaux
ZIVd]/pZ[Vd] =~ Oq/pOa.
2. Montrer que I’application Z[X] — Z[vd], Q(X) — Q(v/d) induit un isomorphisme
d’anneaux F,[X]/(X? — d) ~ O4/pOa.
3. L’entier d est un carré modp s'il existe r € Z tel que d = 72 mod pZ. Montrer que
si d € pZ alors O4/pOg4 n’est pas integre,
si d & pZ et d carré modp alors Oy/pO4 ~ E, & F,,
si d & pZ et d non carré modp alors Og4/pOy est un corps.
4. Montrer que
si d € pZ alors p = 72 avec m € Oy irréductible,
sid & pZ et d carré modp alors p = myme avec my, my € Oy irréductibles,
si d & pZ et d non carré modp alors p est irréductible dans Oy.
5. On suppose p = 1 mod 47Z.
(a) Montrer que —1 est un carré modp.
(b) Montrer qu’il existe a,b € Z tels que p = a? + b>.

Compléments.

Exercice 3.39 (Nombres décimaux). Soit Z[75] le sous-anneau de Q engendré par .

Montrer que Z[55] est euclidien.

1
10

Exercice 3.40. Soient A un anneau principal et S une partie multiplicativement stable
de A. Montrer que S~ A est principal.

Exercice 3.41. Soient A un anneau factoriel et S une partie multiplicativement stable
de A.
1. Montrer que S~!A est factoriel.
2. Soit R un systeme de représentants d’éléments irréductibles de A. Montrer que
{ZeSA|meRet (r)NS = &} est un systéme de représentants d’irréductibles
de S71A.

Exercice 3.42 (Janvier 2008). Soient ¢ € C une racine du polynome X2 + X + 1 et
Z[¢(] ={a+(b; a,b € Z}. Pour a,b € Z on pose N(a+ (b) = a® — ab+ b°.

1. (a) Montrer que Z[(] est un sous-anneau de C.

(b) Montrer que Z[(] est stable par conjugaison complexe.
2. (a) Solent z,z" € Z[¢]. Montrer que N(zz') = N(z)N(2').
(b) Montrer que Z[(]* ={z € Z[¢] | N(z) € Z*}.
3. (a) Montrer que 1 — ¢ est irréductible dans Z[(].

(b) Montrer que 3 est réductible dans Z|[(].

Exercice 3.43 (Aout 2008). Soit A un anneau commutatif.

1. Soient ¢ : A — B un morphisme d’anneaux commutatifs, J un idéal de B, et
o 1(J) ={a € A| p(a) € J}. Montrer que si .J est un idéal premier de B alors
¢~ 1(J) est un idéal premier de A.

2. Soient [ un idéal de A et m : A — A/I,a — a+ I le morphisme de projection.
Soient a € A et J I'idéal engendré par a+1I dans A/I. Montrer que 7~ (J) = (a, I).

3. Montrer que I'idéal (X2 + 1,3) est premier dans Z[X]. Est-il maximal ?
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4. Soit Z[i] anneau des entiers de Gauss. Montrer que 3 est irréductible dans Z[i].

Exercice 3.44 (Janvier 2009).

1. Soient A un anneau commutatif et I, J des idéaux de A.
(a) Montrer que (A/I)/(I+J/I)~ A/I+J.
(b) On suppose que J = (a) avec a € A. Montrer que I+J/I = (a + I).
Soit Z[i | 'anneau des entiers de Gauss.
2. Montrer que Z[X]/(X? 4+ 1) ~ Z[i].
3. Soient p € N un nombre premier et pZ[i | 'idéal engengré par p dans Z[i |.
(a) Montrer que Z[X]/(p, X% + 1) ~ Z[i]/pZ[i].
(b) Montrer que Z[X]/(p, X? + 1) ~F,[X]/(X% +1).
4. Décomposer X2 + 1 en produit d’éléments irréductibles dans F3[X] et dans F5[X].
5. (a) Montrer que Z[i]/3Z][i] est un corps.
(b) Montrer que Z[i|/5Z[i] ~ F5 x Fs.

Exercice 3.45 (Aott 2009). Soit Z[i] ’anneau des entiers de Gauss.

1. Soit ¢ : C — C la conjugaison complexe.
(a) Montrer que la restriction de o a Z[i] est un automorphisme d’anneau.
(b) Montrer que Z[i|* = {x € Z[i] | zo(z) = 1}.
(c) Soit x € Z[i] tel que zo(x) = p premier. Montrer que x est irréductible dans
Zli ).
(d) Montrer que 1 + i est irréductible dans Z[i] et que 1 —i = wu(1 + ¢) avec
u € Z[i]*.
2. Soit P(X) =4X® +4X?% +1 € Z[X].
(a) Montrer que (1 + Z)P(%ﬂ) € Z[i ][ X].
(b) Montrer que (1 + Z)P(%H) est irréductible dans Q(7)[X].
(c) Montrer que P(X) est irréductible dans Q(7)[X].
(d) Montrer que P(X) est irréductible dans Q[X].

(e) Montrer que X° + 4X3 + 4 est irréductible dans Q[X] (cf. exrercice 3.7).

Exercice 3.46 (Septembre 2007). Soient K un corps, V un espace vectoriel sur K de
dimension finie, et f : V — V une application K-linéaire. Pour n € N on pose f" =
fo...of (nfois)sin >1et fO=1Idy. Soit ¢ : K[X] — Endg_;,(V) I'application donnée
par P(X) — P(f).
1. Montrer que % est un morphisme d’anneau.
2. Montrer qu’il existe un unique polynéme Py(X) € K[X] tel que : (i) Pr(X) # 0,
(ii) Pp(X) est unitaire, et (iii) P(f) = 0 = Py(X) divise P(X).
3. On suppose que f vérifie la relation f? + Idy = 0.
(a) On suppose K = R. Montrer que I’anneau Im 1 est isomorphe a C.
(b) On suppose K = C. Montrer que Im1) est isomorphe a C ou C x C.

Exercice 3.47. Soient K un corps, I = (X — XY Z) l'idéal de K[X,Y,Z], et z,y,z
les images de X,Y,Z dans A = K[X,Y,Z]/I. Soit P(X,Y,Z) € K[X,Y,Z] tel que
P(X)+ 1€ A*. Onpose a = P(0,Y,Z) € K|Y, Z].

1. Montrer que o € K*.

2. Montrer que si XY — XP(X,Y,Z)eTalorsY —a€(1-YZ)=J C K[Y, Z].

3. Montrer quesi Y —a € Jalors Y —a € (Y2 —1) C K[Y].
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4. Montrer que xy #* ux pour tout u € A*.
5. Montrer que (z) = (zy) dans A.

Exercice 3.48 (Janvier 2008). Soient A un anneau commutatif et J un idéal de A.

1. Soit B un sous-anneau de A.
(a) Montrer que J N B est un idéal de B.
(b) Montrer que si J est premier dans A alors J N B est premier dans B.
2. Soit I un idéal de A tel que I C J. Montrer que J est un idéal premier (resp.
maximal) de A si et seulement si J/I est un idéal premier (resp. maximal) de A/I.
Soit J un idéal premier de Z[X].
3. (a) Montrer que JNZ = (0) ou JNZ = pZ avec p premier dans Z.
(b) Montrer que J NZ = pZ avec p premier si et seulement si p € J.
4. On suppose J NZ = pZ avec p premier. Soit I = pZ[X] I'idéal engendré par p
dans Z[X].
(a) Montrer que Z[X]/I ~ F,[X].
(b) Montrer que si I # J alors I'idéal J/I est engendré par un élément irréductible.
(c) Montrer que J = pZ[X] ou (P(X),p) avec P(X) + pZ[X] irréductible dans
E,[X].
5. Déterminer l'ensemble des idéaux maximaux m de Z[X] tels que m N Z # (0).

Exercice 3.49 (Aoit 2008). Soit p un nombre premier. Pour a € Z soit a = a+ pZ € F,,.
Soit 7 : Z[X] — F,[X] le morphisme » 5., apXF — > 0<k<n arX*. Pour a € F, soit
€a B [X] — E,, P(X) — P(a) le morphisme d’évaluation en a. Soient a € Z et

me = {P(X) € Z|X] | p divise P(a)}.
1. (a) Montrer que m, = Ker(&; o).
(b

) Montrer que m, est un idéal maximal de Z[X].
(c) Montrer que m(m,) = Ker(&z).

2. Soient a,b € Z. Montrer que m, = my, si et seulement si a = b.
3. Montrer que ﬂaer Ker(é,) = (XP — X).
4. Montrer que

() ma = (X — X,p).

Exercice 3.50. Soit A = H(C) 'anneau commutatif des fonctions holomorphes C — C.

1. Montrer que A est integre.

2. Déterminer A*. Montrer que : f € A* <& Jge A| f=exp(g).

3. Soit f € A. Montrer que f est irréductible dans A si et seulement si f a un unique
zéro qui de plus est simple.

4. Montrer que A n’est pas factoriel.



