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Documents interdits.

Exercice 1. Soit I'application linéaire f : R* — R? (z,9,2,t) — (v + y,t). Soient
V={(z,y,2,t) eR |z +y—t=0} et W= {(z,y,2,t) e R*| 2 — t = 0}.

1. Déterminer dim Im(f) et dim Ker(f).
Déterminer dimV N W.
Montrer que (VN W) + Ker(f) =V.
Soit U = VNW NKer(f). Pour quels entiers n > 1 existe-t-il une bijection linéaire
UxR"—=V?

i

Exercice 2.
1. Soit f : E — F une application linéaire de K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soient vy,...,v, € E et V = (v1,...,v,). Montrer que (f(v1),..., f(v,)) est une
base de Im(f) si et seulement si dimV =r et E = Ker(f) & V.
Soit I'application linéaire p : R* — R*, (z,v,2,t) — (0,0,2 + 2,y + t). Pour tout a € R
soient u, = (1—a,0,a,a), v, = (1,1,a—1,0), et V, = (uq, va).
2. Montrer que p est une projection en précisant la somme directe associée.
3. Déterminer les a € R tels que R* = Ker(p) & V.

Exercice 3. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g : F — FE des
applications linéaires. Soient V' C E un sous-espace vectoriel tel que F = Ker(f) @V et
h:V — E, v g(f(v)), la restriction de go f a V.

1. Montrer que Ker(g o f) = Ker(h) & Ker(f).

2. Montrer que dimIm(h) = dimIm(f) — dim Ker(g) N Im(f).

3. Montrer que dim Ker(g o f) = dim Ker(f) + dim Ker(g) N Im(f).



