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1. BASES

Exercice 1.1. Lasuite ((1,0,1),(0,1,0), (1,1,1)) de vecteurs de R? est-elle libre ? Est-elle
génératrice de R3 ?

Exercice 1.2. Soit V = {(z,9,2) € R® | x —y + z = 0}. Les suites de vecteurs de R3
suivantes sont-elles une base de V' 7

(a) ((1,1,0),(0,1,1))
(b) ((1’ 0, _1)’ (Oa 1, 1)’ (]-a 2, 1))
(C) ((_17 0, 1)’ (27 0, _2))
(d) ((17 2’ 1)7 (17 17 1)7 (17 07 _1))‘
Exercice 1.3. Soient les vecteurs u; = (1,0,0), ug = (1,1,0) et uz = (0,0,1) € R3.
1. Montrer que (u1, uz,u3) est une base de R3.
2. Déterminer les coordonnées de (z,y, z) dans la base (u1,ug, us3).

Exercice 1.4. Soient V = {(z,y,2) € R® | y — 2z = 0} et v; = (1,0,0), v = (0,1,1),
u=(0,1,0) € R,

1. Montrer que (vi,v2) est une base de V.

2. Montrer que R3 =V @ (u).

3. Montrer que (vq,v2,u) est une base de R3.

4. Déterminer les coordonnées de (z,y, z) dans la base (v1,va, u).

5. Soit p la projection sur V parallelement & (u). Calculer p(z,y, z).
Exercice 1.5. Soient F un K-espace vectoriel, n > 2, et v1,...,v, € E. Dans chacun
des cas suivants, déterminer si la suite (vy,...,v,) est libre.

(1) Nl existe 1 < i < n tel que v; = 0p.
(2) I existe 1 <i,j < n tels que i # j et v; = v;.
(3) Wexiste 1 <4 <mn tel que v; =}, a;v;, aj € K.

Exercice 1.6. Soient F un K-espace vectoriel, n > 2, et v1,...,v, € E. Pour 1 <i¢<n
soit V; = (v; ;1 < j <metj#i). Montrer que (vi,...,v,) est libre si et seulement si
v; € V; pour tout 1 < ¢ < n.
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Exercice 1.7. Soient les sous-espaces vectoriels V = {(z,y,2,t) € R* | 2 +y+2z+t =0} et
W = {(z,y,2t) € R* |z —y+2z—t =0} de R*. Soient u; = (1,0, —1,0), uz = (0,1,0—1),
v=(0,1,-1,0), et w = (0,1,1,0) € R*.

1. Montrer que (uj,u2) est une base de VN W.

2. Montrer que (uj,ug,v) est une base de V.

3. Montrer que (uj,u2, w) est une base de W.

4. Montrer que (u1,ug,v,w) est une base de V. + W.

Exercice 1.8. Montrer que (u,v,w) est une base de R? si et seulement si (u,v) est libre
et w & (u,v).

Exercice 1.9. Soit (u,v,w) une base de R3.

1. Déterminer les a € R tels que (u + av, au + v) est libre.
2. Déterminer les a € R tels que u + v € (u + av, au + v).
3. Déterminer les a € R tels que (u + av, au + v, u + v + aw) est une base de R3.

Exercice 1.10. Pour a € R soit V, = {(z,y,2) € R3 | z + ay + z = 0}.

1. Montrer que ((1,0,—1), (a,—1,0)) est une base de V.
2. Soient a,b € R tels que a # b. Montrer que ((1,0,—1)) est une base de V,, N V4.
3. Montrer que ((1,0,—1), (a,—1,0), (b, —1,0)) est une base de V,, + V} ssi a # b.

Exercice 1.11. Soient E un K-espace vectoriel et u,v € E tels que (u, v) est libre. Soient
a,b,c,d € K. Montrer que (au + cv,bu + dv) est libre si et seulement si ad — bc # 0.

Exercice 1.12. Soient F un K-espace vectoriel, n > 1, et (v1,...,v,) une base de E.
Soient ay,...,a, € K. Montrer que (ajvi,...,a,v,) est une base de E si et seulement si
ar # 0 pour tout 1 < k < n.

Exercice 1.13. Soient E, F' des K-espaces vectoriels, vy, ...,v, € E tels que (vy,...,v,)
est libre, et f : E — F une application linéaire. Montrer que (f(v1),..., f(vy,)) est libre
si et seulement si (v1,...,v,) NKer(f) = {0g}.

Exercice 1.14. Soient E un K-espace vectoriel et vq1,...,v, € E. Soit I'application
linéaire
f:K"—FE
(a1, ..., ap) —> a1v1 + ... + apvy, .

1. Montrer que (v1,...,v,) est génératrice de E si et seulement si f est surjective.

2. Montrer que (v1,...,v,) est libre si et seulement si f est injective.

3. Montrer que (v1,...,v,) est une base de E si et seulement si f est bijective.
Exercice 1.15. Soient F un K-espace vectoriel, n > 2, et (v1,...,v,) une base de E.
Soient 1 <m <netV = {(vi,...,0m), W= (Umt1,-..,Un).

1. Montrer que (v1,...,vy) est une base de V' et que (vy41,- .-, vy,) une base de W.

2. Montrer que E =V & W.

Exercice 1.16. Soient E un K-espace vectoriel et V., W des sous-espaces vectoriels de
E. Soient (v1,...,v,,) une base de V' et (vyt1,...,v,) une base de W, avec 1 < m < n.
Montrer que (vy,...,vy) est une base de E si et seulement si £ =V & W.
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Exercice 1.17. Soient E et F' des K-espaces vectoriels. Soient (ui,...,u,) une base de
E et (v1,...,v,) une base de F'. Montrer que

((u1,0p), ..., (un,0p), (0g,v1),..., (0p,vm))
est une base du K-espace vectoriel £ X F.

Exercice 1.18. Soient P (X),...,Ps(X) € K[X] tels que 0 < degP; < ... < deg Ps.
Montrer que (P1(X),..., Ps(X)) est libre.

Exercice 1.19. Soient E le R-espace vectoriel des applications de [0,1] dans Ret f,g € E.
On suppose qu'il existe z,y € [0,1] tels que f(x)g(y) — f(y)g(x) # 0. Montrer que (f, g)
est libre.

Exercice 1.20. Soit 'application linéaire
f:R3 — R?
(x,y,2) — (x — 2z, y + 2).
1. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).
2. Soit h : R? = R? une application linéaire. Montrer que h o f # Idgs.
Pour a,b € R soit I'application linéaire
Gap: R? — R
(z,y) — (ax + by, (1 —a)x+ (1 =b)y, (a — 1)x + by).
3. Montrer que g, est injective.
4. Montrer que ((a,1 —a,a —1),(b,1 —b,b)) est une base de Im(g, ).
5. Montrer que f o g, = Idg2 pour tous a,b € R.
Exercice 1.21. Pour a € R soit ’application linéaire
fo R — R?
(2,y,2) — (z + ay + a*z,  + a*y + az).
Déterminer une base de Ker(f,;) et une base de Im(f,) pour tout a € R.

Exercice 1.22. Soient F, F' des K-espaces vectoriels, vy,...,v, € E, et f: E — F une
application linéaire. Montrer les implications suivantes :

1. (v1,...,vy) libre et Ker(f) = {0} = (f(v1),..., f(v,)) libre.
2. (v1,...,vp) =FetIm(f)=F = (f(v1),..., f(vp)) = F.
3. (v1,...,v,) base de E et f bijective = (f(v1),..., f(v,)) base de F.

2. DIMENSION

Exercice 2.1. Soient les sous-espaces vectoriels V = {(z,y,2,t) ER* |z —y + 2z —t = 0}
et W={(v,y,2,t) ER*| 2 —y — 2 —t =0} de R%.

1. Déterminer dim(V N W).

2. Déterminer dim V' et dim W.

3. Montrer que V + W = R%.
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Exercice 2.2. Soient les sous-espaces vectoriels V. = {(x,y,2,t) € R* | 2 +y +t =
Oety+z+t=0}et W=(1,-1,0,0),(0,1,—1,0),(1,0,0,—1)) de R%.

1. Déterminer dim V.

2. Déterminer dim W.

3. Montrer que W = {(z,y,2,t) €ER* |z +y + 2+t =0}.

4. Montrer que V + W = R%.

5. Déterminer dim(V N W).

Exercice 2.3. Soit I'application linéaire f : R* — R3, (z,y, 2,t) — (x +y,y — 2,2 + t).
Soit le sous-espace vectoriel V = {(z,y,2,t) € R* |z +y — 22 — 2t = 0} de R™.

1. Déterminer dim Im(f).

2. Déterminer dim Ker(f).

3. Déterminer dim V.

4. Déterminer dim f(V).

Exercice 2.4. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n > 2.

1. Soient 1 <r <netwvy,...,v, € E. Montrer que (v1,...,v,) # E.
2. Soit v; # 0g et pour 1 < r < n soit v,41 € F tel que v,41 & (v1,...,v,). Montrer
que (v1,...,v,) est une base de E.

Exercice 2.5. Soient F et F' des K-espaces vectoriels de dimension finie. Montrer que
dim(E x F) = dim E 4 dim F' (cf. exercice 1.17).

Exercice 2.6. Soient F¥ un K-espace vectoriel de dimension finie et V, W des sous-espaces
vectoriels de E tels que E =V @& W. Montrer que dimE = dimV 4+ dim W (cf. exer-
cice 1.16).

Exercice 2.7. Soient ¥ un K-espace vectoriel de dimension finie et V, W des sous-espaces
vectoriels de E. Montrer que E =V & W ssi dim(VNW) =0et dimV +dim W = dim E.

Exercice 2.8. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et V, W des sous-espaces
vectoriels de E. Soient r = dimV, s = dim W, ¢t = dim(V N W), et (uq,...,u;) une base
deVnNnWw.

1. Montrer qu’il existe vey1, ..., v, € V tels que (u1, ..., us, Vg1, ..., vp) est une base
de Vet wiyy,...,ws € W tels que (ug,...,us, Wi, ..., ws) est une base de W.
2. Montrer que (U1, ..., Ut, Vg1, .-, Up, Wil ..., Ws) est une base de V + W.

3. Montrer que dim(V + W) =dimV + dim W — dim(V N W).
Exercice 2.9. Soient K un corps et n € N. Avec la convention deg(0) = —oo soit
K[X], ={P(X) € K[X] | deg(P) < n}.

1. Soient P(X),Q(X) € K[X]. Montrer que deg(P + Q) < Max(deg(P), deg(Q)).

2. Montrer que K[X],, est un sous-espace vectoriel de K[X].

3. Montrer que (1, X, X2,..., X™) est une base de K[X],.
4. Montrer que dim K[X], =n + 1.

Exercice 2.10. Pour a € R soit I'application linéaire
fa:R* — R?

(z,y,2) — (az +y, ay + 2, a’z — 2).
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Déterminer une base de Ker(f,).

Montrer que ((0,1,—1),(1,a,0)) est une base de Im(f,).
Montrer que dim(Ker(f,) NKer(fy)) =1sia=0>b,0sia#b.
Montrer que dim(Ker(f,) + Ker(fy)) =1sia=0b, 2si a#b.
Montrer que dim(Im(f,) NIm(f;)) =2sia=05b, 1 sia #b.
6. Montrer que Im(f,) + Im(f;) = R3 si et seulement si a # b.

G Lo

Exercice 2.11. Soient E,F des K-espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire.
1. Soit W un sous-espace vectoriel de F. Montrer que f(f~1(W)) = W NIm(f).
2. Soit V un sous-espace vectoriel de E. Montrer que f~(f(V)) = V + Ker(f).
3. On suppose que E = F et dim F = 3. Soient (u,v,w) une base de Fet p: £ — FE
la projection sur (v,w) parallelement & (u). Déterminer p(p~!((u + v + w))),
p~H(p({u + v+ w))), et calculer leur dimension.

Exercice 2.12. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et f € Endg(F)
telle que f* = 0 et f* ! # 0. Soit v € E tel que f"'(v) # Ogp. Montrer que
(v, f(v),..., f"1(v)) est une base de E.

Exercice 2.13. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et V,W des sous-
espaces vectoriels de F tels que E =V +W. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel
Wy de W tel que E =V @& Wj.

Exercice 2.14. Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une
application linéaire.
1. Montrer que f est injective ssi 'image par f de toute suite libre est libre.
2. Montrer que f est surjective ssi I'image par f de toute suite génératrice de F est
génératrice de F.

3. Montrer que f est bijective ssi I'image par f de toute base de E est une base de
F.

Exercice 2.15. Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie, (u1, ..., u,) une
base de F, et v1,...,v, € F.
1. Montrer qu’il existe une unique application linéaire f : E — F telle que f(u;) = v;
pour tout 1 <7 < n.
2. Montrer que f est bijective si et seulement si (vq,...,v,) est une base de F.
3. Montrer que les espaces vectoriels F et F' sont isomorphes ssi dim ¥ = dim F'.

Exercice 2.16. Soient K un corps contenant Q, n € N, et a € K. Soit ’application

0. : K[ X], — K[X],

P(X)+— P(X —a).

Montrer que 0, est linéaire.
Montrer que #,00_,=60_,00, = IdK[X}n.
Montrer que (1,(X —a),...,(X —a)") est une base de K[X],.
Soit P(X) € K[X],. Pour k € N soit P(¥)(X) la dérivée k-ieme de P(X). Montrer
que

Ll

*) (g
P(X)= > P )(X—a)k.

k!
0<k<n
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Exercice 2.17. Soient F un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et B = (ey1,...,¢ey)
une base de E.

1. Soit f € Autg(F). Montrer que (f(e1),..., f(en)) est une base de E.
2. Soit B(F) I’ensemble des bases de E. Montrer que 'application

op : Autg (FE) — B(E)
fr=(flen), - flen))

est bijective.
3. Soient p un nombre premier et K = Z/pZ le corps a p éléments. Montrer que

Autg (B) =p" > [ 05 - 1).

1<k<n

3. LE THEOREME DU RANG

Exercice 3.1. Déterminer une base du noyau et une base de I'image des applications
linéaires suivantes.

L fi: R =R, (z,y) ~ (z+2y, . —y, 22 —y).

2. fo:R3 = R2 (z,9,2) —~ 20—y +2z,+2y—2).

3. f3:R? = R3, (2,9,2) = (z —y, y — 2, — + 2).

4. f4 R3S RY, (z,y,2) = (x+ 2,0 +y, 204+ y+ 2,y — 2).

5. f5:R* = R3, (x, y,z,t) (x—t,—y—z,—x 4+ 2y + 2z + t).

6. fo:R* = R, (z,y,2,t) = (x — 2,y —t, & +2y — 2z —2t, —2x + 3y + 2z — 3t).

Exercice 3.2. Soient les applications linéaires
f:R?— R? . g:R? — R3
e
(@, y,2) — (2 + 9,y + 2) (z,y) — (y, 2 —y, —z + 2y).
Déterminer dim Ker(f) et dim Im(f).
Déterminer dim Ker(g) et dim Im(g).
Montrer que Ker(g o f) = Ker(f) et Im(g o f) = Im(g).

Montrer que f o g = Idge.
Montrer que R? = Ker(f) ® Im(g).

U o=

Exercice 3.3. Soit 'application linéaire
fiRP — R
(x,y,2) — (x+z, x—y+ 2z, x4+ 2y + 2).

1. Montrer que Im(f) = {(x,y,2) € R | 3z — 2y — z = 0}.
2. Soit U = R(1,0,3). Déterminer une base de f~1(U).
3. Soit V = {(x,y,2) € R® | z — 2 = 0}. Déterminer une base de f~1(V).

Exercice 3.4. Pour a € R soit I’application linéaire
fo: R —R?
(r,y,2) — (x+ay, axr +y, r +y + 2).
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1. Déterminer les a € R tels que f, est bijective.

2. Soit a € R tel que f, n’est pas bijective. Déterminer une base de Ker(f,) et une
base de Im(f,).

Exercice 3.5. Pour a € C soit ’application linéaire
fa:CP—C?
(z,y,2) —> ((1 —a)x+y, v+ 2, :C+y—|—az).

1. Montrer que Im(f,) = {(z,y,2) € C3 | x4+ ay — z = 0}.
2. Déterminer les a € C tels que C3 = Ker(f,) ® Im(f,).

Exercice 3.6. Pour a,b € R soit I’application linéaire
fap : R — R?
(x,y,2) — (y — 2z, ax + by + 2).
Déterminer une base de Ker(f, ;) et une base de Im(f,) pour tous a,b € R.
Exercice 3.7. Pour a € R soient les sous-espaces vectoriels W = R(1,1,1) et V, =
{(z,y,2) € R3 |z + ay — az = 0} de R3.
1. Montrer que R3 =V, @ W.
2. Soit p, la projection sur V, parallelement a W. Déterminer Ker(p, o pp) et Im(pg o
pp) pour tous a,b € R.
Exercice 3.8. Soient K un corps, a € K, n > 1, et ¢, : K[X], — K, P(X) — P(a).
1. Montrer que 'application ¢, est linéaire.
2. Montrer que (X —a, X? —aX, ..., X" —aX""!) est une base de Ker(,).
Exercice 3.9. Soit n > 1. Soit la dérivation ¢ : R[X],, — R[X],, P(X) — P'(X).

1. Montrer que 'application § est linéaire.
2. Déterminer une base de Im(¢d) et une base de Ker(9).
3. Soit k > 1 entier. Déterminer dim Im(&*) et dim Ker(6%).

Exercice 3.10. Soit n > 1. Soit v : R[X],, = R, P(X) — P’(0).

1. Montrer que 'application ~ est linéaire.
2. Déterminer une base de Ker(7).

Exercice 3.11. Soient K un corps et n > 2. Soit l'application ¢ : K[X], — K x K,
P(X) = (P(0), P(1)).
1. Montrer que 'application 1 est linéaire.

2. Montrer que 'application ¢ est surjective.
3. Montrer que (X2 — X, X3 — X2, ..., X" — X" 1) est une base de Ker(v).

Exercice 3.12. Soient F, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une
application linéaire. On suppose que dim F = 1.

1. Montrer que f est surjective ou bien f est nulle.

2. On suppose que f n’est pas nulle. Montrer que dim Ker(f) = dim E — 1.

3. Soient a,b,c € Ret V = {(x,y,2) € R® | axz+by+cz = 0}. Montrer que dim V = 2
si et seulement si (a, b, ¢) # (0,0,0).
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Exercice 3.13. Soit (a,b,c) € R3 tel que (a,b,c) # (0,0,0). Soit Iapplication linéaire
fR® — R
(z,y,2) —> (cy — bz, —cz + az, bx — ay).

1. Montrer que Ker(f) = R(a,b,c).
2. Montrer que Im(f) = {(z,y,2) € R? | ax + by + cz = 0}.
3. Montrer que R3 = Ker(f) @ Im(f).

Exercice 3.14. Soient E, F,G des K-espaces vectorielset f: E — F, g: F — G des
applications linéaires. Soit I’application linéaire h : Im(f) — G,y +— g(y) (restriction de g
au sous-espace vectoriel Im(f) de F').

1. Montrer que Ker(h) = Ker(g) N Im(f).

2. Montrer que Im(h) = Im(g o f).

3. Montrer que dimIm(g o f) = dimIm(f) — dim(Ker(g) N Im(f)).
4. Montrer que dimIm(g o f) < Min(dim Im(g), dim Im(f)).

Exercice 3.15. Soient F un K-espace vectoriel et f,g: E — E des applications linéaires
telles que fog=Idg.

1. Montrer que g est injective.

2. Montrer que (g o f)(v) = v pour tout v € Im(g).

3. On suppose que F est de dimension finie. Montrer que g o f = Idg.

Exercice 3.16. Soit S(K) le K-espace vectoriel des suites d’éléments de K indexées par N.
Soient f,g: S(K) — S(K) les applications données par f(zg,z1,x2,...) = (1, 22,23, ...)
et g(xo,z1,29,...) = (0,20, 21,...) pour tout (z,)neny € S(K).

1. Montrer que f et g sont linéaires.

2. Montrer que fog=Idsx)-

3. Déterminer Ker(f) et Im(g).

4. Montrer que h o f # Idg(x) pour toute application linéaire h : S(K) — S(K).

Exercice 3.17. Soient E,F des K-espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire. Soit V' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que

dim f(V) = dimV — dim(Ker(f) N V).

Exercice 3.18. Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie et f : £ — E une
application linéaire. Soit W un sous-espace vectoriel de F'.

1. Montrer que f(f~*(W)) = Im(f) N W.

2. Montrer que

dim f~(W) = dim Ker(f) 4+ dim(Im(f) N W).

Exercice 3.19. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E — F une
application linéaire.

1. Montrer que dim Im(f) = dim Im(f o f) + dim(Im(f) N Ker(f)).
2. Montrer que Ker(f) C Im(f) ssi dimIm(f o f) = dim Im(f) — dim Ker(f).

Exercice 3.20. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E — F une
application linéaire.

1. Montrer que f(Im(f)) C Im(f).
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Soit lapplication linéaire g : Im(f) — Im(f), v — f(v).
2. Montrer que g est bijective si et seulement si Ker(f) NIm(f) ={0g}.
3. Montrer que E = Ker(f) @ Im(f) si et seulement si g est bijective.

Exercice 3.21. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : £ — E une
application linéaire. Soit V un sous-espace vectoriel de E.

1. On suppose que E =Im(f) @V et que f(V) C V. Montrer que V = Ker(f).
2. On suppose que E = Ker(f) ® V et que f(V) C V. Montrer que V = Im(f).

Exercice 3.22. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f : £ — E une
application linéaire.

1. Montrer que Ker(f) C Ker(f o f) et Im(f o f) C Im(f).
2. Montrer que dim Ker(f o f) — dimKer(f) = dimIm(f) — dimIm(f o f).
3. Montrer que Ker(f) = Ker(f o f) si et seulement si Im(f o f) = Im(f).

Exercice 3.23. Soient F, F, G des K-espaces vectoriels. Soient f : £ = F, g: F — G
des applications linéaires telles que f est injective, Im(f) = Ker(g), et g est surjective.
Montrer que dim E — dim F' + dim G = 0.

Exercice 3.24 (Formule de Grassmann). Soient F un K-espace vectoriel et V, W des
sous-espaces vectoriels de E. Soit ’application

c: VW —EFE
(v,w) —v+w.

Montrer que o est une application linéaire.

Montrer que Im(o) =V + W.

Montrer que Ker(o) = {(u,—u) e V.xW |ue VNW}.

Montrer que lapplication VNW — Ker(o), u — (u, —u) est linéaire bijective.
Montrer que dim(V 4+ W) = dim V + dim W — dim(V N W).

U o=

Exercice 3.25. Soient F, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une
application linéaire. Pour tout sous-espace vectoriel U de E, on pose Uy = U N Ker(f).
Soient V, W des sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que f(VNW) C f(V)N f(W) et Vo + Wy C (V + W).

2. Montrer que dim f(V) N f(W) —dim f(V NW) = dim(V + W)y — dim(Vp + Wp).
(Utiliser 3.17 et 3.24.)

3. Montrer que f(VNW) = f(V)n f(W) ssi Vo + Wy = (V 4+ W)o.

Exercice 3.26. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et V' un sous-espace
vectoriel de E.

1. On suppose qu’il existe une application linéaire surjective f : E — K telle que
V = Ker(f). Montrer que dimV =dim F — 1.
2. On suppose que dimV = dim £ — 1.
(a) Soit u € F tel que u ¢ V. Montrer que £ =V @ Ku.
(b) Montrer que l'application v : K — Ku, a — au est linéaire bijective.
(¢) Soit p la projection sur Ku parallelement & V. Montrer que v top: E — K
est linéaire surjective et que Ker(y 1 op) = V.
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Exercice 3.27. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et V, W des sous-espaces
vectoriels de F.

1. On suppose qu’il existe une application linéaire f : E — E telle que Ker(f) =V
et Im(f) = W. Montrer que dimV + dim W = dim E.
2. On suppose que dim V +dim W = dim F.
(a) Soit U un sous-espace vectoriel de E tel que E = U @ V. Montrer qu'’il existe
une application linéaire bijective ¢ : U — W.
(b) Soit p la projection sur U parallelement a V. Montrer que l'application f :
E — E, u+ ¢(p(u)) est linéaire et que Ker(f) =V, Im(f) = W.



