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1. Bases

Exercice 1.1. La suite ((1, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 1, 1)) de vecteurs de R3 est-elle libre ? Est-elle
génératrice de R3 ?

Exercice 1.2. Soit V = {(x, y, z) ∈ R3 | x − y + z = 0}. Les suites de vecteurs de R3

suivantes sont-elles une base de V ?

(a) ((1, 1, 0), (0, 1, 1))
(b) ((1, 0,−1), (0, 1, 1), (1, 2, 1))
(c) ((−1, 0, 1), (2, 0,−2))
(d) ((1, 2, 1), (1, 1, 1), (1, 0,−1)).

Exercice 1.3. Soient les vecteurs u1 = (1, 0, 0), u2 = (1, 1, 0) et u3 = (0, 0, 1) ∈ R3.

1. Montrer que (u1, u2, u3) est une base de R3.
2. Déterminer les coordonnées de (x, y, z) dans la base (u1, u2, u3).

Exercice 1.4. Soient V = {(x, y, z) ∈ R3 | y − z = 0} et v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 1),
u = (0, 1, 0) ∈ R3.

1. Montrer que (v1, v2) est une base de V .
2. Montrer que R3 = V ⊕ 〈u〉.
3. Montrer que (v1, v2, u) est une base de R3.
4. Déterminer les coordonnées de (x, y, z) dans la base (v1, v2, u).
5. Soit p la projection sur V parallèlement à 〈u〉. Calculer p(x, y, z).

Exercice 1.5. Soient E un K-espace vectoriel, n ≥ 2, et v1, . . . , vn ∈ E. Dans chacun
des cas suivants, déterminer si la suite (v1, . . . , vn) est libre.

(1) Il existe 1 ≤ i ≤ n tel que vi = 0E .
(2) Il existe 1 ≤ i, j ≤ n tels que i 6= j et vi = vj .
(3) Il existe 1 ≤ i ≤ n tel que vi =

∑
i 6=j ajvj , aj ∈ K.

Exercice 1.6. Soient E un K-espace vectoriel, n ≥ 2, et v1, . . . , vn ∈ E. Pour 1 ≤ i ≤ n
soit Vi = 〈 vj ; 1 ≤ j ≤ n et j 6= i 〉. Montrer que (v1, . . . , vn) est libre si et seulement si
vi 6∈ Vi pour tout 1 ≤ i ≤ n.
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Exercice 1.7. Soient les sous-espaces vectoriels V = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+y+z+t = 0} et
W = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x−y+z− t = 0} de R4. Soient u1 = (1, 0,−1, 0), u2 = (0, 1, 0−1),
v = (0, 1,−1, 0), et w = (0, 1, 1, 0) ∈ R4.

1. Montrer que (u1, u2) est une base de V ∩W .
2. Montrer que (u1, u2, v) est une base de V .
3. Montrer que (u1, u2, w) est une base de W .
4. Montrer que (u1, u2, v, w) est une base de V +W .

Exercice 1.8. Montrer que (u, v, w) est une base de R3 si et seulement si (u, v) est libre
et w 6∈ 〈u, v〉.

Exercice 1.9. Soit (u, v, w) une base de R3.

1. Déterminer les a ∈ R tels que (u+ av, au+ v) est libre.
2. Déterminer les a ∈ R tels que u+ v ∈ 〈u+ av, au+ v〉.
3. Déterminer les a ∈ R tels que (u+ av, au+ v, u+ v + aw) est une base de R3.

Exercice 1.10. Pour a ∈ R soit Va = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ ay + z = 0}.
1. Montrer que ((1, 0,−1), (a,−1, 0)) est une base de Va.
2. Soient a, b ∈ R tels que a 6= b. Montrer que ((1, 0,−1)) est une base de Va ∩ Vb.
3. Montrer que ((1, 0,−1), (a,−1, 0), (b,−1, 0)) est une base de Va + Vb ssi a 6= b.

Exercice 1.11. Soient E un K-espace vectoriel et u, v ∈ E tels que (u, v) est libre. Soient
a, b, c, d ∈ K. Montrer que (au+ cv, bu+ dv) est libre si et seulement si ad− bc 6= 0.

Exercice 1.12. Soient E un K-espace vectoriel, n ≥ 1, et (v1, . . . , vn) une base de E.
Soient a1, . . . , an ∈ K. Montrer que (a1v1, . . . , anvn) est une base de E si et seulement si
ak 6= 0 pour tout 1 ≤ k ≤ n.

Exercice 1.13. Soient E,F des K-espaces vectoriels, v1, . . . , vn ∈ E tels que (v1, . . . , vn)
est libre, et f : E → F une application linéaire. Montrer que (f(v1), . . . , f(vn)) est libre
si et seulement si 〈v1, . . . , vn〉 ∩Ker(f) = {0E}.

Exercice 1.14. Soient E un K-espace vectoriel et v1, . . . , vn ∈ E. Soit l’application
linéaire

f : Kn −→ E

(a1, . . . , an) 7−→ a1v1 + . . .+ anvn .

1. Montrer que (v1, . . . , vn) est génératrice de E si et seulement si f est surjective.
2. Montrer que (v1, . . . , vn) est libre si et seulement si f est injective.
3. Montrer que (v1, . . . , vn) est une base de E si et seulement si f est bijective.

Exercice 1.15. Soient E un K-espace vectoriel, n ≥ 2, et (v1, . . . , vn) une base de E.
Soient 1 ≤ m < n et V = 〈v1, . . . , vm〉, W = 〈vm+1, . . . , vn〉.

1. Montrer que (v1, . . . , vm) est une base de V et que (vm+1, . . . , vn) une base de W .
2. Montrer que E = V ⊕W .

Exercice 1.16. Soient E un K-espace vectoriel et V,W des sous-espaces vectoriels de
E. Soient (v1, . . . , vm) une base de V et (vm+1, . . . , vn) une base de W , avec 1 ≤ m ≤ n.
Montrer que (v1, . . . , vn) est une base de E si et seulement si E = V ⊕W .
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Exercice 1.17. Soient E et F des K-espaces vectoriels. Soient (u1, . . . , un) une base de
E et (v1, . . . , vm) une base de F . Montrer que(

(u1, 0F ), . . . , (un, 0F ), (0E , v1), . . . , (0E , vm)
)

est une base du K-espace vectoriel E × F .

Exercice 1.18. Soient P1(X), . . . , Ps(X) ∈ K[X] tels que 0 ≤ degP1 < . . . < degPs.
Montrer que (P1(X), . . . , Ps(X)) est libre.

Exercice 1.19. Soient E le R-espace vectoriel des applications de [0, 1] dans R et f, g ∈ E.
On suppose qu’il existe x, y ∈ [0, 1] tels que f(x)g(y) − f(y)g(x) 6= 0. Montrer que (f, g)
est libre.

Exercice 1.20. Soit l’application linéaire

f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x− z, y + z).

1. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).
2. Soit h : R2 → R3 une application linéaire. Montrer que h ◦ f 6= IdR3 .

Pour a, b ∈ R soit l’application linéaire

ga,b : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (ax+ by, (1− a)x+ (1− b)y, (a− 1)x+ by).

3. Montrer que ga,b est injective.
4. Montrer que ((a, 1− a, a− 1), (b, 1− b, b)) est une base de Im(ga,b).
5. Montrer que f ◦ ga,b = IdR2 pour tous a, b ∈ R.

Exercice 1.21. Pour a ∈ R soit l’application linéaire

fa : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x+ ay + a2z, x+ a2y + az).

Déterminer une base de Ker(fa) et une base de Im(fa) pour tout a ∈ R.

Exercice 1.22. Soient E,F des K-espaces vectoriels, v1, . . . , vn ∈ E, et f : E → F une
application linéaire. Montrer les implications suivantes :

1. (v1, . . . , vn) libre et Ker(f) = {0E} ⇒ (f(v1), . . . , f(vn)) libre.
2. 〈v1, . . . , vn〉 = E et Im(f) = F ⇒ 〈f(v1), . . . , f(vn)〉 = F .
3. (v1, . . . , vn) base de E et f bijective ⇒ (f(v1), . . . , f(vn)) base de F .

2. Dimension

Exercice 2.1. Soient les sous-espaces vectoriels V = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x− y+ z− t = 0}
et W = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x− y − z − t = 0} de R4.

1. Déterminer dim(V ∩W ).
2. Déterminer dimV et dimW .
3. Montrer que V +W = R4.
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Exercice 2.2. Soient les sous-espaces vectoriels V = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x + y + t =
0 et y + z + t = 0} et W = 〈(1,−1, 0, 0), (0, 1,−1, 0), (1, 0, 0,−1)〉 de R4.

1. Déterminer dimV .
2. Déterminer dimW .
3. Montrer que W = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y + z + t = 0}.
4. Montrer que V +W = R4.
5. Déterminer dim(V ∩W ).

Exercice 2.3. Soit l’application linéaire f : R4 → R3, (x, y, z, t) 7→ (x + y, y − z, z + t).
Soit le sous-espace vectoriel V = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y − 2z − 2t = 0} de R4.

1. Déterminer dim Im(f).
2. Déterminer dim Ker(f).
3. Déterminer dimV .
4. Déterminer dim f(V ).

Exercice 2.4. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 2.

1. Soient 1 ≤ r < n et v1, . . . , vr ∈ E. Montrer que 〈v1, . . . , vr〉 6= E.
2. Soit v1 6= 0E et pour 1 ≤ r < n soit vr+1 ∈ E tel que vr+1 6∈ 〈v1, . . . , vr〉. Montrer

que (v1, . . . , vn) est une base de E.

Exercice 2.5. Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension finie. Montrer que
dim(E × F ) = dimE + dimF (cf. exercice 1.17).

Exercice 2.6. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et V,W des sous-espaces
vectoriels de E tels que E = V ⊕W . Montrer que dimE = dimV + dimW (cf. exer-
cice 1.16).

Exercice 2.7. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et V,W des sous-espaces
vectoriels de E. Montrer que E = V ⊕W ssi dim(V ∩W ) = 0 et dimV + dimW = dimE.

Exercice 2.8. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et V,W des sous-espaces
vectoriels de E. Soient r = dimV , s = dimW , t = dim(V ∩W ), et (u1, . . . , ut) une base
de V ∩W .

1. Montrer qu’il existe vt+1, . . . , vr ∈ V tels que (u1, . . . , ut, vt+1, . . . , vr) est une base
de V et wt+1, . . . , ws ∈W tels que (u1, . . . , ut, wt+1, . . . , ws) est une base de W .

2. Montrer que (u1, . . . , ut, vt+1, . . . , vr, wt+1, . . . , ws) est une base de V +W .
3. Montrer que dim(V +W ) = dimV + dimW − dim(V ∩W ).

Exercice 2.9. Soient K un corps et n ∈ N. Avec la convention deg(0) = −∞ soit
K[X]n = {P (X) ∈ K[X] | deg(P ) ≤ n}.

1. Soient P (X), Q(X) ∈ K[X]. Montrer que deg(P +Q) ≤ Max(deg(P ), deg(Q)).
2. Montrer que K[X]n est un sous-espace vectoriel de K[X].
3. Montrer que (1, X,X2, . . . , Xn) est une base de K[X]n.
4. Montrer que dimK[X]n = n+ 1.

Exercice 2.10. Pour a ∈ R soit l’application linéaire

fa : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (ax+ y, ay + z, a2x− z).



ALGÈBRE LINÉAIRE - EXERCICES 2 5

1. Déterminer une base de Ker(fa).
2. Montrer que ((0, 1,−1), (1, a, 0)) est une base de Im(fa).
3. Montrer que dim(Ker(fa) ∩Ker(fb)) = 1 si a = b, 0 si a 6= b.
4. Montrer que dim(Ker(fa) + Ker(fb)) = 1 si a = b, 2 si a 6= b.
5. Montrer que dim(Im(fa) ∩ Im(fb)) = 2 si a = b, 1 si a 6= b.
6. Montrer que Im(fa) + Im(fb) = R3 si et seulement si a 6= b.

Exercice 2.11. Soient E,F des K-espaces vectoriels et f : E → F une application
linéaire.

1. Soit W un sous-espace vectoriel de F . Montrer que f(f−1(W )) = W ∩ Im(f).
2. Soit V un sous-espace vectoriel de E. Montrer que f−1(f(V )) = V + Ker(f).
3. On suppose que E = F et dimE = 3. Soient (u, v, w) une base de E et p : E → E

la projection sur 〈v, w〉 parallèlement à 〈u〉. Déterminer p(p−1(〈u + v + w〉)),
p−1(p(〈u+ v + w〉)), et calculer leur dimension.

Exercice 2.12. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et f ∈ EndK(E)
telle que fn = 0 et fn−1 6= 0. Soit v ∈ E tel que fn−1(v) 6= 0E . Montrer que
(v, f(v), . . . , fn−1(v)) est une base de E.

Exercice 2.13. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et V,W des sous-
espaces vectoriels de E tels que E = V +W . Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel
W0 de W tel que E = V ⊕W0.

Exercice 2.14. Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E → F une
application linéaire.

1. Montrer que f est injective ssi l’image par f de toute suite libre est libre.
2. Montrer que f est surjective ssi l’image par f de toute suite génératrice de E est

génératrice de F .
3. Montrer que f est bijective ssi l’image par f de toute base de E est une base de
F .

Exercice 2.15. Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie, (u1, . . . , un) une
base de E, et v1, . . . , vn ∈ F .

1. Montrer qu’il existe une unique application linéaire f : E → F telle que f(ui) = vi
pour tout 1 ≤ i ≤ n.

2. Montrer que f est bijective si et seulement si (v1, . . . , vn) est une base de F .
3. Montrer que les espaces vectoriels E et F sont isomorphes ssi dimE = dimF .

Exercice 2.16. Soient K un corps contenant Q, n ∈ N, et a ∈ K. Soit l’application

θa : K[X]n −→ K[X]n

P (X) 7−→ P (X − a).

1. Montrer que θa est linéaire.
2. Montrer que θa ◦ θ−a = θ−a ◦ θa = IdK[X]n .
3. Montrer que (1, (X − a), . . . , (X − a)n) est une base de K[X]n.

4. Soit P (X) ∈ K[X]n. Pour k ∈ N soit P (k)(X) la dérivée k-ième de P (X). Montrer
que

P (X) =
∑

0≤k≤n

P (k)(a)

k!
(X − a)k .
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Exercice 2.17. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et B = (e1, . . . , en)
une base de E.

1. Soit f ∈ AutK(E). Montrer que (f(e1), . . . , f(en)) est une base de E.
2. Soit B(E) l’ensemble des bases de E. Montrer que l’application

φB : AutK(E) −→ B(E)

f 7−→ (f(e1), . . . , f(en))

est bijective.
3. Soient p un nombre premier et K = Z/pZ le corps à p éléments. Montrer que

|AutK(E)| = p
n(n−1)

2

∏
1≤k≤n

(pk − 1) .

3. Le théorème du rang

Exercice 3.1. Déterminer une base du noyau et une base de l’image des applications
linéaires suivantes.

1. f1 : R2 → R3, (x, y) 7→ (x+ 2y, x− y, 2x− y).
2. f2 : R3 → R2, (x, y, z) 7→ (2x− y + z, x+ 2y − z).
3. f3 : R3 → R3, (x, y, z) 7→ (x− y, y − z,−x+ z).
4. f4 : R3 → R4, (x, y, z) 7→ (x+ z, x+ y, 2x+ y + z, y − z).
5. f5 : R4 → R3, (x, y, z, t) 7→ (x− t,−y − z,−x+ 2y + 2z + t).
6. f6 : R4 → R4, (x, y, z, t) 7→ (x− z, y − t, x+ 2y − z − 2t,−2x+ 3y + 2z − 3t).

Exercice 3.2. Soient les applications linéaires

f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x+ y, y + z)
et

g : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (y, x− y,−x+ 2y).

1. Déterminer dim Ker(f) et dim Im(f).
2. Déterminer dim Ker(g) et dim Im(g).
3. Montrer que Ker(g ◦ f) = Ker(f) et Im(g ◦ f) = Im(g).
4. Montrer que f ◦ g = IdR2 .
5. Montrer que R3 = Ker(f)⊕ Im(g).

Exercice 3.3. Soit l’application linéaire

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x+ z, x− y + z, x+ 2y + z).

1. Montrer que Im(f) = {(x, y, z) ∈ R3 | 3x− 2y − z = 0}.
2. Soit U = R(1, 0, 3). Déterminer une base de f−1(U).
3. Soit V = {(x, y, z) ∈ R3 | x− z = 0}. Déterminer une base de f−1(V ).

Exercice 3.4. Pour a ∈ R soit l’application linéaire

fa : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x+ ay, ax+ y, x+ y + z).
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1. Déterminer les a ∈ R tels que fa est bijective.
2. Soit a ∈ R tel que fa n’est pas bijective. Déterminer une base de Ker(fa) et une

base de Im(fa).

Exercice 3.5. Pour a ∈ C soit l’application linéaire

fa : C3 −→ C3

(x, y, z) 7−→
(
(1− a)x+ y, x+ z, x+ y + az

)
.

1. Montrer que Im(fa) = {(x, y, z) ∈ C3 | x+ ay − z = 0}.
2. Déterminer les a ∈ C tels que C3 = Ker(fa)⊕ Im(fa).

Exercice 3.6. Pour a, b ∈ R soit l’application linéaire

fa,b : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (y − z, ax+ by + z).

Déterminer une base de Ker(fa,b) et une base de Im(fa,b) pour tous a, b ∈ R.

Exercice 3.7. Pour a ∈ R soient les sous-espaces vectoriels W = R(1, 1, 1) et Va =
{(x, y, z) ∈ R3 | x+ ay − az = 0} de R3.

1. Montrer que R3 = Va ⊕W .
2. Soit pa la projection sur Va parallèlement à W . Déterminer Ker(pa ◦pb) et Im(pa ◦
pb) pour tous a, b ∈ R.

Exercice 3.8. Soient K un corps, a ∈ K, n ≥ 1, et ϕa : K[X]n → K, P (X) 7→ P (a).

1. Montrer que l’application ϕa est linéaire.
2. Montrer que (X − a, X2 − aX, . . . , Xn − aXn−1) est une base de Ker(ϕa).

Exercice 3.9. Soit n ≥ 1. Soit la dérivation δ : R[X]n → R[X]n, P (X) 7→ P ′(X).

1. Montrer que l’application δ est linéaire.
2. Déterminer une base de Im(δ) et une base de Ker(δ).
3. Soit k ≥ 1 entier. Déterminer dim Im(δk) et dim Ker(δk).

Exercice 3.10. Soit n ≥ 1. Soit γ : R[X]n → R, P (X) 7→ P ′(0).

1. Montrer que l’application γ est linéaire.
2. Déterminer une base de Ker(γ).

Exercice 3.11. Soient K un corps et n ≥ 2. Soit l’application ψ : K[X]n → K × K,
P (X) 7→ (P (0), P (1)).

1. Montrer que l’application ψ est linéaire.
2. Montrer que l’application ψ est surjective.
3. Montrer que (X2 −X, X3 −X2, . . . , Xn −Xn−1) est une base de Ker(ψ).

Exercice 3.12. Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E → F une
application linéaire. On suppose que dimF = 1.

1. Montrer que f est surjective ou bien f est nulle.
2. On suppose que f n’est pas nulle. Montrer que dim Ker(f) = dimE − 1.
3. Soient a, b, c ∈ R et V = {(x, y, z) ∈ R3 | ax+by+cz = 0}. Montrer que dimV = 2

si et seulement si (a, b, c) 6= (0, 0, 0).
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Exercice 3.13. Soit (a, b, c) ∈ R3 tel que (a, b, c) 6= (0, 0, 0). Soit l’application linéaire

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (cy − bz,−cx+ az, bx− ay).

1. Montrer que Ker(f) = R(a, b, c).
2. Montrer que Im(f) = {(x, y, z) ∈ R3 | ax+ by + cz = 0}.
3. Montrer que R3 = Ker(f)⊕ Im(f).

Exercice 3.14. Soient E,F,G des K-espaces vectoriels et f : E → F , g : F → G des
applications linéaires. Soit l’application linéaire h : Im(f)→ G, y 7→ g(y) (restriction de g
au sous-espace vectoriel Im(f) de F ).

1. Montrer que Ker(h) = Ker(g) ∩ Im(f).
2. Montrer que Im(h) = Im(g ◦ f).
3. Montrer que dim Im(g ◦ f) = dim Im(f)− dim(Ker(g) ∩ Im(f)).
4. Montrer que dim Im(g ◦ f) ≤ Min(dim Im(g), dim Im(f)).

Exercice 3.15. Soient E un K-espace vectoriel et f, g : E → E des applications linéaires
telles que f ◦ g = IdE .

1. Montrer que g est injective.
2. Montrer que (g ◦ f)(v) = v pour tout v ∈ Im(g).
3. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que g ◦ f = IdE .

Exercice 3.16. Soit S(K) leK-espace vectoriel des suites d’éléments deK indexées par N.
Soient f, g : S(K)→ S(K) les applications données par f(x0, x1, x2, . . .) = (x1, x2, x3, . . .)
et g(x0, x1, x2, . . .) = (0, x0, x1, . . .) pour tout (xn)n∈N ∈ S(K).

1. Montrer que f et g sont linéaires.
2. Montrer que f ◦ g = IdS(K).
3. Déterminer Ker(f) et Im(g).
4. Montrer que h ◦ f 6= IdS(K) pour toute application linéaire h : S(K)→ S(K).

Exercice 3.17. Soient E,F des K-espaces vectoriels et f : E → F une application
linéaire. Soit V un sous-espace vectoriel de E. Montrer que

dim f(V ) = dimV − dim(Ker(f) ∩ V ).

Exercice 3.18. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E → E une
application linéaire. Soit W un sous-espace vectoriel de F .

1. Montrer que f(f−1(W )) = Im(f) ∩W .
2. Montrer que

dim f−1(W ) = dim Ker(f) + dim(Im(f) ∩W ).

Exercice 3.19. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E → E une
application linéaire.

1. Montrer que dim Im(f) = dim Im(f ◦ f) + dim(Im(f) ∩Ker(f)).
2. Montrer que Ker(f) ⊆ Im(f) ssi dim Im(f ◦ f) = dim Im(f)− dim Ker(f).

Exercice 3.20. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E → E une
application linéaire.

1. Montrer que f(Im(f)) ⊆ Im(f).
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Soit l’application linéaire g : Im(f)→ Im(f), v 7→ f(v).

2. Montrer que g est bijective si et seulement si Ker(f) ∩ Im(f) = {0E}.
3. Montrer que E = Ker(f)⊕ Im(f) si et seulement si g est bijective.

Exercice 3.21. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E → E une
application linéaire. Soit V un sous-espace vectoriel de E.

1. On suppose que E = Im(f)⊕ V et que f(V ) ⊆ V . Montrer que V = Ker(f).
2. On suppose que E = Ker(f)⊕ V et que f(V ) ⊆ V . Montrer que V = Im(f).

Exercice 3.22. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E → E une
application linéaire.

1. Montrer que Ker(f) ⊆ Ker(f ◦ f) et Im(f ◦ f) ⊆ Im(f).
2. Montrer que dim Ker(f ◦ f)− dim Ker(f) = dim Im(f)− dim Im(f ◦ f).
3. Montrer que Ker(f) = Ker(f ◦ f) si et seulement si Im(f ◦ f) = Im(f).

Exercice 3.23. Soient E,F,G des K-espaces vectoriels. Soient f : E → F , g : F → G
des applications linéaires telles que f est injective, Im(f) = Ker(g), et g est surjective.
Montrer que dimE − dimF + dimG = 0.

Exercice 3.24 (Formule de Grassmann). Soient E un K-espace vectoriel et V,W des
sous-espaces vectoriels de E. Soit l’application

σ : V ×W −→ E

(v, w) 7−→ v + w .

1. Montrer que σ est une application linéaire.
2. Montrer que Im(σ) = V +W .
3. Montrer que Ker(σ) = {(u,−u) ∈ V ×W | u ∈ V ∩W}.
4. Montrer que l’application V ∩W → Ker(σ), u 7→ (u,−u) est linéaire bijective.
5. Montrer que dim(V +W ) = dimV + dimW − dim(V ∩W ).

Exercice 3.25. Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E → F une
application linéaire. Pour tout sous-espace vectoriel U de E, on pose U0 = U ∩ Ker(f).
Soient V,W des sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que f(V ∩W ) ⊆ f(V ) ∩ f(W ) et V0 +W0 ⊆ (V +W )0.
2. Montrer que dim f(V ) ∩ f(W )− dim f(V ∩W ) = dim(V +W )0 − dim(V0 +W0).

(Utiliser 3.17 et 3.24.)
3. Montrer que f(V ∩W ) = f(V ) ∩ f(W ) ssi V0 +W0 = (V +W )0.

Exercice 3.26. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et V un sous-espace
vectoriel de E.

1. On suppose qu’il existe une application linéaire surjective f : E → K telle que
V = Ker(f). Montrer que dimV = dimE − 1.

2. On suppose que dimV = dimE − 1.
(a) Soit u ∈ E tel que u 6∈ V . Montrer que E = V ⊕Ku.
(b) Montrer que l’application γ : K → Ku, a 7→ au est linéaire bijective.
(c) Soit p la projection sur Ku parallèlement à V . Montrer que γ−1 ◦ p : E → K

est linéaire surjective et que Ker(γ−1 ◦ p) = V .
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Exercice 3.27. Soient E unK-espace vectoriel de dimension finie et V,W des sous-espaces
vectoriels de E.

1. On suppose qu’il existe une application linéaire f : E → E telle que Ker(f) = V
et Im(f) = W . Montrer que dimV + dimW = dimE.

2. On suppose que dimV + dimW = dimE.
(a) Soit U un sous-espace vectoriel de E tel que E = U ⊕V . Montrer qu’il existe

une application linéaire bijective ϕ : U →W .
(b) Soit p la projection sur U parallèlement à V . Montrer que l’application f :

E → E, u 7→ ϕ(p(u)) est linéaire et que Ker(f) = V , Im(f) = W .


