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1. STRUCTURE DES APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 1.1. Soient £ un K-espace vectoriel et f,g € Endg (F) tels que fog=go f.
On pose fO = Idg et pour n > 1 entier f* = fo...o f (n fois). Soit u € F tel que
f(u) = g(u). Montrer que f™(u) = g"(u) pour tout n € N.

Exercice 1.2. Soient F un K-espace vectoriel et V, W des sous-espaces vectoriels de F
tels que £ = V @ W. Soient p € Endg(E) la projection sur V parallelement a W et
q € Endg (F) la projection sur W parallelement & V. Montrer que (p, q) est libre.

Exercice 1.3. Soient E un K-espace vectoriel et f : £ — E une application linéaire.

1. Montrer que Ker(f) NKer(f —Idg) = {0}.
2. Montrer que Ker(f o f — f) = Ker(f) @ Ker(f — Idg).

Exercice 1.4. Soient E un R-espace vectoriel et f : E — F une application linéaire telle
que fo f=Idg.

1. Montrer que —1(f —Idg) + 1(f +1dg) = Idg.

2. Montrer que (f —Idg)o (f+1dg) = (f +1dg) o (f —Idg) = 0.

3. Montrer que E = Im(f — Idg) & Im(f + Idg).

4. Montrer que E = Ker(f —Idg) ® Ker(f + Idg).

Exercice 1.5 (Projections). Soient E un K-espace vectoriel et V, W des sous-espaces
vectoriels de F tels que £ =V & W. Soient p la projection sur V parallelement a W et ¢
la projection sur W parallelement a V.

1. Montrer que pog=qgop=0et p+q=1dg.

2. Soient a,b € K et n > 1 entier. Montrer que (ap + bq)" = a"p + b"q.

Exercice 1.6 (Symétries). Soient E un K-espace vectoriel et V, W des sous-espaces vecto-
riels de F tels que £ =V @ W. Soit s : E — FE la symétrie par rapport a V parallelement
a W, donnée par v + w — v — w pour tous v € V, w € W.

1. Montrer que s est une application linéaire et que s o s = Idg.
Soitt: F — F, v+ w+— —v+ w, la symétrie par rapport a W parallélement a V.

2. Montrer que sot =tos=—Idg et s+t =0.

3. Calculer (s —¢)" pour tout n > 1.
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Exercice 1.7. Soient E un K-espace vectoriel et f € Endg(FE) tel que fo f = Idg.
Montrer que f est la symétrie par rapport a Ker(f — Idg) parallelement & Ker(f + Idg)
(cf. exercice 1.4).

Exercice 1.8. Soient F un K-espace vectoriel et U, V, W des sous-espaces vectoriels de £
telsque E =V @W =U®W. Soient p € Endg (E) la projection sur U parallelement a V'
et s € Endg (F) la symétrie par rapport a U parallelement & W. Montrer que pos = sop
si et seulement si V. =W.

Exercice 1.9. Soient E, F' des K-espaces vectoriels et f,g : E — F des applications
linéaires.
1. Montrer que Ker(f) NnKer(g) C Ker(f + g).
2. Montrer que Im(f + ¢) C Im(f) + Im(g).
3. Déterminer les quatre espaces vectoriels ci-dessus lorsque f est bijective et g = — f.
4. Montrer que si Im(f) NIm(g) = {0p} alors Ker(f) N Ker(g) = Ker(f + g).
5. Montrer que si Ker(f) + Ker(g) = E alors Im(f + g) = Im(f) + Im(g).

Exercice 1.10. Soient E, F' des K-espaces vectoriels et f,g : E — F' des applications
linéaires.

1. Montrer que Ker(f) C Ker(f + g) si et seulement si Ker(f) C Ker(g).

2. Montrer que Ker(f) + Ker(g) C Ker(f + g) si et seulement si Ker(f) = Ker(g).

3. Montrer que Im(f + g) C Im(f) si et seulement si Im(g) C Im(f).

4. Montrer que Im(f + ¢g) C Im(f) NIm(g) si et seulement si Im(g) = Im(f).

Exercice 1.11. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient f,g: F — E des

applications linéaires telles que f + g est bijective et fog=0.

1. Montrer que E = Im(f) + Im(g).

2. Montrer que dim E > dim Im(f) + dim Im(g).
3. Montrer que dim £ = dimIm(f) + dimIm(g).
4. Montrer que Im(g) = Ker(f).

Exercice 1.12. Soient F un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et f € Endg(F). On
pose fO =1Idg et pour k > 1 entier f*¥ = fo...o f (k fois).

1. Soit k € N. Montrer que Ker(f*) C Ker(f**1) et Im(f**+1) C Im(f*).

2. Montrer que dim Ker(f**1) — dim Ker(f*) = dimIm(f*) — dim Im(f**1).
Pour k € N soit 'application linéaire

¢p - Im(f*) — E
3. Montrer que Ker(¢r) = Im(f*) N Ker(f) et Im(¢g) = Im(fF+1).
4. Montrer que la suite (dim Ker(f*+1) — dim Ker(f*))ren est décroissante.

5. Montrer que Ker(f") = Ker(f"1).
6. Montrer que E = Ker(f") & Im(f").

Exercice 1.13. Soient F/, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dim £ > 2
et dim F' > 1. Soient u,v € E, et

¢:Homg(E,F) — F x F
fr—= (fu), f(v)).
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Pour a,b € K soit I'application linéaire 1qp : F' X F' = F', (w1, w2) — awy + bws.
Montrer que 'application ¢ est linéaire.

Montrer que si au + bv = 0g alors Im(p) C Ker (1))

Soit (a,b) # (0,0). Montrer que 1) est surjective et déterminer dim Ker(1qp).
Montrer que ¢ est surjective si et seulement si (u,v) est libre.

5. Déterminer dim Ker(¢p).

o=

Exercice 1.14. Soient E un K-espace vectoriel et V, W des sous-espaces vectoriels de F.
Soit F'={f € Endg(E) | f(V) C Vet f(W)C W}. Soit 'application

p: F— Endg (V) x Endg (W)
fr—(fivs fiw)-

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Endg (F).

Montrer que p est linéaire.

On suppose que V + W = E. Montrer que p est injective.

On suppose que E =V @ W. Montrer que p est surjective.

5. On suppose que £ =V @ W. Montrer que dim F = (dim V)2 + (dim W)2.

Ll

Exercice 1.15. Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie et V un sous-
espace vectoriel de E. Soit ’application

p:Homg (E, F) — Hompg (V, F)
f — f|V

1. Montrer que p est linéaire.

2. Montrer que Ker(p) = {f € Endg(E) | V C Ker(f)}.
Soient W un sous-espace vectoriel de F tel que E = V & W et p la projection sur V
parallelement & W. Pour tout g € Homg (V, F'), soit 'application linéaire

e(g): E— F
u— g(p(u)).

3. Montrer que € : Homg (V, F) — Homg (E, F), g — £(g) est linéaire et injective.
4. Montrer que p o e = Idgom, (v,F)-

5. Montrer que dim Ker(p) = (dim £ — dim V') dim F.

6. Montrer que 1 : Ker(p) — Homg (W, F), f + fiy est un isomorphisme linéaire.

Exercice 1.16. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1. Pour un sous-espace
vectoriel V' de E on pose

N(V) = {f € Endg(E) | VveV, f(v)=0g}.

Soient V, W des sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que N (V) est un sous-espace vectoriel de Endg (E).

Montrer que si V- C W alors N(W) C N(V).

Montrer que N(V)+ N(W) C N(VNW).

Montrer que N(V)NN(W) =NV +W).

Soient (v1,...,v,) une base de V et E" = E x ... x E (r fois). Soit I'application
¢ : Endg(E) — E"

fr= (f(vr), - for)).

G D
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Montrer que ¢ est linéaire et surjective.

Montrer que dim N (V) = n(n — dim V).

Montrer que N (V) = Endg (FE) ssi V = {0g}, et N(V) ={0} ssi V = E.
Montrer que N(V)+ N(W) =NV NW).

Montrer que E =V @& W si et seulement si Endg (E) = N(V) & N(W).

© XN

2. REPRESENTATIONS MATRICIELLES

Exercice 2.1. Soient les applications linéaires
f:R3—R3 o g:R® — R3
(z,y,2) — (x, =22 —y,20 + 2y + z) (x,y,2) — (—x — 2y — 22,y + 2z, —2).
1. Déterminer les matrices de f et de g dans la base B = ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)).

2. Montrer que fog=go f, fo f=gog, et que f et g sont bijectives.
3. Montrer que R3 = Ker(f — g) @ Ker(f + g).

Exercice 2.2. Soit B = (e, e, e3) la base de R? donnée par e; = (1,0,0), e3 = (0, 1,0),
es = (0,0,1). Soit I'application linéaire
f:R® — R
(l‘,y,Z) — (2x—y—3z,—2x+3y—|—62, x—y—2z)
1. Déterminer Mp(f).

2. Montrer que C' = (2e1 — e3 + e3,e1 — 2e3 + €3, e1) est une base de R3.
3. Montrer que

Mc(f) =

OO =
O = O
— = O

4. Montrer que (f — Idgs)? = 0.
Exercice 2.3. Soit B = (e, e, e3) la base de R? donnée par e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0),
ez = (0,0,1). Soit I'application linéaire
f:R?—R?
(x,y,2) — (x+y+22z, c+2y+ 3z, o+ 2y + 4z).
1. Déterminer Mp(f)
(

2. Montrer que C' = (—e; — e + €3, €1, €2) est une base de R3.
3. Déterminer Mc(f).
4. Montrer que Mp(f)P§ = P§Mp(f).

Exercice 2.4. Soit B = (e, e, e3) la base de R? donnée par e; = (1,0,0), ez = (0, 1,0),
es = (0,0,1). Soit lapplication linéaire

fiRP — R
(x,y,2) — (x + 2z, y + 3z, =2z + 2y).
1. Déterminer Mp(f).
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2. Montrer que C = ((1,1,0),(2,3,—-2),(2,3,1)) est une base de R3,
3. Déterminer Mq(f).
4. Montrer que (f — Idgs) o (f + Idgs) o (f —2Idgs) = 0.

Exercice 2.5. Soit B = (e, e, e3) la base de R? donnée par e; = (1,0,0), ez = (0, 1,0),
es = (0,0,1). Soit 'application linéaire

f:R*— R
(z,y,2) — (Te + 4y — 162, 3x +y — 7z, 4o + 2y — 92) .
Déterminer la matrice M de f dans la base B.
Montrer que C = (e1 + 2e2 + e3,2e1 + e2 + e3,2e1 + e3) est une base de R3,
Déterminer la matrice de f dans la base C.

Montrer que f2 + f2+ f + Idgs = 0.
Calculer M*"*! pour tout n € N.

U Lo

Exercice 2.6. Soit g : R? — R? ’application linéaire dont la matrice dans la base B =
((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est

~2/3 4/3 2/3
4/3  —2/3 2/3| € Ms(R).
2/3  2/3 4/3

Soient vy = (0,1,1), vo = (1,0,1), v3 = (—1,—1,1) € R?, et C = (v1,v9,v3).

1. Montrer que C est une base de R3.

Déterminer la matrice de g dans la base C.

Déterminer une base de Ker(g) et une base de Im(g).

Montrer que R? = Ker(g) @ Im(g).

Soit p : R? — R3 la projection sur (v1,ve) parallelement & (v3). Pour n > 1 entier
soit g" = go...og (n fois). Montrer que g" = 2" !g si n est impair et g" = 2"p
si n est pair.

CUs W

Exercice 2.7. Soient f, g : R3 — R3 les applications linéaires données pour tout (z,v,2) €
R3 par
f(.’E,y,Z) = (y72771‘+27 miy)
et g(.’E,y,Z):(*y*QZ,J,‘*Z, 2x+y)
Soient vy = (1,1,1), vo = (—1,2,—1), v3 = (1,0, —1) € R3, et C = (vy,va,v3).

1. Montrer que C est une base de R3.

Déterminer les matrices de f et de g dans la base C.

Déterminer une base de Ker(f), Im(f), Ker(g) et Im(g).

Déterminer les matrices de f o g et de g o f dans la base C.

Montrer que Ker(f o g) = Im(f), Im(f o g) = Ker(g), Ker(g o f) = Im(g) et

Im(g o f) = Ker(f).

Exercice 2.8. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Endg (E).

Gk L

1. Soient a € Ret xz € E. Montrer que f(z) = ax si et seulement si z € Ker(f—aldg).
2. Soient a # b. Montrer que Ker(f —aldg) NKer(f —bIdg) = {0g}.
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Soit f € Endg(R?) dont la matrice dans la base B = ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) est
0 0 0
Ms(h) = 1 -1 0
-1 1 1

3. Déterminer les dimensions de Ker(f), Ker(f — Idg) et Ker(f + Idg).
4. Montrer qu’il existe une base C' de R? dans laquelle la matrice de f est

0 0 0
Me(f)=[0 1 0
0 0 -1

5. Montrer que f3 = f.

Exercice 2.9. Soit B = (e, e, e3) la base de R? donnée par e; = (1,0,0), e3 = (0, 1,0),
es = (0,0,1). Soient

v =e; —3e3, vy =ea+e3, v3=e1+ 2.

1. Montrer que C' = (v1,v2, v3) est une base de R3.

2. Soit f : R?® — R3 I'application linéaire ajvq + asvs + azvz — ajv1 — agva + asvs,
avec ai,as,as € R. Déterminer la matrice M de f dans la base B.

3. Soit g : R? — R3 la projection sur (vy,v3) parallelement & (vg). Déterminer la
matrice N de g dans la base B.

4. Calculer N™ et M™ pour tout n > 1.

5. Calculer (MN)™ et (NM)™ pour tout n > 1.

Exercice 2.10. Soit B = (e1, €2, e3) la base de R? donnée par e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0),
es = (0,0,1). Soient les matrices

4 2 —6
Ai=1(0 0 O et Ay = —2 — € M3
2 1 -3
Soient les vecteurs v1 = (2,0,1), vo = (1,1,1), v3 = (—1,2 0) eR

1. Montrer que R? = (v1) & (v2,v3) = (v, v2) EB (v3).

2. Soient p; la projection sur (v;) parallelement & (ve,vs) et po la projection sur
(v1,v9) parallelement & (vs). Montrer que A; = Mp(p1) et Ay = Mp(p2).

3. Montrer que A1As = Ay A1 = Aj.

4. Soit m > 1 entier. Montrer que AT = A; et Ay = As.

5. Montrer que (A; — Ag)" = (—=1)"t1(A] — As) et (A + Ag)" = (2" — 1) Ay + As.

Exercice 2.11. Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (u, v, w) une base
de E. Soient V = (u,v), W = (w), p € Endg(E) la projection sur V parallelement a W
et s € Endg (F) la symétrie par rapport & V' parallelement a W.

1. Déterminer Mp(p) et Mp(s).

2. Montrer que C = (u + v,u + w,v + w) est une base de E.

3. Déterminer Mc(p) et Mc(s).

4. Calculer Mc(p)" et Mc(s)™ pour tout n > 1.

Exercice 2.12. Soit B = (e1, ea, e3) la base de R? donnée par e; = (1,0,0), ez = (0, 1,0),
e3 = (0,0,1). Soient V = {(z,9,2) ER3 |22+ y+2 =0}, w=1e1 — ez +e3 et W = (w).
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1. Montrer que R3 =V @ W.
2. Soit u = (x,y,2) € R3.
(a) Montrer qu’il existe un unique v € V' et un unique A € R tels que u = v+ A\w.
(b) Montrer que A = (22 +y + ).
3. Soit p € Endg(R?) la projection sur V parallelement & W. Montrer que
1 0o -1 -1
Mp(p) = 512 3 1
-2 -1 1
4. Soit s € Endg(R?) la symétrie par rapport & V parallelement & W. Montrer que
s = 2p — Idgs et déterminer Mp(s).
Exercice 2.13. Soit B = (eq, e2, e3) la base de R? donnée par e; = (1,0,0), ex = (0, 1,0),
es = (0,0,1). Soient v; = e; — e3, vo = ex + €3, v3 = —e1 + €2, V = (v1,v2), et W = (v3).
1. Montrer que C' = (v1,v2,v3) est une base de R? et que R3 =V @ W.
Soient p € Endg(R?) la projection sur V parallelement & W et s € Endg(R?) la symétrie
par rapport a V parallelement a W.
2. Déterminer M¢(p) et Mc(s).
3. Calculer (Mc(s)Mc(p))™ et (Mc(p)Mc(s))™ pour tout n > 1.

Exercice 2.14. Soient a,b,c € R et

b
M= ¢ | e My(R).
1

O O =
oS = Q

1. Soit N = M — 15. Calculer N2 et N3.
2. Soit n > 1. Montrer que

1 na nb+ %ac

M"=10 1 ne
0 0 1

Exercice 2.15. Soit K un corps. Pour a € K soit la matrice
1 0 0 a
0100
Ua=10 0 1 o] € MiE)

00 01

1. Montrer que U, € GL4(K) pour tout a € K.
2. Montrer que U = {U,; a € K} est un sous-groupe de GL4(K). Est-il normal ?
3. Montrer que l'application K — U, a — U, est un isomorphisme de groupe.

Exercice 2.16. Soit F un K-espace vectoriel de dimension 3. Pour a,b € K soit f,; €
Endg (F) telle qu’il existe une base B de E telle que

Déterminer dim Ker(f, ) et dimIm(f, ).
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Exercice 2.17. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n > 1. Soit f € Endg(F)
telle qu'il existe une base B de E telle que Mp(f) = (ai;)i<i j<n avec a; j = 0 pour i > j.
Montrer que f™ = 0.

Exercice 2.18. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et B = (v1,...,vy)
une base de E. Soit g € Autg (FE).

1. Montrer que ¢g(B) = (g(v1),...,9(vy)) est une base de E.
2. Soit f € Endg(FE) tel que fog=go f. Montrer que Myg)(f) = Mp(f).

Exercice 2.19. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et V, W des sous-
espaces vectoriels de E tels que E = V @& W. Soient p € Endg(F) la projection sur V
parallelement & W et s € Endg (F) la symétrie par rapport a V parallelement a W. Soit
B = (v1,...,Up,Wyy1,...,wy,) une base de E telle que vy,...,v, € Vet wy41,...,w, € W.
1. Montrer que s(B) = (s(v1),...,s(v:), s(wp41), ..., s(wy,)) est une base de E.
2. Montrer que Myg)(p) = Mp(p).

Exercice 2.20. Soit f € Endg(R?) telle que fo f = Idgs (cf. exercice 1.4). Montrer qu'il
existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est I'une des suivantes :

100 10 0 1 0 0 -1 0 0
o10], o1 o], [0o-1 0],ouf[0 -1 0
00 1 00 —1 0 0 -1 0 0 -1

Exercice 2.21 (Matrices élémentaires). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1.
Pour 1 < /,m < n soient les matrices élémentaires

Em = (€ij)1<ij<n € Mp(K) avec g;; =0si (i,7) # ({,m) et gg, = 1.
Montrer que {Ep,,; 1 < {,m < n} est une base de M, (K).

Exercice 2.22. Soient F un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et V' un sous-espace
vectoriel de E de dimension r > 1. Soient

N(V) ={f € Endg(E) |V C Ker(f)} et

F ={(aij)i<ij<n € Mp(K) | aj; =0pourtous 1 <i<mnetl<j<r}

1. Montrer que N (V') est un sev de Endg (E). Est-ce un sous-anneau ?

2. Montrer qu’il existe une base B = (vy,...,v,) de E telle que (v1,...,v,) est une
base de V.

3. Montrer que Mp(N(V)) = F.

4. Montrer que dim N (V') = n(n —r).

Exercice 2.23. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et V' un sous-espace
vectoriel de F de dimension r > 1. Soient

S(V)={f € Endg(E) | f(V) SV} et

G = {(aij)i<ij<n € Mp(K) |a;j =0pour tousr <i<metl<j<r}

1. Montrer que S(V) est un sev de Endg (FE). Est-ce un sous-anneau ?
2. Montrer qu'il existe une base B telle que Mp(S(V)) = G (cf. exercice 2.22).
3. Montrer que dim S(V) = n? — (n — r)r.
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Exercice 2.24 (Centre de Endg (F)). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1.
Pour 1 < ¢, m < n soient les matrices élémentaires Ey,, € M, (K) (cf. exercice 2.21).
1. Soit M € M, (K). Montrer que M € Z(M,(K)) ssi MEy,, = E¢,,M pour tous
1<lm<n.
2. Montrer que Z(M,(K)) ={aly,;a € K}.
3. Montrer que Z(Endg (F)) = {aldg; a € K}.

Exercice 2.25 (Conjugaison). Soient K un corps et n > 1. Pour P € GL,(K) soit
I’application
cp: My (K) — M,(K)
M +— PMP™

1. Montrer que cp est un automorphisme de K-espace vectoriel et d’anneau.
2. Soient P,Q € GL,(K). Montrer que cp o cg = cpq.
3. Soit P € GLy(K) tel que P™ = 1,,. Montrer que (cp)™ = Idz, (k-

Exercice 2.26 (Transposition). Soient K un corps et n > 1. Soit application
0: My(K) — My(K)

A= (aighi<ijon — A" = (0j:)1<ij<n-
Montrer que # est un automorphisme de K-espace vectoriel.
Montrer que 6 0 0 = Idy, (k-
Soient A, B € M, (K). Montrer que §(AB) = §(B)§(A).
Soit A € M,,(K). Montrer que A € GL,(K) si et seulement si §(A) € GL,(K).
5. Soit A € GL,(K). Montrer que §(A™1) = 6(A)~L.

=W

Exercice 2.27 (Matrices triangulaires). Soient K un corps et n > 1 entier. Soit
B = {(aij)i<ij<n € Mu(K) | j <i= a;; =0}

1. Montrer B est un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de M, (K).

2. Montrer que si M € BNGL,(K), alors M~! € B.

3. Mémes questions pour B’ = {(a;;)1<ij<n € Mp(K) | i < j = a;; = 0}.
Exercice 2.28. Soient K un corps et n > 1. Soient

S={AecM,(K)|A'=A} et A={Ac M,(K)|A" =—-A}.

1. Montrer que M, (K) =S ® A.

2. Montrer que S = (A+ Al; A€ M,(K)) et A=(A—A'; Ae M,(K)).

3. Montrer que dimS = % et dim A = @
Exercice 2.29 (Trace d’'un endomorphisme). Soit E un K-espace vectoriel de dimension
n > 1. Soit 'application trace

tr: My(K) — K
A= (aig)i<ijen — Y i
1<i<n

1. Montrer que tr est linéaire.
2. Soient A, B € M,(K). Montrer que tr(AB) = tr(BA).
3. Soient A € M,(K) et P € GL,(K). Montrer que tr(PAP~1) = tr(A).



10 ALGEBRE LINEAIRE - EXERCICES 3

4. Soient f € Endg(FE) et B, C des bases de E. Montrer que tr(Mp(f)) = tr(Mc(f)).
5. Montrer qu’il existe une unique application linéaire
Tr: Endg(E) — K

telle que Tr(f) = tr(Mp(f)) pour toute base B de E.
6. Montrer que dim Ker(Tr) = n? — 1.

Exercice 2.30. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n > 1. Pour g € Endg (F)
soit I'application (cf. exercice 2.29)

Ty : Endg (E) — K
fr—Tr(go f).
1. Montrer que 7,4 est linéaire.
Soit B = (v1,...,vy,) une base de E. Pour 1 < 4,j < n soient f;; € Endg(F)
donnés par f; j(vr) = 0si k # j et fij(v;) = v;. Montrer que {f;;;1<4i,j <n}
est une base de Endg (F).

N

3. Montrer que fk,f o fi,j =0si/ 75 1 et fk,i o fi,j = fk,j'
4. Solent a;, € K tels que g(vk) = 31 <;<p, @i kvi- Montrer que g = 32, i), @ijifi
5. Montrer que 74(f; ;) = aj;.
Soit I’application
S EndK(E) — HomK(EndK(E), K)
g—Tg.
6. Montrer que © est linéaire.
7. Montrer que © est injective.
8. Montrer que © est bijective.
9. Soit ¢ € Homg (Endg (E), K) tel que ¢(foh) = ¢(hof) pour tous f,h € Endg (E).

(a) Soit g € Endg(E) tel que ©(g) = ¢. Montrer que ©(go f) = O(f o g) pour
tout f € Endg(E).
(b) Montrer qu’il existe a € K tel que ¢ = a Tr (cf. exercice 2.24).
10. Montrer que Ker(Tr) = (foh —ho f; f,h € Endg(F)).

3. LE DETERMINANT

Exercice 3.1. Soit
1 1

1
A= |1 /3 1 € M3(C).
1 1 6—27T’i/3
1. Calculer det(A).
2. Montrer que ((1,1,1), (1,e*™/3 1), (1,1, e~2™/3)) est une base de C?.

Exercice 3.2 (Matrices triangulaires). Soient K un corps et n > 1 entier.
1. Soit A = (a;j)i<ij<n € My(K) avec a; ; = 0 pour i < j. Montrer que det(A4) =

ngign Q-
2. Soit B = (b; j)1<ij<n € My(K) avec b; ; = 0 pour i > j. Montrer que det(B) =

ngz‘gn bii-
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Exercice 3.3. Soient a,b,c € R.

1. Montrer que ((a,0,0), (b,1,0),(c,1,1)) est une base de R3 ssi a # 0.
2. Montrer que ((a,0,0),(1,b,0),(1,¢,1)) est une base de R3 ssi ab # 0.
3. Montrer que ((a,0,0),(1,b,0),(1,1,c)) est une base de R? ssi abc # 0.

Exercice 3.4. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,¢g € Endg(E).
Montrer que f o g est bijective si et seulement si f et g sont bijectives.

Exercice 3.5. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Endg(F). On
suppose qu'il existe un entier k > 1 tel que f¥ = 0. Montrer que f n’est pas bijective.

Exercice 3.6. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et f € Endg(E).
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(i) I existe v € E tel que det(v, f(v),..., f*"1(v)) # 0.

(ii) II existe une base B de F et ay,...,a, € K tels que

0o 0 . 0 a
1 0 ... 0 as
Mgp(f)=10 1 ° Do
: -0
0O ... 0 1 ap

Exercice 3.7. Pour a € R soit ’application linéaire
fo:R? —R3
(r,y,2) — (x+ay+ z, x+y+az, ar +y + 2).

1. Montrer que det(f,) = a® — 3a + 2.
2. Montrer que f, est bijective si et seulement si a ¢ {—2,1}.
3. Montrer que Ker(f_2) = Im(f1) et Im(f_2) = Ker(f1).

Exercice 3.8. Soient a,b € R. Soient A, P,Q € M4(R) avec
a b b b 1 0 0 0 1 0 0O
b a b b -1 1 0 0 1 100
A= b b a b’ P= -1 0 1 0}’ Q= 1 010
b b b a -1 0 0 1 1 0 01
1. Calculer det(P) et det(Q).

2. Calculer PAQ.
3. Montrer que det(A) = (a — b)3(a + 3b).
4. Soit f € Endg(R*) tel que A = Mp(f) dans une base B de R*. Calculer dim Im(f).

Exercice 3.9. Soient n > 1 et f € Endg(R") telle que f3 + f = 0.

1. Montrer que det(f)3 = (—1)"det(f).
2. Montrer que si f est bijective alors n est pair.
3. Donner un exemple d’application g € Autc(C3?) telle que g% + g = 0.

Exercice 3.10. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Endg (F) telle
que E = Ker(f —Idg)®Ker(f+1dg). Soient n = dim E et r = dim Ker(f —Idg). Montrer
que det(f) = (=1)"".
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Exercice 3.11 (Matrices Compagnons). Soient E un K-espace vectoriel de dimension
n>1et B=(vy,...,v,) une base de E. Soit f € Endg(FE) 'application linéaire donnée
par f(v;) = vi41 pour 1 <i<mn—1et f(v,) =avy + ...+ apv, avec ay,...,a, € K.

1. Montrer que det(f) = (—1)"*a;.
2. Déterminer Mp(f) et calculer det(Mp(f)) en développant selon la premiere ligne.

Exercice 3.12. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et VW des sous-
espaces vectoriels de F tels que V@& W = E. Soit f € Endg(E) telle que f(V) C V et
f(W) C W. Soient g,h : E — E les applications données par g(v + w) = f(v) + w et
h(v+w) =v+ f(w) pour tous v € V, w € W.

1. Montrer que g et h sont linéaires.

2. Montrer que goh =hog = f.

3. Soit fiy € Endg (V) la restriction de f a V. Montrer que det(g) = det(f}y ).
4. Montrer que det(f) = det(fj) det(fjw).

Exercice 3.13. Soient K un corps et n > 1. Soit ’ensemble

SLu(K) = {A € My(K) | det(4) =1}.

1. Montrer que det : GL,(K) — K* est un morphisme de groupe surjectif.
2. Montrer que SL,(K) < GL,(K).
3. Montrer que GL,,(K)/SLy,(K) ~ K*.

Exercice 3.14 (Vandermonde). Soient K un corps et n > 1. La matrice de Vandermonde
de z1,...,x, € K est

1 oz 23 .. 2!
2 n—1
1 xo x5 ... my
Vo(z1, .. .oxn) = | ¢ 00 : € M, (K).
def
1z, 22 ... 0!

1. Soient a = (ag, a1,...,an1) € K" et Py(X) = ap 1 X" 1 4+.. . +a1 X +ap € K[X].
Montrer que Vi, (x1,...,2n) a = (Py(x1),. .., Py(zn)).

2. Montrer que det(V,(z1,...,2,)) = 0 si et seulement si il existe un polynéme non
nul P(X) € K[X] tel que degP <n —1 et P(x;) =0 pour tout 1 <k <n.

3. Montrer que det(V,,(z1,...,2,)) # 0 si et seulement si z; # x; pour tous ¢ # j.

4. Soit D, (X) = det(V, (X, z2,...,2y)). Montrer que D, (X) € K[X],—_1 et que son
coefficient en X! est (—1)""!det(V,_1(x2,...,7,)).

5. On suppose que x; # x; pour tous i # j. Soit € K. Montrer que D, (x) = 0 si
et seulement si z € {xa,...,zp}.

6. Montrer que D, (X) = (—1)" tdet(Vy_1(z2,..., 7)) [locjcn(X —z5).

7. Montrer que o

det(Vo(@r, . yan)) = (=17 [ (@i —a5).

1<i<j<n
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Exercice 3.15 (Matrice circulante). Soit n > 1. La matrice circulante de ag, . . .,a,—1 € C
est
aop ap Gy ... Gp—9 Gp_1
an—1 agp a ... ap-3 Qap-2
p—2 0Gp—-1 a9 ... Gap—4 0Gp-3
Clag,..van-1) = | 0 "7 - e ().
def : : : : :
as as a4 ... ap ay
ay as a3 ... Gpn—1 Qo

Soit Py(X) = ap 1 X" 1+ ...+ a1 X + ag € C[X].

1.

3.

Soient o € C tel que o = 1 et v = (1,a,0?,...,a" 1) € C*. Montrer que
C(ag,...,an—1)v = Py(a)v.

. Soit ¢, = €2™/™ ¢ C. Pour 0 < k < n — 1 soit v, = (1,¢k, 2, .. .,Q(Ln_l)k) e C™.

Montrer que (vg, ..., vn—1) est une base de C™ (cf. exercice 3.14).
Montrer que det(C(ao, . .., an-1)) = [lo<p<n_1 P,(¢h).

Exercice 3.16. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Endg (E). Pour
tout a € K soit V(a) ={ve E| f(v) = av}.

1.

Ok N

Montrer que V'(a) est un sous-espace vectoriel de E et que f(V(a)) C V(a).
Montrer que si a # b alors V(a) NV (b) = {0g}.

Montrer que 'ensemble S = {a € K | dim V' (a) # 0} est fini.

Soit V = (V(a); a € S). Montrer que f(V) C V.

Montrer que det(fjy) = [[,eq adimV(a),



