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1. Structure des applications linéaires

Exercice 1.1. Soient E un K-espace vectoriel et f, g ∈ EndK(E) tels que f ◦ g = g ◦ f .
On pose f0 = IdE et pour n ≥ 1 entier fn = f ◦ . . . ◦ f (n fois). Soit u ∈ E tel que
f(u) = g(u). Montrer que fn(u) = gn(u) pour tout n ∈ N.

Exercice 1.2. Soient E un K-espace vectoriel et V,W des sous-espaces vectoriels de E
tels que E = V ⊕ W . Soient p ∈ EndK(E) la projection sur V parallèlement à W et
q ∈ EndK(E) la projection sur W parallèlement à V . Montrer que (p, q) est libre.

Exercice 1.3. Soient E un K-espace vectoriel et f : E → E une application linéaire.

1. Montrer que Ker(f) ∩Ker(f − IdE) = {0E}.
2. Montrer que Ker(f ◦ f − f) = Ker(f)⊕Ker(f − IdE).

Exercice 1.4. Soient E un R-espace vectoriel et f : E → E une application linéaire telle
que f ◦ f = IdE .

1. Montrer que −1
2(f − IdE) + 1

2(f + IdE) = IdE .
2. Montrer que (f − IdE) ◦ (f + IdE) = (f + IdE) ◦ (f − IdE) = 0.
3. Montrer que E = Im(f − IdE)⊕ Im(f + IdE).
4. Montrer que E = Ker(f − IdE)⊕Ker(f + IdE).

Exercice 1.5 (Projections). Soient E un K-espace vectoriel et V,W des sous-espaces
vectoriels de E tels que E = V ⊕W . Soient p la projection sur V parallèlement à W et q
la projection sur W parallèlement à V .

1. Montrer que p ◦ q = q ◦ p = 0 et p+ q = IdE .
2. Soient a, b ∈ K et n ≥ 1 entier. Montrer que (ap+ bq)n = anp+ bnq.

Exercice 1.6 (Symétries). Soient E un K-espace vectoriel et V,W des sous-espaces vecto-
riels de E tels que E = V ⊕W . Soit s : E → E la symétrie par rapport à V parallèlement
à W , donnée par v + w 7→ v − w pour tous v ∈ V , w ∈W .

1. Montrer que s est une application linéaire et que s ◦ s = IdE .

Soit t : E → E, v + w 7→ −v + w, la symétrie par rapport à W parallèlement à V .

2. Montrer que s ◦ t = t ◦ s = − IdE et s+ t = 0.
3. Calculer (s− t)n pour tout n ≥ 1.
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Exercice 1.7. Soient E un K-espace vectoriel et f ∈ EndK(E) tel que f ◦ f = IdE .
Montrer que f est la symétrie par rapport à Ker(f − IdE) parallèlement à Ker(f + IdE)
(cf. exercice 1.4).

Exercice 1.8. Soient E un K-espace vectoriel et U, V,W des sous-espaces vectoriels de E
tels que E = V ⊕W = U ⊕W . Soient p ∈ EndK(E) la projection sur U parallèlement à V
et s ∈ EndK(E) la symétrie par rapport à U parallèlement à W . Montrer que p ◦ s = s ◦ p
si et seulement si V = W .

Exercice 1.9. Soient E,F des K-espaces vectoriels et f, g : E → F des applications
linéaires.

1. Montrer que Ker(f) ∩Ker(g) ⊆ Ker(f + g).
2. Montrer que Im(f + g) ⊆ Im(f) + Im(g).
3. Déterminer les quatre espaces vectoriels ci-dessus lorsque f est bijective et g = −f .
4. Montrer que si Im(f) ∩ Im(g) = {0F } alors Ker(f) ∩Ker(g) = Ker(f + g).
5. Montrer que si Ker(f) + Ker(g) = E alors Im(f + g) = Im(f) + Im(g).

Exercice 1.10. Soient E,F des K-espaces vectoriels et f, g : E → F des applications
linéaires.

1. Montrer que Ker(f) ⊆ Ker(f + g) si et seulement si Ker(f) ⊆ Ker(g).
2. Montrer que Ker(f) + Ker(g) ⊆ Ker(f + g) si et seulement si Ker(f) = Ker(g).
3. Montrer que Im(f + g) ⊆ Im(f) si et seulement si Im(g) ⊆ Im(f).
4. Montrer que Im(f + g) ⊆ Im(f) ∩ Im(g) si et seulement si Im(g) = Im(f).

Exercice 1.11. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient f, g : E → E des
applications linéaires telles que f + g est bijective et f ◦ g = 0.

1. Montrer que E = Im(f) + Im(g).
2. Montrer que dimE ≥ dim Im(f) + dim Im(g).
3. Montrer que dimE = dim Im(f) + dim Im(g).
4. Montrer que Im(g) = Ker(f).

Exercice 1.12. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et f ∈ EndK(E). On
pose f0 = IdE et pour k ≥ 1 entier fk = f ◦ . . . ◦ f (k fois).

1. Soit k ∈ N. Montrer que Ker(fk) ⊆ Ker(fk+1) et Im(fk+1) ⊆ Im(fk).
2. Montrer que dim Ker(fk+1)− dim Ker(fk) = dim Im(fk)− dim Im(fk+1).

Pour k ∈ N soit l’application linéaire

φk : Im(fk) −→ E

x 7−→ f(x).

3. Montrer que Ker(φk) = Im(fk) ∩Ker(f) et Im(φk) = Im(fk+1).
4. Montrer que la suite (dim Ker(fk+1)− dim Ker(fk))k∈N est décroissante.
5. Montrer que Ker(fn) = Ker(fn+1).
6. Montrer que E = Ker(fn)⊕ Im(fn).

Exercice 1.13. Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE ≥ 2
et dimF ≥ 1. Soient u, v ∈ E, et

ϕ : HomK(E,F ) −→ F × F
f 7−→

(
f(u), f(v)

)
.
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Pour a, b ∈ K soit l’application linéaire ψa,b : F × F → F , (w1, w2) 7→ aw1 + bw2.

1. Montrer que l’application ϕ est linéaire.
2. Montrer que si au+ bv = 0E alors Im(ϕ) ⊆ Ker(ψa,b).
3. Soit (a, b) 6= (0, 0). Montrer que ψa,b est surjective et déterminer dim Ker(ψa,b).
4. Montrer que ϕ est surjective si et seulement si (u, v) est libre.
5. Déterminer dim Ker(ϕ).

Exercice 1.14. Soient E un K-espace vectoriel et V,W des sous-espaces vectoriels de E.
Soit F = {f ∈ EndK(E) | f(V ) ⊆ V et f(W ) ⊆W}. Soit l’application

ρ : F −→ EndK(V )× EndK(W )

f 7−→ (f|V , f|W ).

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de EndK(E).
2. Montrer que ρ est linéaire.
3. On suppose que V +W = E. Montrer que ρ est injective.
4. On suppose que E = V ⊕W . Montrer que ρ est surjective.
5. On suppose que E = V ⊕W . Montrer que dimF = (dimV )2 + (dimW )2.

Exercice 1.15. Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie et V un sous-
espace vectoriel de E. Soit l’application

ρ : HomK(E,F ) −→ HomK(V, F )

f 7−→ f|V .

1. Montrer que ρ est linéaire.
2. Montrer que Ker(ρ) = {f ∈ EndK(E) | V ⊆ Ker(f)}.

Soient W un sous-espace vectoriel de E tel que E = V ⊕ W et p la projection sur V
parallèlement à W . Pour tout g ∈ HomK(V, F ), soit l’application linéaire

ε(g) : E −→ F

u 7−→ g(p(u)).

3. Montrer que ε : HomK(V, F )→ HomK(E,F ), g 7→ ε(g) est linéaire et injective.
4. Montrer que ρ ◦ ε = IdHomK(V,F ).
5. Montrer que dim Ker(ρ) = (dimE − dimV ) dimF .
6. Montrer que ψ : Ker(ρ)→ HomK(W,F ), f 7→ f|W est un isomorphisme linéaire.

Exercice 1.16. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1. Pour un sous-espace
vectoriel V de E on pose

N(V ) =
def
{f ∈ EndK(E) | ∀ v ∈ V, f(v) = 0E}.

Soient V,W des sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que N(V ) est un sous-espace vectoriel de EndK(E).
2. Montrer que si V ⊆W alors N(W ) ⊆ N(V ).
3. Montrer que N(V ) +N(W ) ⊆ N(V ∩W ).
4. Montrer que N(V ) ∩N(W ) = N(V +W ).
5. Soient (v1, . . . , vr) une base de V et Er = E × . . .× E (r fois). Soit l’application

φ : EndK(E) −→ Er

f 7−→ (f(v1), . . . , f(vr)).
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Montrer que φ est linéaire et surjective.
6. Montrer que dimN(V ) = n(n− dimV ).
7. Montrer que N(V ) = EndK(E) ssi V = {0E}, et N(V ) = {0} ssi V = E.
8. Montrer que N(V ) +N(W ) = N(V ∩W ).
9. Montrer que E = V ⊕W si et seulement si EndK(E) = N(V )⊕N(W ).

2. Représentations matricielles

Exercice 2.1. Soient les applications linéaires

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x,−2x− y, 2x+ 2y + z)
et

g : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (−x− 2y − 2z, y + 2z,−z).
1. Déterminer les matrices de f et de g dans la base B = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)).
2. Montrer que f ◦ g = g ◦ f , f ◦ f = g ◦ g, et que f et g sont bijectives.
3. Montrer que R3 = Ker(f − g)⊕Ker(f + g).

Exercice 2.2. Soit B = (e1, e2, e3) la base de R3 donnée par e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1). Soit l’application linéaire

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (2x− y − 3z,−2x+ 3y + 6z, x− y − 2z).

1. Déterminer MB(f).

2. Montrer que C = (2e1 − e2 + e3, e1 − 2e2 + e3, e1) est une base de R3.
3. Montrer que

MC(f) =

1 0 0
0 1 1
0 0 1

 .

4. Montrer que (f − IdR3)2 = 0.

Exercice 2.3. Soit B = (e1, e2, e3) la base de R3 donnée par e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1). Soit l’application linéaire

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x+ y + 2z, x+ 2y + 3z, x+ 2y + 4z).

1. Déterminer MB(f).

2. Montrer que C = (−e1 − e2 + e3, e1, e2) est une base de R3.
3. Déterminer MC(f).
4. Montrer que MB(f)PCB = PCBMB(f).

Exercice 2.4. Soit B = (e1, e2, e3) la base de R3 donnée par e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1). Soit l’application linéaire

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x+ 2z, y + 3z,−2x+ 2y).

1. Déterminer MB(f).
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2. Montrer que C = ((1, 1, 0), (2, 3,−2), (2, 3, 1)) est une base de R3.
3. Déterminer MC(f).
4. Montrer que (f − IdR3) ◦ (f + IdR3) ◦ (f − 2 IdR3) = 0.

Exercice 2.5. Soit B = (e1, e2, e3) la base de R3 donnée par e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1). Soit l’application linéaire

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (7x+ 4y − 16z, 3x+ y − 7z, 4x+ 2y − 9z) .

1. Déterminer la matrice M de f dans la base B.
2. Montrer que C = (e1 + 2e2 + e3, 2e1 + e2 + e3, 2e1 + e3) est une base de R3.
3. Déterminer la matrice de f dans la base C.
4. Montrer que f3 + f2 + f + IdR3 = 0.
5. Calculer M4n+1 pour tout n ∈ N.

Exercice 2.6. Soit g : R3 → R3 l’application linéaire dont la matrice dans la base B =
((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) est−2/3 4/3 2/3

4/3 −2/3 2/3
2/3 2/3 4/3

 ∈M3(R).

Soient v1 = (0, 1, 1), v2 = (1, 0, 1), v3 = (−1,−1, 1) ∈ R3, et C = (v1, v2, v3).

1. Montrer que C est une base de R3.
2. Déterminer la matrice de g dans la base C.
3. Déterminer une base de Ker(g) et une base de Im(g).
4. Montrer que R3 = Ker(g)⊕ Im(g).
5. Soit p : R3 → R3 la projection sur 〈v1, v2〉 parallèlement à 〈v3〉. Pour n ≥ 1 entier

soit gn = g ◦ . . . ◦ g (n fois). Montrer que gn = 2n−1g si n est impair et gn = 2np
si n est pair.

Exercice 2.7. Soient f, g : R3 → R3 les applications linéaires données pour tout (x, y, z) ∈
R3 par

f(x, y, z) = (y − z,−x+ z, x− y)

et g(x, y, z) = (−y − 2z, x− z, 2x+ y).

Soient v1 = (1, 1, 1), v2 = (−1, 2,−1), v3 = (1, 0,−1) ∈ R3, et C = (v1, v2, v3).

1. Montrer que C est une base de R3.
2. Déterminer les matrices de f et de g dans la base C.
3. Déterminer une base de Ker(f), Im(f), Ker(g) et Im(g).
4. Déterminer les matrices de f ◦ g et de g ◦ f dans la base C.
5. Montrer que Ker(f ◦ g) = Im(f), Im(f ◦ g) = Ker(g), Ker(g ◦ f) = Im(g) et

Im(g ◦ f) = Ker(f).

Exercice 2.8. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndK(E).

1. Soient a ∈ R et x ∈ E. Montrer que f(x) = ax si et seulement si x ∈ Ker(f−a IdE).
2. Soient a 6= b. Montrer que Ker(f − a IdE) ∩Ker(f − b IdE) = {0E}.



6 ALGÈBRE LINÉAIRE - EXERCICES 3

Soit f ∈ EndR(R3) dont la matrice dans la base B = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) est

MB(f) =

 0 0 0
1 −1 0
−1 1 1

 .

3. Déterminer les dimensions de Ker(f), Ker(f − IdE) et Ker(f + IdE).
4. Montrer qu’il existe une base C de R3 dans laquelle la matrice de f est

MC(f) =

 0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

5. Montrer que f3 = f .

Exercice 2.9. Soit B = (e1, e2, e3) la base de R3 donnée par e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1). Soient

v1 = e1 − 3e3 , v2 = e2 + e3 , v3 = e1 + 2e2 .

1. Montrer que C = (v1, v2, v3) est une base de R3.
2. Soit f : R3 → R3 l’application linéaire a1v1 + a2v2 + a3v3 7→ a1v1 − a2v2 + a3v3,

avec a1, a2, a3 ∈ R. Déterminer la matrice M de f dans la base B.
3. Soit g : R3 → R3 la projection sur 〈v1, v3〉 parallèlement à 〈v2〉. Déterminer la

matrice N de g dans la base B.
4. Calculer Nn et Mn pour tout n ≥ 1.
5. Calculer (MN)n et (NM)n pour tout n ≥ 1.

Exercice 2.10. Soit B = (e1, e2, e3) la base de R3 donnée par e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1). Soient les matrices

A1 =

4 2 −6
0 0 0
2 1 −3

 et A2 =

 2 1 −2
−2 −1 4
0 0 1

 ∈M3(R).

Soient les vecteurs v1 = (2, 0, 1), v2 = (1, 1, 1), v3 = (−1, 2, 0) ∈ R3.

1. Montrer que R3 = 〈v1〉 ⊕ 〈v2, v3〉 = 〈v1, v2〉 ⊕ 〈v3〉.
2. Soient p1 la projection sur 〈v1〉 parallèlement à 〈v2, v3〉 et p2 la projection sur
〈v1, v2〉 parallèlement à 〈v3〉. Montrer que A1 = MB(p1) et A2 = MB(p2).

3. Montrer que A1A2 = A2A1 = A1.
4. Soit n ≥ 1 entier. Montrer que An1 = A1 et An2 = A2.
5. Montrer que (A1 −A2)n = (−1)n+1(A1 −A2) et (A1 +A2)n = (2n − 1)A1 +A2.

Exercice 2.11. Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (u, v, w) une base
de E. Soient V = 〈u, v〉, W = 〈w〉, p ∈ EndK(E) la projection sur V parallèlement à W
et s ∈ EndK(E) la symétrie par rapport à V parallèlement à W .

1. Déterminer MB(p) et MB(s).
2. Montrer que C = (u+ v, u+ w, v + w) est une base de E.
3. Déterminer MC(p) et MC(s).
4. Calculer MC(p)n et MC(s)n pour tout n ≥ 1.

Exercice 2.12. Soit B = (e1, e2, e3) la base de R3 donnée par e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1). Soient V = {(x, y, z) ∈ R3 | 2x+ y + z = 0}, w = e1 − e2 + e3 et W = 〈w〉.
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1. Montrer que R3 = V ⊕W .
2. Soit u = (x, y, z) ∈ R3.

(a) Montrer qu’il existe un unique v ∈ V et un unique λ ∈ R tels que u = v+λw.
(b) Montrer que λ = 1

2(2x+ y + z).

3. Soit p ∈ EndR(R3) la projection sur V parallèlement à W . Montrer que

MB(p) =
1

2

 0 −1 −1
2 3 1
−2 −1 1

 .

4. Soit s ∈ EndR(R3) la symétrie par rapport à V parallèlement à W . Montrer que
s = 2p− IdR3 et déterminer MB(s).

Exercice 2.13. Soit B = (e1, e2, e3) la base de R3 donnée par e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1). Soient v1 = e1 − e3, v2 = e2 + e3, v3 = −e1 + e2, V = 〈v1, v2〉, et W = 〈v3〉.

1. Montrer que C = (v1, v2, v3) est une base de R3 et que R3 = V ⊕W .

Soient p ∈ EndR(R3) la projection sur V parallèlement à W et s ∈ EndR(R3) la symétrie
par rapport à V parallèlement à W .

2. Déterminer MC(p) et MC(s).
3. Calculer (MC(s)MC(p))n et (MC(p)MC(s))n pour tout n ≥ 1.

Exercice 2.14. Soient a, b, c ∈ R et

M =

1 a b
0 1 c
0 0 1

 ∈M3(R).

1. Soit N = M − 13. Calculer N2 et N3.
2. Soit n ≥ 1. Montrer que

Mn =

1 na nb+ n(n−1)
2 ac

0 1 nc
0 0 1

 .

Exercice 2.15. Soit K un corps. Pour a ∈ K soit la matrice

Ua =


1 0 0 a
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ∈M4(K).

1. Montrer que Ua ∈ GL4(K) pour tout a ∈ K.
2. Montrer que U = {Ua ; a ∈ K} est un sous-groupe de GL4(K). Est-il normal ?
3. Montrer que l’application K → U , a 7→ Ua est un isomorphisme de groupe.

Exercice 2.16. Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3. Pour a, b ∈ K soit fa,b ∈
EndK(E) telle qu’il existe une base B de E telle que

MB(fa,b) =

0 a 0
0 1 0
0 b 0

 .

Déterminer dim Ker(fa,b) et dim Im(fa,b).
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Exercice 2.17. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1. Soit f ∈ EndK(E)
telle qu’il existe une base B de E telle que MB(f) = (ai,j)1≤i,j≤n avec ai,j = 0 pour i ≥ j.
Montrer que fn = 0.

Exercice 2.18. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et B = (v1, . . . , vn)
une base de E. Soit g ∈ AutK(E).

1. Montrer que g(B) = (g(v1), . . . , g(vn)) est une base de E.
2. Soit f ∈ EndK(E) tel que f ◦ g = g ◦ f . Montrer que Mg(B)(f) = MB(f).

Exercice 2.19. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et V,W des sous-
espaces vectoriels de E tels que E = V ⊕W . Soient p ∈ EndK(E) la projection sur V
parallèlement à W et s ∈ EndK(E) la symétrie par rapport à V parallèlement à W . Soit
B = (v1, . . . , vr, wr+1, . . . , wn) une base de E telle que v1, . . . , vr ∈ V et wr+1, . . . , wn ∈W .

1. Montrer que s(B) = (s(v1), . . . , s(vr), s(wr+1), . . . , s(wn)) est une base de E.
2. Montrer que Ms(B)(p) = MB(p).

Exercice 2.20. Soit f ∈ EndR(R3) telle que f ◦ f = IdR3 (cf. exercice 1.4). Montrer qu’il
existe une base de R3 dans laquelle la matrice de f est l’une des suivantes :1 0 0

0 1 0
0 0 1

 ,

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ,

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , ou

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Exercice 2.21 (Matrices élémentaires). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1.
Pour 1 ≤ `,m ≤ n soient les matrices élémentaires

E`,m = (εi,j)1≤i,j≤n ∈Mn(K) avec εi,j = 0 si (i, j) 6= (`,m) et ε`,m = 1.

Montrer que {E`,m ; 1 ≤ `,m ≤ n} est une base de Mn(K).

Exercice 2.22. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et V un sous-espace
vectoriel de E de dimension r ≥ 1. Soient

N(V ) = {f ∈ EndK(E) | V ⊆ Ker(f)} et

F = {(ai,j)1≤i,j≤n ∈Mn(K) | ai,j = 0 pour tous 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ r}.
1. Montrer que N(V ) est un sev de EndK(E). Est-ce un sous-anneau ?
2. Montrer qu’il existe une base B = (v1, . . . , vn) de E telle que (v1, . . . , vr) est une

base de V .
3. Montrer que MB(N(V )) = F .
4. Montrer que dimN(V ) = n(n− r).

Exercice 2.23. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et V un sous-espace
vectoriel de E de dimension r ≥ 1. Soient

S(V ) = {f ∈ EndK(E) | f(V ) ⊆ V } et

G = {(ai,j)1≤i,j≤n ∈Mn(K) | ai,j = 0 pour tous r < i ≤ n et 1 ≤ j ≤ r}.
1. Montrer que S(V ) est un sev de EndK(E). Est-ce un sous-anneau ?
2. Montrer qu’il existe une base B telle que MB(S(V )) = G (cf. exercice 2.22).
3. Montrer que dimS(V ) = n2 − (n− r)r.
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Exercice 2.24 (Centre de EndK(E)). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1.
Pour 1 ≤ `,m ≤ n soient les matrices élémentaires E`,m ∈Mn(K) (cf. exercice 2.21).

1. Soit M ∈ Mn(K). Montrer que M ∈ Z(Mn(K)) ssi ME`,m = E`,mM pour tous
1 ≤ `,m ≤ n.

2. Montrer que Z(Mn(K)) = {a1n ; a ∈ K}.
3. Montrer que Z(EndK(E)) = {a IdE ; a ∈ K}.

Exercice 2.25 (Conjugaison). Soient K un corps et n ≥ 1. Pour P ∈ GLn(K) soit
l’application

cP : Mn(K) −→Mn(K)

M 7−→ PMP−1.

1. Montrer que cP est un automorphisme de K-espace vectoriel et d’anneau.
2. Soient P,Q ∈ GLn(K). Montrer que cP ◦ cQ = cPQ.
3. Soit P ∈ GLn(K) tel que Pm = 1n. Montrer que (cP )m = IdMn(K).

Exercice 2.26 (Transposition). Soient K un corps et n ≥ 1. Soit l’application

θ : Mn(K) −→Mn(K)

A = (ai,j)1≤i,j≤n 7−→ At =
def

(aj,i)1≤i,j≤n.

1. Montrer que θ est un automorphisme de K-espace vectoriel.
2. Montrer que θ ◦ θ = IdMn(K).
3. Soient A,B ∈Mn(K). Montrer que θ(AB) = θ(B)θ(A).
4. Soit A ∈Mn(K). Montrer que A ∈ GLn(K) si et seulement si θ(A) ∈ GLn(K).
5. Soit A ∈ GLn(K). Montrer que θ(A−1) = θ(A)−1.

Exercice 2.27 (Matrices triangulaires). Soient K un corps et n ≥ 1 entier. Soit

B = {(ai,j)1≤i,j≤n ∈Mn(K) | j < i⇒ ai,j = 0}.
1. Montrer B est un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de Mn(K).
2. Montrer que si M ∈ B ∩GLn(K), alors M−1 ∈ B.
3. Mêmes questions pour B′ = {(ai,j)1≤i,j≤n ∈Mn(K) | i < j ⇒ ai,j = 0}.

Exercice 2.28. Soient K un corps et n ≥ 1. Soient

S = {A ∈Mn(K) | At = A} et A = {A ∈Mn(K) | At = −A}.
1. Montrer que Mn(K) = S ⊕A.
2. Montrer que S = 〈A+At ; A ∈Mn(K)〉 et A = 〈A−At ; A ∈Mn(K)〉.
3. Montrer que dimS = n(n+1)

2 et dimA = n(n−1)
2 .

Exercice 2.29 (Trace d’un endomorphisme). Soit E un K-espace vectoriel de dimension
n ≥ 1. Soit l’application trace

tr : Mn(K) −→ K

A = (ai,j)1≤i,j≤n 7−→
∑

1≤i≤n
ai,i.

1. Montrer que tr est linéaire.
2. Soient A,B ∈Mn(K). Montrer que tr(AB) = tr(BA).
3. Soient A ∈Mn(K) et P ∈ GLn(K). Montrer que tr(PAP−1) = tr(A).
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4. Soient f ∈ EndK(E) et B,C des bases de E. Montrer que tr(MB(f)) = tr(MC(f)).
5. Montrer qu’il existe une unique application linéaire

Tr : EndK(E) −→ K

telle que Tr(f) = tr(MB(f)) pour toute base B de E.
6. Montrer que dim Ker(Tr) = n2 − 1.

Exercice 2.30. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1. Pour g ∈ EndK(E)
soit l’application (cf. exercice 2.29)

τg : EndK(E) −→ K

f 7−→ Tr(g ◦ f).

1. Montrer que τg est linéaire.
2. Soit B = (v1, . . . , vn) une base de E. Pour 1 ≤ i, j ≤ n soient fi,j ∈ EndK(E)

donnés par fi,j(vk) = 0 si k 6= j et fi,j(vj) = vi. Montrer que {fi,j ; 1 ≤ i, j ≤ n}
est une base de EndK(E).

3. Montrer que fk,` ◦ fi,j = 0 si ` 6= i et fk,i ◦ fi,j = fk,j .
4. Soient ai,k ∈ K tels que g(vk) =

∑
1≤i≤n ai,kvi. Montrer que g =

∑
1≤i,j≤n ai,jfi,j .

5. Montrer que τg(fi,j) = aj,i.

Soit l’application
Θ : EndK(E) −→ HomK(EndK(E),K)

g 7−→ τg .

6. Montrer que Θ est linéaire.
7. Montrer que Θ est injective.
8. Montrer que Θ est bijective.
9. Soit φ ∈ HomK(EndK(E),K) tel que φ(f ◦h) = φ(h◦f) pour tous f, h ∈ EndK(E).

(a) Soit g ∈ EndK(E) tel que Θ(g) = φ. Montrer que Θ(g ◦ f) = Θ(f ◦ g) pour
tout f ∈ EndK(E).

(b) Montrer qu’il existe a ∈ K tel que φ = aTr (cf. exercice 2.24).
10. Montrer que Ker(Tr) = 〈f ◦ h− h ◦ f ; f, h ∈ EndK(E)〉.

3. Le déterminant

Exercice 3.1. Soit

A =

1 1 1

1 e2πi/3 1

1 1 e−2πi/3

 ∈M3(C).

1. Calculer det(A).

2. Montrer que ((1, 1, 1), (1, e2πi/3, 1), (1, 1, e−2πi/3)) est une base de C3.

Exercice 3.2 (Matrices triangulaires). Soient K un corps et n ≥ 1 entier.

1. Soit A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(K) avec ai,j = 0 pour i < j. Montrer que det(A) =∏
1≤i≤n ai,i.

2. Soit B = (bi,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(K) avec bi,j = 0 pour i > j. Montrer que det(B) =∏
1≤i≤n bi,i.
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Exercice 3.3. Soient a, b, c ∈ R.

1. Montrer que ((a, 0, 0), (b, 1, 0), (c, 1, 1)) est une base de R3 ssi a 6= 0.
2. Montrer que ((a, 0, 0), (1, b, 0), (1, c, 1)) est une base de R3 ssi ab 6= 0.
3. Montrer que ((a, 0, 0), (1, b, 0), (1, 1, c)) est une base de R3 ssi abc 6= 0.

Exercice 3.4. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g ∈ EndK(E).
Montrer que f ◦ g est bijective si et seulement si f et g sont bijectives.

Exercice 3.5. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndK(E). On
suppose qu’il existe un entier k ≥ 1 tel que fk = 0. Montrer que f n’est pas bijective.

Exercice 3.6. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et f ∈ EndK(E).
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe v ∈ E tel que det(v, f(v), . . . , fn−1(v)) 6= 0.
(ii) Il existe une base B de E et a1, . . . , an ∈ K tels que

MB(f) =


0 0 . . . 0 a1

1 0 . . . 0 a2

0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
...

0 . . . 0 1 an

 .

Exercice 3.7. Pour a ∈ R soit l’application linéaire

fa : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x+ ay + z, x+ y + az, ax+ y + z).

1. Montrer que det(fa) = a3 − 3a+ 2.
2. Montrer que fa est bijective si et seulement si a 6∈ {−2, 1}.
3. Montrer que Ker(f−2) = Im(f1) et Im(f−2) = Ker(f1).

Exercice 3.8. Soient a, b ∈ R. Soient A,P,Q ∈M4(R) avec

A =


a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

 , P =


1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 0 1 0
−1 0 0 1

 , Q =


1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1

 .

1. Calculer det(P ) et det(Q).
2. Calculer PAQ.
3. Montrer que det(A) = (a− b)3(a+ 3b).
4. Soit f ∈ EndR(R4) tel que A = MB(f) dans une base B de R4. Calculer dim Im(f).

Exercice 3.9. Soient n ≥ 1 et f ∈ EndR(Rn) telle que f3 + f = 0.

1. Montrer que det(f)3 = (−1)n det(f).
2. Montrer que si f est bijective alors n est pair.
3. Donner un exemple d’application g ∈ AutC(C3) telle que g3 + g = 0.

Exercice 3.10. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndK(E) telle
que E = Ker(f−IdE)⊕Ker(f+IdE). Soient n = dimE et r = dim Ker(f−IdE). Montrer
que det(f) = (−1)n−r.
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Exercice 3.11 (Matrices Compagnons). Soient E un K-espace vectoriel de dimension
n ≥ 1 et B = (v1, . . . , vn) une base de E. Soit f ∈ EndK(E) l’application linéaire donnée
par f(vi) = vi+1 pour 1 ≤ i ≤ n− 1 et f(vn) = a1v1 + . . .+ anvn avec a1, . . . , an ∈ K.

1. Montrer que det(f) = (−1)n+1a1.
2. Déterminer MB(f) et calculer det(MB(f)) en développant selon la première ligne.

Exercice 3.12. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et V,W des sous-
espaces vectoriels de E tels que V ⊕W = E. Soit f ∈ EndK(E) telle que f(V ) ⊆ V et
f(W ) ⊆ W . Soient g, h : E → E les applications données par g(v + w) = f(v) + w et
h(v + w) = v + f(w) pour tous v ∈ V , w ∈W .

1. Montrer que g et h sont linéaires.
2. Montrer que g ◦ h = h ◦ g = f .
3. Soit f|V ∈ EndK(V ) la restriction de f à V . Montrer que det(g) = det(f|V ).
4. Montrer que det(f) = det(f|V ) det(f|W ).

Exercice 3.13. Soient K un corps et n ≥ 1. Soit l’ensemble

SLn(K) =
def
{A ∈Mn(K) | det(A) = 1}.

1. Montrer que det : GLn(K)→ K× est un morphisme de groupe surjectif.
2. Montrer que SLn(K) CGLn(K).
3. Montrer que GLn(K)/SLn(K) ' K×.

Exercice 3.14 (Vandermonde). Soient K un corps et n ≥ 1. La matrice de Vandermonde
de x1, . . . , xn ∈ K est

Vn(x1, . . . , xn) =
def


1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2
...

...
...

...
...

...
...

...
1 xn x2

n . . . xn−1
n

 ∈Mn(K).

1. Soient a = (a0, a1, . . . , an−1) ∈ Kn et Pa(X) = an−1X
n−1 + . . .+a1X+a0 ∈ K[X].

Montrer que Vn(x1, . . . , xn) a = (Pa(x1), . . . , Pa(xn)).
2. Montrer que det(Vn(x1, . . . , xn)) = 0 si et seulement si il existe un polynôme non

nul P (X) ∈ K[X] tel que degP ≤ n− 1 et P (xk) = 0 pour tout 1 ≤ k ≤ n.
3. Montrer que det(Vn(x1, . . . , xn)) 6= 0 si et seulement si xi 6= xj pour tous i 6= j.
4. Soit Dn(X) = det(Vn(X,x2, . . . , xn)). Montrer que Dn(X) ∈ K[X]n−1 et que son

coefficient en Xn−1 est (−1)n−1 det(Vn−1(x2, . . . , xn)).
5. On suppose que xi 6= xj pour tous i 6= j. Soit x ∈ K. Montrer que Dn(x) = 0 si

et seulement si x ∈ {x2, . . . , xn}.
6. Montrer que Dn(X) = (−1)n−1 det(Vn−1(x2, . . . , xn))

∏
2≤j≤n(X − xj).

7. Montrer que

det
(
Vn(x1, . . . , xn)

)
= (−1)

n(n−1)
2

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj) .
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Exercice 3.15 (Matrice circulante). Soit n ≥ 1. La matrice circulante de a0, . . . , an−1 ∈ C
est

C(a0, . . . , an−1) =
def



a0 a1 a2 . . . an−2 an−1

an−1 a0 a1 . . . an−3 an−2

an−2 an−1 a0 . . . an−4 an−3
...

...
...

...
...

a2 a3 a4 . . . a0 a1

a1 a2 a3 . . . an−1 a0


∈Mn(C).

Soit Pa(X) = an−1X
n−1 + . . .+ a1X + a0 ∈ C[X].

1. Soient α ∈ C tel que αn = 1 et v = (1, α, α2, . . . , αn−1) ∈ Cn. Montrer que
C(a0, . . . , an−1) v = Pa(α) v.

2. Soit ζn = e2πi/n ∈ C. Pour 0 ≤ k ≤ n − 1 soit vk = (1, ζkn, ζ
2k
n , . . . , ζ

(n−1)k
n ) ∈ Cn.

Montrer que (v0, . . . , vn−1) est une base de Cn (cf. exercice 3.14).
3. Montrer que det(C(a0, . . . , an−1)) =

∏
0≤k≤n−1 Pa(ζ

k
n).

Exercice 3.16. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndK(E). Pour
tout a ∈ K soit V (a) = {v ∈ E | f(v) = av}.

1. Montrer que V (a) est un sous-espace vectoriel de E et que f(V (a)) ⊆ V (a).
2. Montrer que si a 6= b alors V (a) ∩ V (b) = {0E}.
3. Montrer que l’ensemble S = {a ∈ K | dimV (a) 6= 0} est fini.
4. Soit V = 〈V (a) ; a ∈ S〉. Montrer que f(V ) ⊆ V .

5. Montrer que det(f|V ) =
∏
a∈S a

dimV (a).


