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1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS

Definition 1.1. Un corps est un ensemble K muni de deux applications de K x K dans
K, appelées addition et multiplication et notées respectivement

KxK oK . KxK oK
(z,y) =z +y (z,y) — zy ,

satisfaisant les propriétés suivantes:

(A1) Pour tous z,y,z € K, (v +y)+z=a+ (y + 2).

(A2) 1l existe Ox € K tel que pour tout =z € K, Ox + 2 =2+ 0g = x.

(A3) Pour tout z € K, il existe —z € K tel que z + (—z) = (—z) + = = Ok
(A4) Pour tous z,y €e K, v +y =y + x.

(M1) Pour tous z,y,z € K, (zy)z = z(y2).

(M2) Il existe 1x € K tel que 1x # O et tel que pour tout = € K, 1xz = zlg = x.
(M3) Pour tout z € K \ {0k}, il existe 7! € K tel que xz~! = 2712 = 1.

(M4) Pour tous z,y € K, xy = yx.

(D) Pour tous z,y,2 € K, x(y + 2) = 2y + z=2.

Les propriétés (A1)—(A4) concernent l'addition. Un ensemble E muni d’une application
E x E — E satisfaisant (A1)—(A3) s’appelle un groupe, abélien (ou commutatif) si de
plus (A4) est vérifiée. Noter qu'un tel E n’est pas vide par (A2). De plus, 1’élément Op,
appelé élément neutre, est unique, et pour tout z € E, 1’élément —x de la propriété (A3)
est unique. La propriété (A1) signifie que I'on peut effectuer les additions dans l'ordre que
I'on veut, ce qui permet d’écrire 1 + ... + =, sans ambiguité pour n éléments de F. La
propriété (A4) signifie que 'on peut permuter les éléments d’une somme, ce qui permet
d’écrire Zk€{17..m} xy, sans ambiguité. Pour z,y € E, on note z —y = x + (—y).
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2 STRUCTURES ALGEBRIQUES

Les propriétés (M1)—(M4) concernent la multiplication. Elles impliquent que le produit
de deux éléments différents de Ox est différent de O, et que 'ensemble K* = K \ {0k}
muni de Papplication K* x K* — K*, (z,y) — xy, est un groupe abélien. Noter que
(M2) implique qu’un corps K contient au moins deux éléments, a savoir les deux éléments
neutres O et 1x.

La propriété (D) exprime la compatibilité (ou distributivité) de la multiplication par
rapport a l'addition. Elle implique que pour tout x € K, Ogx = Ox et (—1g)z = —x.
Plus généralement, elle implique avec les autres propriétés que dans un corps on a les
mémes regles de calcul que dans Q, R ou C.

Un ensemble R qui vérifie toutes les propriétes d’un corps sauf (M3) et (M4) s’appelle
un anneau. Un ensemble A qui vérifie toutes les propriétes d’un corps sauf (M3) s’appelle
un anneau commutatif.

Example 1.2. Les ensembles Q, R, C munis de ’addition et de la multiplication usuelles
sont des corps. Les ensembles N et Z munis de ’addition et de la multiplication ne
sont pas des corps ; cependant, Z est un anneau commutatif, alors que N n’est pas un
groupe. L’ensemble Ry = [0, +oo[ muni de 'addition n’est pas un groupe. L’ensemble
des nombres décimaux est un anneau commutatif mais n’est pas un corps. L’ensemble
des nombres complexes purement imaginaires est un groupe abélien mais n’est pas un
anneau. L’ensemble {0} est un anneau commutatif mais n’est pas un corps. L’ensemble
Qi) ={a+ib;a,b € Q} est un corps, avec i € C tel que i2 = —1.

Example 1.3. Soit p un nombre premier. Pour tout n € Z, soit r,(n) € {0,...,p—1} le
reste de la division euclidienne de n par p, c’est-a-dire n = pk +1,(n) avec k,rp(n) € Z et
0 <rpy(n) <p-—1. Soient F,, ={0,...,p— 1} et

F,x F,— E, F,x F, — F,
(z,y) — rp(z+y) = +y ’ (x,y) = rp(zy) =Ty,

L’ensemble F}, muni de ces deux applications est un corps, appelé corps fini a p éléments.
Les deux éléments neutres sont respectivement 0 et 1. En particulier avec p = 2 on obtient
un corps de cardinalité minimale. L’addition et la multiplication dans F» = {0,1} sont
données par

0+0=1+1=0, 0+1=1+0=1, 00=01=1.0=0, 11=1.

Ceci traduit les regles de parité de la somme et du produit de deux entiers n et m : n+m
est pair (0) si n et m ont la méme parité, impair (1) sinon ; et nm est pair si n ou m est
pair, impair sinon. De méme ’addition et la multiplication dans F), traduisent les regles
de congruence modulo p. Noter que si I’on remplace p par un entier n non nul quelconque
on obtient un anneau commutatif a n éléments, qui est un corps si et seulement si n est
premier. (Cet anneau s’identifie & 'anneau quotient Z/nZ.)

Dans les sections suivantes, partant d’un corps K (par exemple Q, R, ou C), on construit
des anneaux en utilisant ’addition et la multiplication de K. Ces anneaux ne sont pas des
corps, a moins que la construction ne redonne K lui-méme. On note O =0 et 1x =1 les
deux éléments neutres de K.
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2. ANNEAU PRODUIT DE CORPS

Soient K un corps (par exemple Q, R, ou C) et n > 1 un entier. On note K" =
K x...x K (n fois) ’ensemble produit de n copies de K. Onadonc K' = K, K? = K xK,
K3 = K x K x K, et ainsi de suite ; lorsque K = R on retrouve la notation habituelle
R?=R xRet R3 =R x R x R. Les éléments de K" sont notés (ay,...,an) = (a)1<k<n
avec ar € K pour tout 1 < k < n. L’élément ai s’appelle la k-ieme composante de
(ak)1<k<n, OU bien encore, par analogie avec R? et R3, la k-itme coordonnée.

On utilise I'addition et la multiplication de K pour définir celles de K" de la facon
suivante. Pour (ag)i<k<n €t (br)i<k<n dans K™ on pose

(ak)1<k<n + (bk)1<k<n = (ar +bi)i<k<n €t (ar)i<k<n - (bk)i1<k<n = (arbr)1<k<n-

Cela signifie que 'on effectue les deux opérations composante par composante. L’ensemble
K™ muni de cette addition et multiplication est un anneau commutatif. Cela découle du
fait que K lui-méme en est un ; les deux éléments neutres de K™ sont respectivement

Ogn = (0,...,0) et 1gn = (1,...,1), et 'on & —(ak)i<k<n = (—ak)i<k<n. Cependant des
que n > 2 anneau K™ n’est pas un corps. En effet, lorsque n > 2 les éléments (1,0,...,0)
et (0,...,0,1) sont tous deux différents de Oxn et leur produit est Oxn ; or dans un corps

le produit de deux éléments non nuls est non nul, donc K™ n’est pas un corps.

3. ANNEAU DE POLYNOMES A COEFFICIENTS DANS UN CORPS

Soit K un corps (par exemple Q, R, ou C). Un polynome & coefficients dans K est une
somme formelle

P(X)=a, X"+ an 1 X" ' +... +a1X +ao

avec n € N et ap € K pour tout 0 < k < n. L’élément a s’appelle le k-ieme coefficient
de P(X). On convient de ne pas écrire les termes ap X k lorsque aj = 0, sauf si tous les ay,
sont nuls, auquel cas on écrit P(X) = 0. Alors pour tout m € N on a

P(X)=0X"" 40X 4 4+ 0X" M 4@, X"+ 4 a1 X + ao.

Avec cette convention, deux polynémes P(X) = ap, X" + ... + a1 X + ap et Q(X) =
by X™ + ...+ b1 X + by sont égaux si et seulement si ap = b pour tout £ € N. En
particulier, on a P(X) = 0 si et seulement si tous les a; sont nuls. Si P(X) # 0 il existe
donc un plus grand d € N tel que ag # 0, appelé degré de P et noté d = deg(P) ; alors
P(X)=agX%+ag 1 X+ ... 4+ a1 X + ao.

On note K[X| l'ensemble des polynomes a coefficients dans K. On utilise 'addition et
la multiplication de K pour définir celles de K[X] de la fagon suivante. Pour P(X) =
an X"+ ... e X +aget QX)=b,X"+ ...+ b X + by dans K[X] on pose

P(X)+Q(X) = (an +0N) XN 4 .. 4 (a1 +b1)X + (ap + by)  avec N = max(n,m),

P(X)Q(X) = Croam X" 4 41X+ avec ¢ = Z a;bj pour 0 <k <n-+m.
i+j=k
Cela signifie que l'on effectue I'addition coefficient par coefficient, alors que le k-ieme
coefficient du produit P(X)Q(X) est obtenu en sommant sur 0 < i < k les produits du
i-ieme coefficient de P(X) avec le (k — i)-ieme coefficient de Q(X).
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L’ensemble K[X] muni de cette addition et multiplication est un anneau commutatif.
Cela découle du fait que K lui-méme en est un ; les deux éléments neutres de K[X] sont
ceux de K, et —P(X) = —a, X" — ... — a1 X — ag. Cependant K[X] n’est pas un corps.
Plus précisément, soient P(X), Q(X) € K[X]\{0} avec deg(P) = n et deg(Q) = m. Alors
P(X)=a,X"+...4+a1X +ap avec a, # 0, Q(X) = b X+ ...+ b1 X + by avec by, # 0,
d’ou

P(X)Q(X) = anme”+m + ...+ (a0b1 + albo)X + apbg
avec apby,, # 0 puisque K est un corps. Donc P(X)Q(X) # 0 et

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
En particulier, si P(X)Q(X) = 1 alors deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) = deg(1) = 0, ce qui
implique deg(P) = deg(Q) = 0 puisque deg(P),deg(Q) € N. Par conséquent un élément
P(X) € K[X]\ {0} satisfait la propriété (M3) si et seulement si deg(P) = 0.

Tout polynéme P(X) = a, X" + ...+ a1 X + ap de K[X] définit une application f(P) :
K — K donnée par x — P(z) =  gcp<p, apz®. On obtient ainsi une application f de
K[X] dans ’ensemble A(K, K) des applications de K dans K :

f: KX — AK,K)

K— K

P(X) — (P): {x )

Noter que par construction K[X] est infini méme si K est fini. En particulier, ceci montre
que 'application f n’est pas injective lorsque K est fini, puisque dans ce cas I’ensemble
A(K, K) des applications de K dans K est également fini. Par exemple, dans le corps fini
Fy, = {0,1}, on a 22 = z pour tout z € F», donc les applications Fy — Fy, x — 22 et
Fy — Fy, x — x sont égales, alors que les polynémes X? et X € F5[X] ne sont pas égaux.

4. ANNEAU DE MATRICES A COEFFICIENTS DANS UN CORPS

Soient K un corps (par exemple Q, R, ou C) et n > 1 un entier. Une matrice carrée de
taille n a coefficients dans K est un tableau

ail a2 ...  Q1p-1 a1n
a1 a2 ...  Q42p-1 azn
(i) 1<ij<n =
an-1,1 Gp-12 --- An—-1n-1 Gn-1n
an,1 an,2 ce An,n—1 An,n

avec a;; € K pour tous 1 < 7,7 < n. Dans cette écriture 'indice i compte les lignes
et I'indice j compte les colonnes de la matrice. On note M, (K) I'ensemble des matrices
carrées de taille n a coefficients dans K. On utilise I’addition et la multiplication de K pour
définir celles de M,,(K) de la facon suivante. Pour A = (a;;)1<ij<n €t B = (b;)1<ij<n
dans M, (K) on pose

A+ B ;f (aiyj + bivj)lgi,jgn et AB if (Civj)lgi,jgn avec ¢; j = Z ai,kbk,j .
1<k<n

Cela signifie que l'on effectue ’addition coefficient par coefficient, alors que le coefficient
de la i-iéme ligne et j-iéme colonne de la matrice produit AB est obtenu en multipliant la
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k-ieme composante de la i-ieme ligne de A avec celle de la j-iéme colonne de B, puis en
sommant ces produits sur 1 < k < n.

L’ensemble M, (K) muni de cette addition et multiplication est un anneau. Encore une
fois cela découle du fait que K lui-méme en est un. Les deux éléments neutres de M, (K)
sont respectivement

0 0 0 1 0 . 0
00 ... 0 01 ... 0

Orey = | S et I, =1. . S
0 0 0 0 0 1

et 'on a —(a;j)1<ij<n = (—0ij)1<ij<n
Lorsque n =1 on a M;(K) = K. Cependant des que n > 2 'anneau M, (K) n’est pas
commutatif. Par exemple, si n = 2, dans M(K) on a

1 0y/0 1y (0 1 ot 0 1\ (/1 0y (0 O
0 0)\O 0/ \O O 0 0J\0O 0/ \0 0O/
Dans les deux sections suivantes on munit certains ensembles d’applications d’une struc-
ture d’anneau. Ces applications sont obtenues a partir d’un corps dans le premier et a
partir d’un groupe abélien dans le deuxieme. L’addition y est définie de maniere similaire,

mais la multiplication est de nature tres différente, en particulier I'une est commutative
et I'autre ne I'est pas.

5. ANNEAU DES APPLICATIONS DANS UN CORPS

Soient K un corps (par exemple Q, R, ou C) et n > 1 un entier. Les éléments

(a1,...,an) = (ag)i<k<n de K™ (cf. section 2) peuvent étre vus comme des suites
d’éléments de K indexées par ’ensemble {1, ..., n}, ou bien encore comme des applications
a:{1,....,n} = K, kw— a; = a(k). Soit A({1,...,n}, K) 'ensemble des applications de
{1,...,n} dans K. On obtient ainsi une application bijective
A{L,...,n}, K) — K"

ar— (a(k))1§k§n
qui transporte la structure d’anneau de K™ sur l’ensemble des applications de {1,...,n}
dans K de la fagon suivante. Pour des applications a et b: {1,...,n} — K on définit les

applications a + b et ab: {1,...,n} — K par

(a+0)(k) = a(k)+b(k) et (ab)(k) = a(k)b(k) pour tout 1 < k <n.
L’ensemble A({1,...,n}, K) muni de cette addition et multiplication est un anneau com-
mutatif, puisque K" muni de son addition et multiplication en est un. Les deux éléments
neutres de A({1,...,n}, K) sont les applications constantes {1,...,n} — K données par

k+— 0 et k — 1 respectivement.

Soit maintenant S(K) = K~ I’ensemble des suites (az)zen d’éléments de K indexées
par 'ensemble N. Comme pour K", on définit I'addition et la multiplication des suites
composante par composante

(ar)ren + (br)ren = (ak +be)ken b (ar)ken - (br)ren = (arbr)ken -
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Comme K™, I’ensemble S(K) muni de cette addition et multiplication est un anneau
commutatif ; les deux éléments neutres sont les suites constantes (0,0,...) et (1,1,...), et
Pon a —(ak)ken = (—ag)ren. Comme K™ avec n > 2, cet anneau n’est pas un corps. Aussi,
les suites (ax)geny d’éléments de K peuvent étre vues comme des applications a : N — K,
k — ar = a(k). Soit A(N, K') 'ensemble des applications de N dans K. On a une bijection
de I'ensemble A(N, K') dans S(K)

AN, K) — S(K)

ar— (a(k»keN

qui transporte la structure d’anneau de S(K) sur l’ensemble A(N, K) par
(a+b)(k) = a(k) +b(k) et (ab)(k) = a(k)b(k) pour tout k € N.

Alors, de méme que S(K), ’ensemble A(N, K) muni de cette addition et multiplication
est un anneau commutatif qui n’est pas un corps.

Plus généralement, soient S un ensemble non vide et A(S, K) I’ensemble des applications
de S dans K. On construit une addition et une multiplication dans A(S, K) & partir de
celles de K de la fagon suivante. Pour des applications f et g : S — K on définit les
applications f + g et fg par

(f+9)@) = f(@)+g(z) et (fg)() = f(x)g(z) pour tout z € S.

Alors, de méme que A(N, K), 'ensemble A(S, K) muni de cette addition et multiplica-
tion est un anneau commutatif, qui n’est pas un corps des que Card(S) > 2. Les deux
éléments neutres sont les applications constantes S — K données par  +— 0 et x +— 1
respectivement, et 'on a (—f)(x) = —f(x) pour tout x € S.

6. ANNEAU DES ENDOMORPHISMES D’UN GROUPE ABELIEN

Soit E un groupe abélien, c’est-a-dire un ensemble muni d’une addition £ x £ — FE,
(a,b) — a + b, satisfaisant les propriétés (Al)—(A4) de la définition 1.1. Noter que pour
chaque anneau (R, +,-) décrit précédemment, on obtient un groupe abélien (R, +) en ne
considérant que 'addition (c’est-a-dire en “oubliant” la multiplication). Par exemple, on
dispose des groupes abéliens (Z,+), (C,+), et (K", +), (K[X],+), (S(K),+). Comme
dans la section 5, pour tout ensemble S non vide on en déduit une structure de groupe
abélien sur ’ensemble des applications S — E en posant (f + ¢)(z) = f(z) + g(z) pour
tout x € S. En particulier cela s’applique lorsque 'on choisit S = F, d’ou une structure
de groupe abélien sur ’ensemble A(FE, E) des applications de E dans FE.

On souhaite maintenant définir une multiplication dans A(E, F) telle que, muni de
laddition ci-dessus et de cette multiplication, 'ensemble A(F, E') est un anneau. Puisqu’on
a convenu de ne pas se donner de multiplication dans F lui-méme, on doit utiliser un autre
procédé que celui de la section 5. Pour cette raison on considere I’ensemble des applica-
tions de E dans E. En effet, dans ce cas (et seulement dans ce cas) on peut définir une
“multiplication” des applications par

A(E,E) x A(E,E) — A(E,E)
(fr9)— fog
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ou fog: E — E est application composée donnée par a — f(g(a)). Cette multiplication
vérifie les propriétés (M1) et (M2) de la définition 1.1. En effet, pour f,g,h: E — E, on a
(folgoh))(a) = f(g(h(a))) = ((fog)oh)(a) pour tout a € E, donc fo(goh) = (fog)oh.
L’élément neutre est l'identité Idg : £ — E, a — a, puisque Idgof = foldg = f pour
tout f: F — E. Rappelons qu'une application ¢ : E — F' est bijective si et seulement s’il
existe une application ¥ : F' — FE telle que p oty =Idp et pop =1dg. Donc f : E — E
vérifie la condition (M3) si et seulement si elle est bijective, auquel cas son inverse pour la
multiplication o est son application réciproque f~!. De plus, la plupart des applications
ne commutent pas entre elles, c’est-a-dire ne vérifient pas la condition (M4).

Pour que A(F, E) muni de cette addition et multiplication soit un anneau, il reste a
vérifier la condition (D) de compatibilité de la multiplication par rapport a ’addition. Pour
tous f,g,h: E — Eettouta € Eona (fo(g+h))(a)=f((g+h)(a)) = f(g(a)+h(a)) et
(fog+foh)(a) = (fog)(a)+(foh)(a) = f(g(a)+ f(h(a)). Donc pour obtenir I'égalité
des applications fo (g + h) et fog+ foh on doit considérer des applications f : F — E
satisfaisant la condition

fla+b) = f(a)+ f(b) pour tous a,b € E.

Definition 6.1. Soit (F,+) un groupe abélien. Une application f : E — E est un
endomorphisme du groupe abélien F (ou plus simplement un morphisme de E) si pour
tous a,b € Eona f(a+b) = f(a)+ f(b).

La condition ci-dessus signifie que les morphismes sont les applications compatibles avec
I’addition de FE.

Example 6.2. Les deux éléments neutres de A(E, E), 'application Og : E — E, a — O
et l'identité Idg, sont des morphismes.

Lemma 6.3. Soit f: E — E un morphisme. On a
f(0g)=0g et f(—a)=—f(a) pour tout a € E.

Proof. Comme O =0 +0g,ona f(0g) = f(0g+0g) = f(0g) + f(0g) puisque f est un
morphisme, d'ou f(0g) — f(0g) = f(0r) + f(0r) — f(0g), c’est-a-dire Og = f(0g). Puis
pour tout a € E, comme a+(—a) = 0g, on a f(a+(—a)) = f(0g), d’ou f(a)+ f(—a) =0g
puisque f est un morphisme, c’est-a-dire f(—a) = —f(a). O

Lemma 6.4. Soient f et g : E — E des morphismes. Les applications f + g, —f, et
fog: E — E sont des morphismes.

Proof. Soient f et g: E — E des morphismes. On a (f+g¢g)(a+b) = f(a+b)+g(a+0b) =
fla)+f(0)+9(a)+9(b) = (f+9)(a)+(f+9)(b), (= f)a+b) = —fla+b) = —(f(a)+f(b))
—f(a) = f(b) = (=f)(a) + (=f)(b), et (fog)(a+Db) = f(g(a+Db)) = f(g(a) + g(b))
f(g(a)) + f(g(b)) = (f o g)(a) + (f © g)(b) pour tous a,b € E.

On note End,,,(E) Pensemble des endomorphismes du groupe abélien E. Les arguments
ci-dessus montrent la proposition suivante.

o

Proposition 6.5. Soit E un groupe abélien. L’ensemble Endg,,(E) muni de 'addition et
de la composition est un anneau.

Noter qu’en général cet anneau pas commutatif.
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7. MATRICES ET ENDOMORPHISMES

Soient K un corps et n > 1 un entier. Un cas particulier de la construction 6 précédente
est celui ou 'on prend pour E le groupe abélien K™ muni de I'addition de la section 2.
On obtient alors 'anneau (Endg,,(K"™),+, o).

Soit (My(K),+,-) 'anneau des matrices carrées de taille n a coefficients dans K de la
section 4. Une matrice A = (a ;)1<i j<n de M, (K) définit une application f(A) : K™ —
K™ de la facon suivante. Pour tout élément (z)i1<k<n € K" on pose

f(A)((:vk)lgkgn) = ( > aika”’f>1<,-<n'
1<k< o

SN

Cela signifie que 'on obtient la i-ieme composante de f(A)((zk)i1<k<n) en multipliant la
k-ieme composante de la i-ieme ligne de A avec celle de (x)1<k<p, puis en sommant
ces produits sur 1 < k < n. Noter l'analogie avec la multiplication dans M, (K) : si
(k) 1<k<n = (Tkj)1<k<n est la j-ieme colonne d’une matrice X = (zy ;) 1<k, j<n de My (K),
alors D 4 p<p @ik%kj est le coefficient de la i-ieme ligne et j-ieme colonne de la matrice
produit AX. Pour cette raison on écrit les éléments de K™ sous forme de colonne plutot
que de ligne, et ’on pose

a1l .- Gln €1 a11T1 + ...+ a1pTn

anl -+ Gnn Ty ap1%1 + ... + QppTn
Lemma 7.1. Pour tout A € M, (K) Uapplication f(A): K™ — K" est un morphisme.

Proof. Soit A € M, (K). Soient z = (zx)i1<k<n €t ¥ = (Yx)1<k<n dans K". Alors z +y =
(xk + Yk )1<k<n €t la i-itme composante de f(A)(z + y) est

§ aik(zr +yi) = § (aikxk + aikyr) = E a; ) + E @i kYk
1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n

c’est-a-dire la somme de la i-ieme composante de f(A)(x) et de celle de f(A)(y). Donc
fA)(x+y) = f(A)(x) + f(A)(y) pour tous z,y € K", autrement dit f(A) : K" — K"
est un endomorphisme du groupe abélien K". Il

On obtient ainsi une application
[+ Mp(K) — Endg,, (K")
A— f(A).
Noter que f(0pr,(x)) = Oxn et f(1a,(k)) = Idgn, autrement dit I'application f envoie les
deux éléments neutres de 'anneau M, (K) dans ceux de 'anneau End,,,(K™). De plus,

I’application f possede la propriété importante suivante : elle est compatible avec les deux
additions et multiplications sur ces anneaux.

Proposition 7.2. Pour tous A, B € M,(K) on a
f(A+B)=f(A)+ f(B) et [(AB)=f(A)o f(B).
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Proof. Soient A = (a; j)1<i,j<n €t B = (b j)1<i j<n des matrices de M, (K'). Par définition
de I'addition et de la multiplication des matrices, on a

A+B= (ai,j +bivj)1§z’,j§n ( Z a; g é’])1<13<n
1<t<n

Soit = (x)1<k<n € K™. Par définition de f on a

f(A)(x) = OMJ)1<ug<n(J%:1<k<n-—-< EE: azk$k>

1<i<n
1<k<n -

On obtient alors

f(A+B (a’ 1,J +b"7)1<1j<n (xk)1<k<n

(@i + bi,k)xk)
1<k<n

aukxk‘Fbkak))
1<k<n

(
(2
(22 mowmer 3 b,
(2
f

1<i<n

1<i<n

1<k<n 1<k<n

azkxk) , +-< E b@k$k>
1<i<n 1<i<n

1<k<n == 1<k<n

(A)(z) + f(B) ().

Donc f(A+ B) = f(A) + f(B). Puis on a

FAB)@) = (3 aicbes) _, _ (@xhicken

1<e<n

- ( Z Z L) xk) 1<i<n

1<k<n 1<{<n

( Z Z ai’gbg’kxk>1gi§n

1<k<n 1<¢<n

( > ai,ébé,k$k> .
1<i<n

1<k,¢<n

D’autre part on a
F(B)(x) = (bej)i<tj<n (Tk)1<k<n

- ( Z bg’kxk) 1<e<n’

1<k<n ="
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d’ou

(f(A) o f(B))(x) = f(A)(f(B)(x))
(azj 1<i,5<n ( Z by kl‘k) <

<n
1<k<n -

aio( Y bonai )
1<i<n

1<0< 1<k<n

(
- ( ai,gbg,kx@
(

1<i<n

Donc f(AB) = f(A) o f(B). O
On en déduit les propriétés suivantes de I'application f : M, (K) — Endg,,(K").
Corollary 7.3. Soit A € M, (K).
() On a f(—4) = —f(A).
(i) 8l existe A~' € My(K) telle que AA™ = A™YA = 1y k), alors f(A) est
bijective et f(A)~t = f(A™L).

Proof. (i) On a f(0y, (k) = Okn et A+ (—A) = 0y, (k), d'out f(A+ (—A)) = 0gn. Par
la proposition 7.2 on a f(A+ (—A)) = f(A) + f(—A), donc f(A) + f(—A) = O0gn, ce qui
équivaut a f(—A) = —f(A).

(i) Soit A™! € M, (K) telle que AA™ = AT A =1 (). On a f(1y, (k) = Idgn, d'ot
f(AA™Y) = f(A1A) = Idgn. Par la proposition 7.2 on a f(AA™Y) = f(A)o f(A71) et
F(A™14) = F(A1) 0 F(A), dion f(A)o (A1) = f(A™1) o f(4) = ldgn. Donc f(A) est
bijective et f(A)~! = f(A™1). O

En particulier la proposition 7.2 implique que f(A — B) = f(A) — f(B) pour tous
A,B € M,(K). Eneffet, ona f(A—B) = f(A+(—B)) = f(A)+ f(—B) = f(A) — f(B).

Proposition 7.4. L’application f : My (K) — End,,,(K"™) est injective.

Proof. Rappelons que f est injective si f(B) = f(C) implique B = C. L’égalité B = C
dans M, (K) équivaut a B — C' = Oy, (k). L'égalité f(B) = f(C) dans Endg.,(K")
équivaut a f(B) — f(C) = Ogn, et par la proposition 7.2 on a f(B) — f(C) = f(B —C).
Par conséquent f est injective si f(A) = Oxn implique A = 0y, (x)-

Soit A = (aiJ)lgi,an € Mn(K) telle que f(A) = Ogn. L’égalité f(A) = Og» dans
End,,,(K™) équivaut a

< Z a; kajk> = Ogn»  pour tout (zg)i1<k<n € K",
1<k<n 1sezn

ou bien encore ) ;. ,a; xTr = 0 pour tous 1 <i < net (zg)1<k<n € K" Pour1 <j<n
soit e; € K™ I’élément dont toutes les composantes sont 0 sauf la j-iéme qui est 1. On a
donc

ej = ((5k7])1<k<n € K" avecdpj=0sik#jetd;; =1
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Alors, pourtous 1 < j<netl<i<nona
aij= Y bk, =0,
1<k<n
c’est-a-dire A = Oy, (k). Donc f est injective. O
La proposition 7.4 permet d’identifier M,,(K) avec son image dans End,,,(K"), et la

proposition 7.2 montre que les propriétés de 'anneau (End,,,(K"™),+, o) impliquent celles
de (M, (K),+,-). Le résultat suivant en est un exemple.

Corollary 7.5. Pour tous A, B,C € M,(K) on a A(BC) = (AB)C.
Proof. Soient A, B,C € M,(K). Ona f(A(BC)) = f(A)of(BC) = f(A)o(f(B)of(C)) et
F((AB)C) = f(AB) o f(C) = (f(A) o f(B)) o f(C) par la proposition 7.2. L’associativité

de la composition dans End,,(K™) donne alors 1’égalité f(A(BC)) = f((AB)C), et la
proposition 7.4 implique A(BC) = (AB)C. O



