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Exercice 1. Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Endg(E). Si V est un
sous-espace vectoriel de E stable par f, on note fy € Endg (V) lapplication V- — V, v — f(v).
Soient V, W des sous-espaces vectoriels de F stables par f tels que E=V @ W.

1. Montrer que My = ppem(My,, My,,).

2. Montrer que f est diagonalisable (resp. nilpotent, jordanisable) ssi fy et fy le sont.

3. Montrer que si f est diagonalisable et V' = Ker(f — AIdg) avec A € Spec(f), alors

W = @ Ker(f — pldg).
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Exercice 2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € Endx (F) tel que P(X)
est scindé dans K[X]. Soit

Rix) = I (x -,
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1. Montrer que R¢(f) est nilpotent. Quel est son indice de nilpotence ?
2. Soit P(X) € K[X]. Montrer que P(f) est nilpotent ssi Ry | P.
3. Montrer que f est diagonalisable ssi tout polynome en f nilpotent est nul.

Exercice 3. Soit E un espace euclidien. Pour f € Endg(FE) soit la propriété
(x) Pour tout sous-espace vectoriel V C E, f~1(V)t = f(v1).

1. Montrer qu'un endomorphisme symétrique vérifie la propriété (x).
Soit f € Endgr(FE) vérifiant la propriété (x).
2. Montrer que Im(f) = Ker(f)*.
3. Soit V un sous-espace vectoriel tel que f(V) = V. Montrer que f(V+) = VL NIm(f).
4. Montrer que f est diagonalisable ssi f est symétrique.
5. Donner un exemple d’endomorphisme non diagonalisable vérifiant (x).



