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Exercice 1. Soit f € Endg(R?) dont la matrice dans une base B est

0 0 2
Mp(f)= (1 0-5
01 4

1. Montrer que R3 = Ker(f — Id)? @ Ker(f — 21d).

2. I’endomorphisme f est-il diagonalisable ? Jordanisable 7 Déterminer une matrice de
Jordan pour f s’il y a lieu.

3. Déterminer 'ensemble des P(X) € R[X] tels que P(f) est la projection sur Ker(f —Id)?
parallelement a Ker(f — 21d).

Exercice 2. Soient £ un R-espace vectoriel de dimension 4 et f € Endr(E) dont la matrice
dans une base B est

1 1 11
1 1 1 1
1 1 1 1

1. Montrer que f est diagonalisable et déterminer son polynéme minimal.

Montrer qu'il existe h € Endg(FE) tel que h? = f, ho f = f o h et h est diagonalisable.

3. Soit g € Endg(E) tel que g> = f. Montrer que g est jordanisable et que Spec(g) = {0, A}
avec A # 0.

4. Montrer qu'il existe une infinité de g € Endgr(E) tels que g = f et go f = fog.

N

Exercice 3. Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. Soit f € Endr(E) de polynome
minimal M¢(X) = X™ qui est jordanisable dans une base orthonormale de E.
1. Montrer qu’il existe une base orthonormale (eq,...,e,) de E telle que f(e1) = Op et
f(er) = ex—1 pour 2 < k < n.
2. Déterminer f!(ey) pour tout 1 < k < n.
3. Montrer que f o f! est la projection orthogonale sur Im(f) et que fo f est la projection
orthogonale sur Ker(f)*.



