ENDOMORPHISMES NILPOTENTS

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Definition 0.1. Un endomorphisme g € Endg (E) est nilpotent s’il existe un entier m > 1
tel que g™ = 0.

L’endomorphisme nul 0 est nilpotent avec m = 1. Noter que si g est nilpotent alors
Ker(g) # {Og}. En effet, si m > 1 est un entier tel que g” = 0, alors det(¢™) = det(g)™ =
det(0) = 0, d’ou det(g) = 0.

Definition 0.2. Une matrice N € M, (K) est nilpotente s’il existe un entier m > 1 tel
que N™ =0y, (k)-

Par exemple, les matrices suivantes sont nilpotentes :
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Soit g € Endg (F) nilpotent.

Si m > 1 est un entier tel que g™ = 0, alors ¢™*! = 0. Donc il existe un plus petit
entier s > 1 tel que g° = 0. Cet entier non nul

sd:fMin{mZI\gm:O}

est I'indice de nilpotence de g. On a donc ¢g° = 0 et g°~! # 0, c’est-a-dire Ker(g°) = F et
Ker(g°~!) # E. Noter que s = 1 si et seulement si g = 0.

De manieére similaire, une matrice nilpotente a un indice de nilpotence. Dans I’exemple
précédent, 'indice de nilpotence de Ny est 2, celui de Ny est 2, et celui de N3 est 3.

Soit 2 € E tel que x # Op. Sik > 1 est un entier tel que g*(z) = 0g, alors g*1(z) = 0.
Il existe donc un plus petit entier s(z) > 1 tel que ¢°@)(z) = 0, i.e.

s(x) = Min{k > 1| ¢"(x) = 0g}.
On a ¢*@)(z) = 0g et ¢*@~1(z) # 0, c’est-a-dire = € Ker(¢°®)) et = & Ker(g°*®)~1). De
plus, s(xz) =1 si et seulement si = € Ker(g). Noter que
s = Max{s(z); z € E\{0g}}.
Pour z € E \ {Og} soit
Cy(z) = (¢"(x); k €N)

le sous-espace vectoriel de E engendré par z,g(x), ¢?(x), ¢%(z),. ..
cyclique associé & g et 2. Comme ¢*(z) = 0 pour k > s(x), on a

Cy(z) = (w,9(x),....g" " (x)).
1
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Noter que g((z,g(z),...,¢° @ () = (g(z),...,¢°® 1 (x)), donc
g(Cg(ac)) < Cg(x)a

i.e. le sous-espace Cy(z) de E est stable par g. Soit 9gic,(z) la restriction de g a Cy(z).
Alors gic, () € Endg (Cy(w)) est nilpotent d’indice s(x).

Lemma 0.3. La suite (x,g(z),...,g°® " (x)) est une base de C,(x).
En particulier dim Cy(z) = s(x).

Proof. Comme Cy(x) = (z,g(x),...,g*® " (2)) la suite (z,g(2),...,g° @~ (z)) est une
base de Cy () si et seulement si elle est libre. Supposons que (z, g(z), ..., g*® 1 (z)) n’est
pas libre. Soient ag, a1, ..., as,)—1 € K non tous nuls tels que

a0 + arg(z) + ... + ag) 19" (@) = 0p.
Soit 0 <i < s(x) — 1 le plus petit indice tel que a; # 0. Alors a; =0 pour 0 < j <i—1,
d’ou
i BE AR | s(z)—1 _
ag (.’IZ) +ai+19 (1’) +t.o..t As(z)—19 (x> =0g.

En appliquant ¢5(*)=1=% & cette égalité on obtient a;g°®~1(x) = 0g, puisque ¢*(z) =

0p pour k > s(z). Or a; # 0 et ¢*®~1(z) # 0g, d’ott une contradiction. Donc
(z,9(x),...,g°®~(x)) est libre. O

Les matrices de gc, (,) dans les bases (z, g(z), . .. L@ @)Y et (¢ N(2), ..., g(x),z)
de Cy(z) sont respectivement

0o 0 o0 ... 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1
0 1 - .ol e o o 0| € M) (¥)
. . 000 |
O ... 0 1 0 0O ... 0 0 O
Sig=f—Adg avec f € Endg(FE) et A € K, alors f(Cy(x)) C Cy(z), et les matrices de

Jfic,(x) dans ces deux bases sont respectivement

A0 0 ... 0 A1 0 ...0
I X 0 . 0 X 1 :
0 1 0 et 0 0| € M) (K).
D | R W |
0 ... 0 1 X 0 ... 0 0 X

Ces deux types de matrices s’appellent des matrices de Jordan en A de taille s(x).

Proposition 0.4. Soit g € Endg (F) nilpotent avec dim Ker(g) = t. Il existe x1,...,x4 €

E tels que
E= P Cyla).

1<e<t
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Autrement dit, il existe x1,...,x; € E tels que

(mla g(xl)a s 795(11)71(1‘1)7 X9, g(.fCQ), v 7gS(x2)71($2)7 """ 7$t7g($t)7 .. 7g8(xt)7l(xt))

est une base de E, puisque (x4, g(2;), . ..,g°@) 7 (x;)) est une base de Cy(x;) pour tout
1 <1<t Lorsque g = f — Aldg la matrice de f dans cette base est diagonale par blocs
avec t blocs, chaque bloc étant une matrice de Jordan en A de taille s(z;).

Proof. Par induction sur l'indice de nilpotence s = Min{m > 1| ¢" = 0} de g.

Si s =1 alors g = 0, d’out s(z) = 1 pour tout z € E'\ {Og}. Donc ¢ = n et n’importe
quelle base (z1,...,z,) de E convient.

Soit s > 2. Supposons que la proposition est vraie pour les endomorphismes nilpotents
d’indice s — 1. On a g(Im(g)) C Im(g), i.e. le sous-espace vectoriel Im(g) est stable par g.
De plus g|1m(g) € Endg (Im(g)) est nilpotent d’indice s — 1. En effet, comme g° = 0, pour
tout y = g(z) € Im(g) on a g°~'(y) = ¢° (g9(x)) = ¢°(x) = Op, donc (gjm(g))* " =0, et
comme ¢! # 0, il existe z € E tel que ¢°~!(x) = ¢g°2(g(x)) # 0g, donc (9 Im(g))S_Q # 0.

)

Par hypothese de récurrence, il existe yi1,...,y, € Im(g) tels que

= @ Cg(y] )

1<5<r

c’est-a-dire tels que (yl,...,gsl*l(yl),...,yr,...,gsfl(yr)) st une base de Im(g), o
sj = s(y;) = Min{k > 1| g (y]) = Og}. Pour tout 1 < j < r soit z; € E tel que
yj = gla;). Alors g (x) = g% (y;) = O et g% (z;) = g~ (y;) # O, done s(zj) =
sj+1. On a ¢g%(z;) € Ker( ) pour tout 1 < j < r, et la suite (g (z1),...,9° (x,)) =
(¢ (1), ..., 91 (y,)) est libre puisque (yi,... ,gsl_l(yl), R TR ,gsr_l( r)) Dest
Par le théoreme de la base incomplete il existe x,41,...,x¢ € Ker(g) tels que

(g‘g1 (1), s 07 (), Tpg1y - -y xt)
est une base de Ker(g), ou t = dim Ker(g). De plus, I'image par g de la suite

(.’1317 s )95171(1‘1)7 ceey Tpy e 798T71(x7”))7
a savoir (y1,...,9"  Y(w1)s- - Y-, 9 L(yr)), est une base de Im(g). La preuve du
théoréme du rang montre qu’alors (z1,...,9°(x1),...,Zr,..., 9 (T4), Trip1,...,2¢) est
une base de F, c’est-a-dire
E = @ Cg(l‘z)

1<i<t
Il
Remark 0.5. Cette preuve montre également qu’a permutation pres la suite d’entiers
(s(x1),...,s(xy)) est indépendante de la suite de vecteurs (z1,...,z;) de la proposition.
Plus précisément, si 1, ..., 2,2, ..., 2, € E sont tels que
E= (D Cylai) = P Cylaf),
1<i<¢ 1<j<u

alors u = t = dimKer(g) et il existe une permutation o € S; telle que s(z) = s(z4(;))
pour tout 1 < j < t. En particulier, lorsque ¢ = f — Aldg, dans toute représentation
matricielle de f dans une base du type (z1,...,¢°@) "N xy), ... 2. .., ¢*@) () le
nombre de blocs de Jordan en A ainsi que les tailles des blocs intervenant sont les mémes.



