
Algèbre linéaire et géométrie I
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Exercice 1. Soient les sous-espaces vectoriels de R3

V = {(x, y, z) ∈ R3 | x− z = 0} et W = {(x, y, z) ∈ R3 | y − z = 0}.
Soit l’application σ : V ×W → R3, (v, w) 7→ v + w.

1. Montrer qu’il existe u ∈ R3 tel que V ∩W = 〈u〉.
2. Montrer que V +W = R3.
3. L’application σ est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?

Exercice 2. Soient les sous-espaces vectoriels de R3

V = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y − z = 0} et W = 〈(1, 1, 1)〉.
1. Montrer que R3 = V ⊕W .
2. Soit p la projection sur V parallèlement à W . Calculer p(x, y, z).
3. Déterminer les ensembles

A = {u ∈ R3 | p(u) = (1, 1, 1)} et B = {u ∈ R3 | p(u) = (1, 0, 1)}.
Sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 ?

Exercice 3. Soient E un R-espace vectoriel, V , W des sous-espaces vectoriels de E tels
que E = V ⊕W , et p : E → E la projection sur V parallèlement à W . Soit l’application

f : E −→ E

u 7−→ p(−u) + 2u .

1. Montrer que f est linéaire.
2. Soient v ∈ V et w ∈ W . Calculer f(v) et f(w).
3. Montrer que V ⊆ Im(f) et W ⊆ Im(f).
4. Montrer que f est bijective.
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