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Exercice 1. Soit l’application linéaire f : R4 → R3, (x, y, z, t) 7→ (x − t , y − t , z − t).
Soient v1 = (1, 0, 1, 0), v2 = (1, 0, 1, 1) ∈ R4 et V = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x− z = 0}.

1. Montrer que f est surjective et déterminer une base de Ker(f).
2. Montrer que V = 〈v1, v2〉 ⊕Ker(f).
3. Déterminer une base de f(V ).
4. Pour quels plans P de R3 existe-t-il une bijection linéaire Ker(f)→ P ∩ f(V ) ?

Exercice 2. Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E → F ,
g : F → E des applications linéaires.

1. Montrer que si g ◦ f est bijective alors dimE ≤ dimF .
2. Montrer que si g est surjective et Im(f) + Ker(g) = F alors g ◦ f est bijective.

Soient les applications linéaires f : R2 → R3, (x, y) 7→ (x + y , 2x , x− y) et g : R3 → R2,
(x, y, z) 7→ (x + y − z , x− y − z).

3. Montrer que g est surjective et que Im(f) + Ker(g) = R3.
4. Soit u = (1, 2) ∈ R2. Quels sont les v ∈ R2 tels que 〈g(f(u)), g(f(v))〉 = R2 ?

Exercice 3. Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie et f, g : E → F des
applications linéaires telles que E = Ker(f)⊕Ker(g). Soit V = {u ∈ E | f(u) = g(u)}.

1. Montrer que V est le noyau d’une application linéaire E → F .
2. Montrer que dim Im(f) = dim Ker(g) et dim Im(g) = dim Ker(f).
3. Montrer que Im(f − g) = Im(f) + Im(g).
4. Montrer que dimV = dim Im(f) ∩ Im(g).
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