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Exercice 1. Soit la base B = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) de R3. Soit l’application linéaire

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x + y, x + y, y + z).

Soient v0 = (1,−1, 1), v1 = (0, 0, 1), v2 = (1, 1, 1), et C = (v0, v1, v2).

1. Montrer que C est une base de R3.
2. Déterminer MB(f) et MC(f).

Soit p la projection sur 〈v0, v1〉 parallèlement à 〈v2〉.
3. Montrer que f ◦ p = p ◦ f .
4. Montrer que R3 = Im(f − p)⊕ Im(p ◦ f ◦ p).

Exercice 2.

1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndK(E). Montrer que E =
Ker(f)⊕ Im(f) si et seulement si Ker(f) = Ker(f ◦ f).

Pour a ∈ R soit fa ∈ EndR(R3) dont la matrice dans la base B = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) est

MB(fa) =

1 0 0
0 0 a
0 0 0

 .

2. Déterminer les a ∈ R tels que R3 = Ker(fa)⊕ Im(fa).
3. Déterminer les a ∈ R tels que R3 = Ker(fa − IdR3)⊕ Im(fa − IdR3).

Exercice 3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient U, V,W ⊆ E des sous-
espaces tels que E = U ⊕ V = U ⊕W . Soient p la projection sur V parallèlement à U , et q la
projection sur W parallèlement à U .

1. Montrer que l’application ϕ : W → V , w 7→ p(w) est bijective.
2. Montrer que ϕ−1(v) = q(v) pour tout v ∈ V .
3. Montrer que p ◦ q = p et q ◦ p = q.
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