Calculus |

Examen (12 janvier 2022)

Question 1. Soit f : R — R et a € Dom f. En utilisant la définition en termes de suites de la
continuité (a rappeler), montrez que si lim f(x) existe, alors f est continue en a.
Xx—a

Comme I’énoncé le stipule, il s’agit d’utiliser la définition en termes de suites de la continuité de f en
a. Commencons par rappeler cette définition. La fonction f est continue en a si et seulement si, pour
toute suite (x,) dans le domaine de f, si x, — a, alors f(x,) — f(a). Il est également important de
comprendre que 1I’hypothése « )%1_131 f(x) existe » veut dire

b eR, Y(x,) CDomf, x, —»a= f(x,) = b. (1)

(%)

En comparant les deux définitions, on se rend compte que le travail a réaliser consiste a montrer que
le b dont (1) affirme 1’existence est en fait f(a) puisqu’alors () sera exactement la définition de
continuité. Or, en particularisant (1) a la suite constante (x,) := (a) (qui est bien dans le domaine de
f vu qu’on a supposé que a € Dom f), on a x, — a = f(x,) — b. Bien entendu, la suite constante
(xn) = (a) converge vers a et on a donc f(a) = f(x,) — b. Mais la suite (f(x,)) est la suite constante
(f(a)) qui converge aussi vers f(a). Par unicité de la limite b = f(a).

Question 2. Calculez, si elles existent, les limites suivantes au sens large des suites de termes
génériques :
n? —4n P+ (-1)"n+1

~ 3wt tsin(n+2) 1 T it 6

Justifiez les différentes étapes de vos calculs.

Xn

Attention, pour ce type d’exercice, il existe de nombreuses manieres de s’y prendre. Vous devez
cependant avoir le méme niveau de justification que la solution proposée ici.

= Pour la suite (x,) :

En mettant en évidence les termes de plus haut degré au numérateur et au dénominateur on

obtient :
2
. ) n“(1—4/n . 1 1—4/n
o= +(sin<n+2/>) TR = sin<n+2/> T
(3455 - 0) (3+=F— )
On va analyser séparément la convergence de la suite (Sln("4+2)), en montrant par convergence
n

dominée que m(:—4+2) —0.0n a

|n?| nt S

Vn >0,

sin(n—|—2)‘ _|sin(n+2)|  [sin(n+2)] o
. - -
n

Il est important de justifier que la derniere inégalité est vraie car Vn > 0, |sin(n+2)| < 1. Comme
n* > 0, le sens de I’inégalité est conservé. La deuxieme égalité se justifie par le fait que n* > 0,
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quel que soit n > 0. Détail important pour la convergence dominée : cette inégalité est vraie pour
tout naturel a partir d’un certain rang (ici, 1).

Comme la suite (n%) converge vers 0 (car par un résultat du cours Vp > 0, nip —0,ici p=4>0),
la convergence dominée nous assure que la suite ( %) converge vers 0.

On a également que :

» 1 —>1;—4——4;3—3;—1— —1 car ce sont des suites constantes,
» 5 —0;5 —0et——0carVp >0, —0.Ici p € {1,2,4},p>0.

Par les regles de calculs sur les limites de suites, on conclut que (remarquez que le dénominateur

ne s’annule pas)

1-4.0
ox——Y
T UX 3020

= Pour la suite (y,) :

En mettant en évidence les termes de plus haut degré au numérateur et au dénominateur on
obtient :
-1)" -1)"
I N T |
lim y,= 1 L =1 5/2 L
yp = lim c = lim n’/~- c
n—s-foo n—soo nl/2 (1 + _nl/Z) n—yfoo 1+ v

n

£ P . ~1
On va analyser séparément la convergence de la suite ((n—z)), en montrant par convergence

—_ n . . . . . .
dominée que ( nﬁ) — 0 (il est aussi possible de montrer cela via des sous-suites exhaustives). On

a n n
|1
n? n?| n?

Vn >0,

La derniére égalité est vraie car n> > 0 et car pour tout n > 0, (—1)" vaut soit —1, soit 1.

Comme la suite (=5 ) converge vers 0 (car par un résultat du cours Vp > 0, nip —0,ici p=2>0),

1
n n
. . -1
la convergence dominée nous assure que la suite (( n2) ) converge vers 0.

On a également que :

» 1 —-1;6—6; —1— —1 car ce sont des suites constantes,
> &5 =05 5 = 0carVp >0, -p —0.Ici p € {1/2,3}, p> 0.
> n5/2_>+oocaer>O, nP — +eo. Icip=5/2> 0.

Par les regles de calculs sur les limites de suites, on conclut que (remarquez que le dénominateur

ne s’annule pas)

B E
In 1+6.0

Car a X o0 = —oo sia < 0.
On aurait pu également résoudre cet exercice en prenant des le départ deux sous-suites exhaus-
tives de (y,), mais la démarche aurait été un peu moins efficace. L’avantage de mettre les termes

de plus haut degré en évidence tout de suite est qu’on voit bien que le terme en (—1)" n’aura
« pas d’influence » sur la convergence de la suite.
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Question 3.  Calculez les limites suivantes au sens large, si elles existent :

lim x* 4 cos(v/x) o lim 2x +2x% — 12.
X—>~-o00 (x3 + 2x)2 x—2 x—2

Justifiez les différentes étapes de vos calculs.

Posons f(x) = +eos(V3) Remarquez que 4o ¢ adh(Dom f) = Ry, et cela est toujours vrai car
" T (P20 q q o !
I’adhérence d’un ensemble est définie comme un sous-ensemble de R. Cependant, on a 1’exis-
tence d’au moins une suite (x,) C Dom f telle que x,, — —+co (prendre par exemple (x,,) = (n+1)).

Ceci justifie que la limite, si elle existe, est unique.

En mettant en évidence les termes de plus haut degré au numérateur et au dénominateur on obtient
(notez qu’il n’est pas nécessaire de développer le dénominateur) :

‘ ' x4<1 + cos)&/?c)) ‘ x4(1 + cos)Ex/?c)) 1 (1 + cos)(c4\/fc))
lim f(x)= lim 5 = lim 5= lim -
X—>+o00 X—>+o0 (x3(1+2/x2)) X—>+o00 x6(1+2/x2> X—>+oo x (1+2/x2)
On va calculer séparément la limite de la fonction COS}EQ/}) , en montrant par le théoreme du sand-
wich que lim,_, | » cos)(é‘ﬁ) = 0. On a que pour tout x € Dom f,

—1<cos(vx) <1 < —_lgcos)(c‘ff\/})

1
<
x4 - x4

car x* > 0, quel que soit x € Dom f. Veillez 2 bien justifier vos inégalités, et surtout si elles
impliquent des opérations plus compliquées (passage a I’inverse, division par un terme qui n’est
pas clairement positif, etc.). Parfois les équivalences ne sont pas évidentes, et parfois elles sont
mémes fausses.

On a que limy_, ;o é = 0 car un résultat du cours nous dit que limxﬁﬂoi = 0. En appliquant
la régle du produit, limy_; 4 e ﬁ = 0. Comme limy_, . —1 = —1, par regle du produit on obtient
également que limy—, ;o ;—41 =0.

cos(vD) _

Par le théoréme du sandwich, on en déduit que limy—; 4o — 3

On a également que :

» limy 4o é =0 carlimy_ % = 0 et par regle du produit,

> limy o] = 1 et limy 002 = 2.

Par les regles de calculs sur les limites de fonctions, on conclut que (remarquez que le dénomi-
nateur ne s’annule pas)

1+0
lim f(x) =0x — =0,
X—foo (142-0)
» Posons g(x) = % On a que Domg = R\ {2}, mais 2 € adh(Domg) car par exemple la
suite (2+ %)n e, &St incluse dans Domg et converge vers 2. La limite, si elle existe, est donc

unique.
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Pour lever I’'indétermination, on va factoriser le numérateur (par la méthode de votre choix) pour
pouvoir ensuite le simplifier avec le dénominateur.

lim g(x) = lim 2= 203 04 3).

x—2 x—2 x—2 x—2
Par les résultats du cours :

» lim, 22 =2;1lim, ,»,3 =23,
» lim,_ox =2.
Donc les regles de calculs de la somme et du produit pour les limites de fonctions impliquent

que :
limg(x) =2 x (243) = 10.

x—2

Question 4. On considére I’application f : R — R définie par

Ax2—8 six<1,
fx)=<e 121 sixe]l,3],
Ax six >3,

o A € R. En discutant en fonction de A si nécessaire, dites si f est dérivable au point a =1 et
continue en a = 2. Justifiez toutes vos affirmations en identifiant clairement les différents résultats
utilisés.

m Dérivabilité en 1 :
On va essayer d’appliquer le théoréme d’exhaustivité en 1. On choisit deux intervalles exhaustifs
par rapport a 1, par exemple A| = |—oo, 1] et Ay = |1, 3]. Ces intervalles vérifient bien I’hypothese
du théoreme d’exhaustivité car on a qu’il existe V un voisinage de 1 tel que A; UA; O VN Dom f.
En effet, en prenant par exemple V = [1 — 1,1+ 1] = [0,2], I’affirmation est vérifiée puisque

» V estun voisinage de 1 : en effet, V O V qui est un ensemble du type [1 —r,1+r] avec r > 0.
Icir=1>0.

» AjUAy =]—o0,3] et VNDom f =V = [0,2] car Dom f = R.

» Clairement [0,2] C |—eo, 3] ce qui montre que Aj UA; O VN Dom f.

Ona
_ 2 Q_ . 2
i SO =) A 8- (4 8>:11me—1):11m/1(x+1):2/1. )
J)ch‘lll X — x—1 x—1 =1 x—1 x—1

La premiere égalité est vraie car on s’est restreint 2 A1, et dans ce sous-ensemble, f(x) = Ax> —8.
Il est important de justifier la derniere égalité ! On peut la justifier soit par les résultats standards
sur les limites vus au cours (limites des fonctions usuelles — a citer — et regles de calculs),
soit par continuité de la fonction A(x+ 1). Cette fonction est bien continue car la fonction x
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est continue, ainsi que les fonctions constantes A et 1, donc puisque la somme et le produit de
fonctions continues sont continues, A (x+ 1) est continue et en particulier continue en 1.

On fait de méme dans A, :

. fx)—f(1) . e 20— (1-8) i e 13148 3)
xe—;‘l X — _x—>1 x—1 _x—>1 x—1 ’
XEA

La premiere égalité est vraie car on s’est restreint a Aj, et dans ce sous-ensemble, f(x) =
e*~! —21. Remarquez que f(1) est une valeur fixe donnée par f(1) = A —8.

Puisque la limite ne peut étre calculée a ce stade, on va donc d’abord analyser la continuité de f
en 1. En reprenant les mémes ensembles A et A, (qui sont toujours exhaustifs par rapport a 1),

lim f(x) = limAx* -8 = A — 8.
x—1 x—1
XEA|

La derniere égalité est vérifiée car la fonction Ax?> — 8 est continue comme somme et produit de
fonctions continues (les fonctions constantes A et —8 sont continues, et la fonction x? également).
En particulier, cette fonction est continue en 1.

lim f(x) = lime* ! —24 =124,
x—1 x—1
XEA,

La derniére égalité est vérifiée car la fonction e*~! —2A est continue comme composée et somme
de fonctions continues (les fonctions e* et x sont continues, ainsi que les fonctions constantes
—2A et —1). En particulier cette fonction est continue en 1.

Le théoreme d’exhaustivité nous assure que la fonction est continue en 1 si et seulement si ces
deux limites sont égales, ce qui est le cas si et seulement si A = 3.

Par conséquent, si A # 3, la fonction n’est pas continue en 1, ce qui implique qu’elle n’est pas
dérivable en 1. Il reste a vérifier la dérivabilité en 1 quand A = 3. Dans ce cas, (2) et (3) deviennent

respectivement :
—f(1
tim 78 =) 5 5 4)
x—1 x—1
XEA|
. f)—=f(1) . e1-3348 el 4
x;—gi x—1 xl_l’)I} x—1 xl_l’)I} x—1 x(e )‘le ()
XEAL

L’avant derniere égalité de (5) se justifie par définition de la dérivée en 1 de la fonction e*~!
(cette fonction est bien dérivable comme composée et somme de fonctions dérivables, en effet,
les fonctions e* et x sont dérivables, ainsi que la fonction constante —1). La derniere égalité se
justifie par les regles usuelles de dérivation vues au cours.

Comme les deux limites (4) et (5) sont différentes, la limite en 1 de
fonction n’est pas dérivable en 1, et cela quel que soit A.

M n’existe pas et la

X

= Continuité en 27 :
On utilise le théoreme de localité avec un voisinage de 27 bien choisi, par exemple V = 27 — 1,
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27 + 1]. C’est bien un voisinage de 27 car il contient un ensemble de la forme 27 —r,27w + 7],
avec r > 0. C’est évident puisque V D VetV = [2r —r,2x+r] avec r =1 > 0.

Le voisinage V est bien choisi pour calculer la limite car six € V, alors x > 7. En effetsix € V,
x>2n—1.Mais & > 3 implique 2 —1 > 5 > 7.

Le théoreme de localité implique donc :

lim f(x) = lim f(x) = lim Ax = A2m,

X—27 X—27 X—27
xeV
Chaque égalité doit étre justifiée (aucune n’est triviale). La premiere est due au théoreme de
localité. La seconde est due au fait que si x € V, alors x > 7. Par conséquent, dans V, f(x) = Ax.
La derniere égalité peut étre justifiée soit par les résultats standards sur les limites vus au cours
(limites des fonctions usuelles -a citer- et régles de calculs), soit par continuité de la fonction Ax,
produit de deux fonctions continues.

Cette limite existe pour tout A et vaut A2 = f(27), par conséquent f est continue en 27 quelque
soit A.

Question 5. Donnez le développement de Taylor d’ordre 3 en 0 de la fonction f : R — R définie

2,.,3 . . ~ N .
par f(x) = e" . Justifiez vos calculs en citant (sans redémontrer) les regles de calcul sur les petits
0. La qualité de votre rédaction est importante.

Comme aucune méthode n’est requise, deux approches sont possibles.

PREMIERE APPROCHE. On a vu au cours un résultat qui donne une formule pour calculer le déve-
loppement de Taylor d’ordre n d’une fonction f en un point a. Celle-ci dit que le développement de
Taylor est le polyndome

Z ). (©6)

Dans le cas qui nous occupe, on an = 3 et a = 0. La formule (6) devient

2 3
P10, 2SO -

Avant d’appliquer cette formule, il faut se rappeler qu’elle demande des hypotheses sur la fonction
f & savoir f € €™ sur un voisinage' de a. Ici, on a bien que f € €>(R) (et en fait f € €=(R) par
composée de fonctions infiniment dérivables) et on peut donc appliquer (6). Calculons donc grace aux
regles de calculs des dérivées et, en particulier, de la regle de dérivation des fonctions composées,

f(0)+df(0)x+

Af(x) = du(e" ) =& G (P +x%) =¥ T (2 4 342),
D2 f(x) = A (€ (2x+3x2)) = 9, () (2x+3x%) + e 1 9,(2x + 34%)
=t (2x+3x%)% + et (24 6x)
— ¢ (204 3:3)2 + 24 6x)
PP f(x) = e (2x +3x%) ((2x+ 3x%)? 42+ 6x) -+ et (2(2x+ 3x%)(2 4 6x) + 6)

'L’hypothése peut méme étre un rien affaiblie, voir les notes de cours.
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(nous n’avons pas pris soin de réduire” la derniere expression puisque cela ne nous est pas utile pour
I’évaluer en 0). En substituant x par 0, on obtient

f0)=e"=1,
df(0) =0,
9°f(0) =2,
3% f(0)=6.

En remplacant dans (7), on trouve finalement que le développement de Taylor recherché est

2., 6
1+0x+ 5x2+gx3 =142+

SECONDE APPROCHE. Cette approche utilise le fait que le développement de Taylor d’ordre n d’une
fonction f en un point a est I’unique polyndome p de degré < n tel que

f(x)=px)+o(x—a) quand x — a. (8)
Le cas qui nous occupe est n = 3 et a = 0. Nous voulons donc trouver p € P< tel que
Fe) =7 = p(x) + o). ©)

Pour ce faire, commencgons par nous rappeler le développement de Taylor de 1’exponentielle (vu au
cours mais peut se montrer rapidement grace a (7)) :

e = 1+y+%y2+éy3+o(y3), quand y — 0.

En substituant y par x>+ x>, on a

| +x2 0+ % (x2 +x3)2 + % (x2 +x3)3 —|—0((x2 —|—x3)3) (10)
Tout d’abord, remarquons que
0((x2+x3)3) = 0(1)(x2+x3)3 (car o(h(x)) = o(1)h(x))
= o(1)x5(1 +x)*
=o(1)o(x*)(14x)? (car X" = o(x"") si m > n)
=o(1)o(x?) (car o(x")h(x) = o(x") si h est continue en 0)
=o(x?) (car o(1)o(x") = o(x"))

En développant (10), on obtient
2,3
e = 14+ + I+ IO+ DO T+ LB L0 o)

En utilisant le fait que cx™ = o(x") pour ¢ € R et m > n et que la somme de o(x") est un o(x"), on
obtient .,
et +x :1+x2+x3+0(x3)

ce qui implique (au vu de (9)) que le développement de Taylor demandé est 1 + x> +x>.

211 est cependant essentiel de bien connaitre la priorité des opérations arithmétiques et de mettre des parenthéses ol
cela s’impose. Nombre d’entre vous ne 1’ont pas fait ce qui a au final engendré des erreurs de calcul (et, de plus, le bon
parenthesage des expressions est essentiel pour pouvoir les entrer correctement dans un programme informatique).

En se rappelant les produits remarquables (a +b)? = a® +2ab + b et (a+b)* = a4 3a’>b + 3ab* + b* qui semblent
bien peu connus...

7/13



Calculus |

Examen (12 janvier 2022)

REMARQUES

» Dans 1’égalité (8), le « o(x —a)> » est essentiel. Sans lui, 1’égalité est en général totalement
fausse !

m Il n’est pas nécessaire de calculer le développement de Taylor de x> + x> car c’est déja un poly-
ndme.

= On ne peut affirmer que le développement de Taylor de x> + x> est lui-méme uniquement en
disant « parce que c’est un polyndome ». Il faut aussi tenir compte de I’ordre et du point ! En effet,
quel est le développement de Taylor de x* + x> en x = 0 d’ordre 2 ? Et quel est le développement
de Taylor de x*> +x> en x = 1 d’ordre 3 ? Dans le cas qui nous occupe, on a

4=+ o) quand x — 0

puisque 0 = o(x?). Au vu de (8), x* + x> est donc le développement de Taylor de x*> +x> en
x = 0 d’ordre 3. Inutile d’utiliser (7) pour le recalculer! (Le faire n’est pas logiquement faux
mais témoigne d’une compréhension superficielle du sujet.)

m On aurait pu se contenter de prendre le développement de Taylor de 1’exponentielle a I’ordre 2 :
e=14+y+ %yz +0(y?) (poursuivez le calcul !). Nous ne 1’avons pas fait car la majorité d’entre
vous n’a pas vu cela et nous avons voulu montrer que les calculs n’étaient qu’un peu plus longs
si on ne le remarquait pas.

Question 6.

(a) Soit f: R — R une fonction. Définissez « f est strictement décroissante ».

Une fonction f est dite strictement décroissante (sous entendu « sur son domaine ») si

Vxi,xp € Domf, x; <xy= f(x1) > f(x2). (11)

REMARQUE : La propriété Vx, f(x) > f(x+ 1) n’est pas une définition équivalente de dé-
croissance stricte. C’est le cas uniquement pour les suites (pouvez-vous le prouver ?). Pour les
fonctions f définies sur R, cette définition est strictement plus faible que (11) (c’est-a-dire que
(11) = Vx, f(x) > f(x+ 1) mais qu’on n’a pas ’"implication réciproque).

(b) Enoncez le théoréme de la moyenne et donnez en une interprétation géométrique. Vous devez
faire explicitement le lien entre I’énoncé et le graphique.

L’énoncé du théoreme de la moyenne (du syllabus) est le suivant.

Soienta # b € Ret f: [a,b] — R une application continue sur [a, ] et dérivable sur
Ja,b]. Il existe un & € ]a,b] tel que

f(b)—f(a) =9f(E)(b—a). (12)
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L’illustration se trouve a la figure 1. Elle doit s’interpréter comme suit : il existe une abscisse
& entre a et b telle que la tangente au graphe de f au point (&, f(&)) est parallele a la droite
passant par les points (a, f(a)) et (b, f(b)). Les équations de ces deux droites sont rappelées
sur la figure 1. Cette interprétation est bien ce que le théoreme dit parce que le parallélisme des
deux droites est équivalent a 1’égalité des pentes et

m Jf(&) est par définition la pente de la tangente au graphe de f en (&, f(&));

= la pente de la droite passant par les points (a, f(a)) et (b, (b)) est (revu au cours de Ma-
thématiques Elémentaires)
f(b) - f(a)

b—a

Comme (12) peut se réécrire W = df(&), ce théoreme exprime bien le parallélisme des
deux droites ci-dessus.

@

FIGURE 1 — Théoreme de la moyenne

Question 7. Soit f € €1 (R;R). Montrez que si f n’est pas constante, alors il existe nécessairement
au moins un y € R tel que 9 f(y) # 0. Expliquez votre démarche. Indication : La question 6 peut vous
étre utile.

Soit f une fonction non-constante. Argumentons par contradiction et supposons au contraire que la
these n’est pas vérifiée, a savoir : Vy € R, df(y) = 0. On a vu au cours que cela impliquait que f est
constante, ce qui donne la contradiction recherchée.

Montrons cette derniére implication : soient x; # x, deux réels arbitraires* et prouvons que f(x1) =
f(x2). Puisque f € €'(R;R), elle est en particulier continue sur [x;,x;] et dérivable sur |x;,x2[. On
peut donc appliquer le théoréme de la moyenne (voir question 6) et on obtient I’existence d’un & €
Jx1,x2] tel que

fOr) = f(x1) = 9f () (k2 —x1).

Comme la dérivée est nulle partout, on a en particulier que d f(&) = 0 et donc que f(x2) — f(x1) =0,
ce qu’on voulait démontrer.

4On n’a pas besoin de regarder le cas x; = x, puisque dans ce cas il est évident que f(x;) = f(x2) (on prend I'image
par f de la méme valeur!).

9/13



Calculus |

Examen (12 janvier 2022)

Question 8.  Supposons que f € €' (R;R). Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la
case adéquate selon que vous pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez vos réponses par une preuve
ou un contre-exemple.

(a) Vrai : Faux :[_| Si f est strictement décroissante, alors Vx € R, d f(x) <O0.
(b) Vrai : Faux :[ | SiVx € R, df(x) <O, alors f est strictement décroissante.
(c) Vrai:[ ] Faux:[V] Si f est strictement décroissante, alors Vx € R, d f(x) <O0.

(a) Sous I’hypothese de décroissance stricte de f (dont la définition formelle est rappelée a la ques-
tion 6, équation (11)), on doit montrer que, quel que soit x € R,

L F0— ()

t—x r—Xx

<0.

Cette limite existe forcément puisqu’on a supposé que f € %%R;R) et donc en particulier f
est dérivable en tout point de R. Puisque cette limite existe, la méme limite avec une contrainte
additionnelle existe aussi et vaut la méme valeur. En particulier, on a

o7 — i LI o £ = )
PE o t-x e

Pour les ¢ € R tels que ¢ > x, la décroissance de f implique qu’on aie f(¢) < f(x) ou encore
f(t)— f(x) <0.Donc
f(1)—f(x)

r—x

Vit > x, <0.

En passant a la limite lorsque ¢+ — x, on obtient bien

3f(x) = hmw <o0.
—x — X
1>x

REMARQUES.

» On aurait pu prendre la contrainte ¢ < x et obtenir le méme résultat. Il est inutile (mais pas
logiquement faux) de faire les deux cas.

m [l faut se rappeler qu’une inégalité stricte peut, apres passage a la limite sur ses deux
membres, devenir large. Plus précisément, si g et & sont deux fonctions définies sur un voi-
sinage V d’un point a € R telles que Vx € V, g(x) < h(x) et que lim,_,, g(x) et lim,_,, h(x)
existent, alors on peut seulement en déduire que lim,_,, g(x) < lim,_,, h(x) mais en général
pas que lim,_,, g(x) < lim,_,, h(x). Pouvez-vous trouver un tel exemple ?

= Une fonction strictement décroissante, comme par exemple f(x) = —x, pour laquelle on a
Vx € R, df(x) <0 n’est pas un contre-exemple. En effet Vx € R, d f(x) < 0 est plus fort
que ce qu’il faut montrer, cela implique Vx € R, df(x) < 0.
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(b)

(©)

Supposons que f vérifie Vx € R, d f(x) < 0. On doit établir (11). Soient donc x;,x; € Dom f =R
tels que x; < xp et montrons que

flx1) > f(x2). (13)

Comme f € ¢! (R;R), on a en particulier que f est continue sur [x1,x;] et dérivable sur Jx;,x;].
On peut donc appliquer le théoréme de la moyenne (rappelé a la question 6) et celui-ci nous dit
qu’il existe un & € |xy,x;[ tel que

fx) = flx) = 9f(6)(x2 —x1). (14)

L’hypothese Vx € R, df(x) < 0 particularisée au cas x = & nous donne d (&) < 0. Par ailleurs,
vu que x] < xp, on a x, —x; > 0. L’égalité (14) implique alors que f(xp) — f(x1) < 0 c’est-a-
dire (13).

REMARQUE : La fonction f(x) = 1/x n’est pas un contre-exemple a I’affirmation de ce point.
On a bien que, pour tout x € R (dans le domaine de f), df(x) = —1/x> < 0 et que pourtant
f n’est pas décroissante (et donc, a fortiori, pas strictement décroissante). Cependant, cette
fonction f ne vérifie pas I’hypothese f € €' (R;R) puisqu’elle n’est pas définie sur tout R. Au
final, cet exemple sert surtout a insister sur le fait que I’implication (b) est valable a condition
qu’on I’applique sur un intervalle de R (éventuellement non-borné) sur lequel f est partout
définie.

Donnons un contre-exemple, c’est-a-dire une fonction f € €'(R;R) qui soit strictement dé-
croissante mais qui ne vérifie pas Vx € R, d f(x) < 0. Autrement dit, on veut une fonction stric-
tement décroissante f € ¢! (R;R) qui vérifie la négation de la thése, a savoir Ix € R, 9 f(x) > 0.
Prenons f(x) = —x>. Cette fonction posséde bien une dérivée continue sur R et est strictement
décroissante.” Cette fonction vérifie aussi Ix € R, 9 f(x) > 0. Il suffit en effet de prendre x = 0
et de constater que df(0) = —3x2|x:0 =0>0.

Question 9. Soit (x,)en la suite de nombres réels définie par

=i

ot A € R. Etudiez la convergence au sens large de (xn) en fonction de A. Lorsque (x,) converge,
donnez la valeur de sa limite.

On commence par se rappeler que pour a € R, on a le résultat de convergence suivant pour (a") :

a’ — +oo ssia>1,
a’—1 ssia=1,
a—0 ssi — 1 <a<l,

(a") ne converge pas ssia < —1.

Appliqué a la suite de I’énoncé, ca donne les résultats suivants.

>On peut prouver cette stricte décroissance directement a partir des régles de base sur les inégalités revues en « Mathé-

matiques Elémentaires » (le pouvez-vous ?) mais on a déja mentionné plusieurs fois que x — x

3 est strictement croissante

au cours et on peut donc prendre ce fait pour acquis.
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m X, — toossi A/(A —5) > 1. Pour résoudre cette inéquation, distinguons deux cas.

» Si A > 5, elle est équivalente a A > A — 5, c’est-a-dire 0 > —5 qui est toujours vérifié. Tous
les A > 5 sont donc des solutions.

» Si A —5<0,elle est équivalente a A < A — 5, c’est-a-dire 0 < —5 qui n’est jamais vérifié.
L’inéquation n’a donc pas de solution dans ce cas.

Au final, en faisant I’union des ensembles de solutions trouvés dans chaque cas, on a que

Xp—Fo0 < A >5.

mx, — Issid/(A—5)=1,cest-a-dire ssi AL = A — 5 ou encore 0 = —5. Ce n’est jamais vérifié et
il n’y a donc aucun A qui donne la convergence de (x,) vers 1.

m x;, = 0ssi —1 <A/(A—5) < 1 (voulant dire que les inégalités doivent vérifiées routes les deux).
Comme ci-dessus, distinguons deux cas.

» Si A > 5, ces inégalités deviennent —(A —5) < A <A —5 ou encore —24 +5 < 0 < —5.
Aucun A ne satisfait la seconde inégalité. I n’y a donc pas de solution.®

» SiAd <5, ces inégalités deviennent —(A —5) > A > A —5ouencore —2A +5>0> —5.La
seconde inégalité est toujours satisfaite et la premiere Iest ssi A < 5/2.

En conclusion, on a établi que

xn—0 <<= A<5)/2

» La suite (x,) diverge si A /(A —5) < —1, c’est-a-dire si A € [5/2,5]. Remarquons qu’il n’est pas
nécessaire de résoudre I’'inéquation si on comprend que la suite diverge dans les autres cas que
ceux qui ont été traités avant. La résoudre n’est en rien une faute mais il ne faut pas oublier que
multiplier les deux membres d’une inégalité par A — 5 nécessite de discuter sur le signe de cette
expression pour savoir si le sens de I’'inégalité est conservé ou non. Dans cette question, vous
avez été nombreux a ne pas prendre en compte le signe de cette expression dans la résolution des
inéquations et quand vous le faites, vous omettez d’expliquer comment vous regroupez tous les
cas traités.

On peut résumer les conclusions des déductions précédentes comme :
Xy — +o0 siA >3,

X, =0 sid <5/2,
(xn) ne converge pas  si A € [5/2,5].

(Nous n’avons pas repris la valeur A = 5 dans ce résumé parce que la suite n’est pas définie dans ce
cas.)

®0n aurait pu étre plus malin et dire que, pour A > 5, on a déja établi que x,, — oo et que par conséquent il n’y a plus
lieu d’examiner ces valeurs de A pour la concergence x,, — 0.
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Question 10.  Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la case appropriée selon que vous
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez votre réponse par un bref argument (rigoureux) ou un
contre-exemple. La qualité de vos justifications est importante.

(a)

(b)

Vrai : [ | Faux :|V] La fonction f:R — R : x — 1/x est strictement décroissante car Vx €
Dom f, df(x) = —1/x* < 0.

La fonction f n’est pas strictement décroissante (vu qu'ona —1 < 1 et f(—1) < f(1), ce qui
contredit (11)) et aucune (tentative de) justification ne peut donc rendre cette affirmation vraie.

REMARQUE : Vous avez été tres nombreux a penser que cette affirmation est vraie en argumen-
tant que si la dérivée est strictement négative alors la fonction est strictement décroissante. Les
résultats donnés dans le syllabus (et qui ont été étudiés au cours) sur les liens entre le signe
de la dérivée et la croissance de la fonction reposent sur des hypotheses sur la fonction f (elle
doit étre définie sur un intervalle de R, éventuellement non borné) qui ne sont pas vérifiées ici
(voyez-vous pourquoi ?). Rappelons qu’il est important, lorsqu’on veut appliquer un résultat du
cours, de ne pas se contenter d’utiliser la conclusion. Il faut également se préoccuper de savoir
si les hypotheses sont vérifées ou pas.

Vrai :[ | Faux :[V] Soit f: R — R une application continue et V un voisinage de 0. Alors
fV):={f(x) | x € V} est un voisinage de f(0).

Tout d’abord rappelons qu’un ensemble W C R est un voisinage de O si et seulement s’il existe
un r > 0 tel que [—r,7] C W. Si on préfere, en écriture symbolique,’

W estun voisinagede 0 <= Jr>0, [-r,r] CW. (15)

Exhibons maintenant un contre-exemple a I’affirmation c’est-a-dire une application continue
f :R — R et un voisinage V de 0 telle que f(V) ne soit pas un voisinage de 0. Prenons f le
fonction constante 1 (on a vu au cours que les fonctions constantes sont continues) et V =R
(qui est bien un voisinage de 0 car, par exemple, [—1,1] C V). Comme f(x) = 1 quel que soit
x €V,onaque f(V)= {1} (le singleton qui ne contient que 1). Ce dernier ne peut étre un
voisinage de f(0) = 1 car, si ¢’était le cas, on aurait que, pour un certain r > 0,

[f0)=rfO)+r]=[1—nl+rCf(V)={1}.

Ce ne peut étre le cas car, par exemple, 1 +r € [l —r, 1 +r] et on aurait donc 1 +r € {1} ou
encore 1 4+r =1 ce qui n’est pas vrai puisque r # 0.

"Ne dites pas « écriture mathématique », les explications en (bon) frangais ne sont pas moins mathématiques !
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