Analyse mathématique |

Coté (24 mars 2003)

Question 1. Enoncez le théoréme de la moyenne. Représentez graphiquement ce qu'il signifie
et commentez ce graphique par une phrase en francais.

Soit f une fonction continue dg, b| versRR qui est dérivable
sur]a,b[. Alors il existe uné € |a,b[ tel que

f(b)— f(a) = f(&)(b—a).

Ce théoréme exprime le fait qu'il existe un poihtde]a,b[ en
lequel la pente de la tangente, & savbi(&), vaut exactement
le pente de la droite passant fasf (a)) et(b, f (b)) c’est-a-dire
(f(b)— f(a))/(b—a). Ces deux droites sont donc paralléles.

Question 2. Définissez
= 'adhérence d’un ensemble ARN en terme de suites ;

adhA= {xe RN : 3(x)) C A, X0 — X}
s C C RN est compact;

C est compact si, de tout recouvremenQiear une famille d’ouvert§Oy, ) o ca, ON peut extraire
un sous recouvrement fifi0q,, ..., 0, } : C C U1 Oy,

m acRestlinfimumde CR;

a est I'infimum deA s’il vérifie les deux propriétés suivantes :

OaminoreA:vxe A, a< X;

Oaest le plus grand des minorantgd’ € R, (VWxe A, @ <x)=a <a.
= AC R estun ensemble fini.

A est un ensembile fini s’il contient un nombre fini d’éléments, c’est-a-dire s'il existe. , ay,
neN, tels queA= {ay,...,an}.

Question 3. Soit f: RN — RM et ac Domf. Définissez « f est continue en a ».

Ve >0, 36 >0, Vxe Domf, |[x—a|gn < 6= ||f(X)— f(a)||gm < €
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Question 3 (suite). Montrez, a partir de la définition ci-dessus que
= la fonction f: R — R : x— |x| est continue er-2.
Montrons que
Ve>0,36 >0, VXeR, [x+2/<8=|[x-2|<e

Soite > 0. PosonsS = €. Soitx € R tel que|x+ 2| < 8. Vu quevx € R, |[x| —|-2|| < |[x+2],
nous deduisons
X —2| < |x+2[ <5 =e.
= lafonction g: R?2 — R : (x,y) — (|x|+|y|) sin(xy) est continue ei0,0).
Montrons que

Ve > 07 36 > 07 V(X,y) S Rz? H(va) - (O7O)HR2 < 0= |(‘X‘ + ‘y‘)SIn(Xy) —9(0,0)’ <€

Remarquons que

O nous pouvons choisir la norme sRf. Vu la forme de la fonctiom, nous allons prendre la
norme 1 :|(x,Y)|1 = x|+ Iy

0g(0,0) =0.

Soite > 0. Posons = ¢. Soit(x,y) € R? tel que|x+ 2|1 < 8. Vu que le sinus est compris entre
—1 et 1, nous avons que

|(1X] + [y]) sin(xy) —9(0,0)| < x|+ |y| =|(x, V)1 < § =&.

Question 4. Soit ac RN, r >0, r’ > 0 et ||-| une norme suRN. Complétez les égalités et
équivalences suivantes afin qu’elles soient vraies.

Bj(ar)={xeR":|x—al| <r}

BH.H[a,r’] ={xe RN : Ix—a| <r'}
XeBy(ar) & (x—al <r
xeBylar] e |x—al<r

Soit Ac RN. Considérons les deux propriétés suivantes :
(@ 3r >0, By (0,r)CA
(b) Ir’ >0, BH.H[O,r’] cA
Montrez, en détaillant votre raisonnement, que<ajb).
(@)= (b) Nous supposons que (a) est vérifié, c’est-a-dire qu'il existeui tel que B, (0,r) C

A. Nous devons trouver un> 0 tel que B. [0, r')  A. Posons’ =r /2. Comme > 0, nous savons
quer’ > 0. De plus, sk € By [0,r'], alorsx vérifie la relation|x—al| <r/2 et donc, en particulier,

la relation|[x —a|| < r. Ceci montre que € By (0,r). Comme B, (0,r) C A onaxe A Etant
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donné que ce raisonnement est valable quel que sojiris dans B, [0, r'], on vient d’établir que
By.|[0,r'] € Acomme voulu.

(b)=(a) Nous supposons que (b) est vérifié, c’est-a-dire qu'il existes® tel que B [0,r'] C
A. Nous devons trouver un> 0 tel que B, (0,r) C A. Posonsr =r’. Comme B, (O,r) C
B).|[0,r'] C A, nous obtenons

B||.||(0,I‘) C A

Question 5. Soit E= {(x,y) € R?: |x| <y}.
= Représentez graphiquement E sur la figure ci-dessous.

3

» E est-il fermé ? Justifiez.

Oui. En effet, si((Xn,Yn)) ex
montrer quex,y) € E. L'appartenance de la sui{éx,,yn))

est une suite d& qui converge vergx,y) € R?, nous allons

nen A E signifie que

VneN, |xa| <VYn
En passant a la limite — oo et en utilisant la conservation des inégalités larges et la continuité
de la fonctionx — |x|, on obtientx| <y, c’est-a-dirg(x,y) € E.
= E est-il ouvert ? Justifiez.

E n’est pas ouvert. En effet, si on prend par exemple le p@r@) € E, aucune boule centrée
en ce point ne sera totalement inclusé.&lus précisément, la boule.B((0,0),r) pourr >0
arbitraire, contient le point0, —r /2) qui n’est pas dang — vu qu’il ne vérifie pag0| < —r /2.

REMARQUE : On pouvait répondre tres rapidemei ne peut étre ouvert c& # @ est fermé
et les seuls ensembles simultanément ouverts et ferméRdamto et R2.
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Question 6. Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la case adéquate selon que vous
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez par un bref argument ou un contre-exespésul-
tats du cours utilisés doivent étre clairement identifiés.

Vrai:[ ] Faux:d] ]-1,3] estouvert.

En effet, la suite(x,) définie parx, = 3+ 1/n converge vers & |—1, 3]
sans jamais entrer dahs1, 3.

Vrai:[d] Faux: | @ estuncompactdi’.

Si (Oq)aca €St un recouvrement ouvert dg il suffit de prendre le sous
recouvrement qui ne contient aucun ouvert! C’est en effet bien un recou-
vrement deg car|Jyecy O = 9.

Vrai:[d] Faux: ]| adho,1] > [0,1].

Tout d’abord, nous savons que 3| O |0,1] (propriété vue au cours).
Il reste donc a établir que 1 et 0 sont dans I'adhérend®,dé Pour cela,

il suffit de trouver deux suites dan@, 1] qui convergent respectivement
vers 1 et 0. On peut par exemple prendre :

0(1—1/n)n=2 qui converge vers 1;
O (1/n)n=2 qui converge vers 0.

Vrai:[0] Faux: | Siune suite est croissante, alors elle converge au sens large.
En effet, de deux choses l'une :

Osi elle est majorée, alors elle converge vers un réel (théoréme vu au
cours);

O si elle est non majorée elle converge vers (théoréme vu au cours).

Comme « converger au sens large » veut dire « converger vers un réel ou
converger vers-co », on a bien établi la propriété.

Vrai:[ | Faux:d Toute suite bornée est convergente.

Voici un contre-exemple : la suitex,) définie panx, = (—1)" est bornée
par 1 mais n’est pas convergente (vu au cours).

Vrai:[ | Faux:d Toute intersection d’ouverts est ouverte.
Considérons la suite d’ouvert®n)n>1 définie par

11
On=]-05l

Il est clair que Oc M,,>10n vu que Oc Op pour toutn. Par ailleurs, si
X € Nn>10n, alors|x| < 1/npour toutn et en passant a la limite— o, on
a|x| = 0. Autrement dit

n>1
L'ensemble{0} n’est pas un ouvert.
REMARQUE : Si l'intersection est finie, c’'est vrai.
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Vrai

Vrai

Vrai :

Vrai :

:[] Faux:0 Une équation de la tangente au graphe d'une fonction f au poigmt

0

Faux :[ |

Faux :[O]

Faux :[ |

f(x0)) est f(x) = f(xo) + 9 f(X0) (X —Xo) + O(X = X0).

Ce n’est méme pas une équation que devraient satisfaire les poits
La fonction f(x) := sinx?- e*- x3 est un petib de ¥ quand x— O.

En effet

. f(x . . .
jim 1% _ im (sinx?-€-x) =sin®?-e-0=0
£ X2
X—0 X—0
Toute fonction continue est dérivable.

\oici un contre exemple : la fonctioh(x) = |x| est continue, pourtant elle
n'est pas dérivable en 0.

Soit la fonction f: [0,1] — R : x— x3cogx). Il existe un ¥ € [0, 1] tel que
vx € [0,1], f(xg) = f(X).

Cette fonction est continue s{@;, 1] qui est compact. Elle atteint donc ses
bornes, c'est-a-dire qu'’il existe deux pointsn et Xmax danso, 1] tels que

vxe [abl, f(xmin) < F(X) < f(Xmax)-

I suffit de prendrexg := Xmax
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