Analyse mathematique |

Examen (10 janvier 2003)

Question 1. Etudiez la convergence de la suite)nen (o) definie par :

1"

n

Xn=1/1+
Justifiez en détail. Toute affirmation non vue au cours doit étre démontrée.

(a) Remarquons que, pour tooe N\ {0},

1 [ 1
Yn = 1—r—]<xn< 1+ﬁ::zn (1)

(b) Etude de la convergence ¢&). Vu que, pout touh € N\ {0}, on a 14+1/n > 1 et que, Si
x> 1, alors 1< /X < X, on déduit que

/ 1 1
1<zy=/14+-<1+-.
Zp +n +n

Puisque - 1/n ———- 1, le théoreme de convergence dominée impliquezque 1.
(c) Le méme raisonnement montre que— 1. La convergence dominée et (1) impliquent alors
quex, — 1.
Question 2. Soit(Xn)nen € R. Supposons qugn)neny COnverge verg. Montrez, en utilisant la
définition en termes de que la suitey,)nen définie par

Yni=—2%+3

converge vers-1.

On doit prouver que
Ve>0,3npeN, Vn>ng, |yn+1<e.

Fixonse > 0 de maniére arbitraire. Existe-t-il up € N tel queVn > ng, |yn+ 1| < €? Nous
savons quéXx,)nen CONverge vers 2, c’est-a-dire

Ve' >0, I eN, Vn>ny,  [xp—2/ <€

Posonse’ = €/2. L'hypothese précédente implique qu'il existemjpe N tel quevn > np, [X, —
2| < €/2 ou encoreyn > ny, 2|x, — 2| < g, c’est-a-dire

vn=ng, Y+l =|-2x+4 =2x,—2| < &.

Il suffit donc de prendreg = n,.
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Question 3. Etudiez la convergence de la suiig)n>1 définie par

1 .
V1 =2, vn+1_3—v— sin> 1.
n

Calculez sa limite, si elle existe.

(&) Montrons dans un premier temps que

vne N\ {0}, w,>1 2
Faisons-le par récurrence sur
mSin=1,vy=2>1;
m Sivy > 1alorsvy;1 >1—eneffetvp1=3-1/vhy >3-1> 1.

(b) Prouvons a présent que la sui#®),>1 est croissante et majorée. Soit 1.

1 3—+v5 3 5
Vil =V & ?,—V—>vn & V-3p+1<0 < 2\/_<vn< -|-2\/_
n

ol la derniére équivalence résulte du fait que le coefficient?ddu polyndmev? — 3v+ 1 est
strictement positif et donc que ce polyndme est négatif pour $essituant entre les deux racines.

Comme3-3 < 1, (2) implique que

3—+v5
V5 <1<,
2
Il reste a montrer
3 5
vn>1 vp< +2\/_ (3)

Ce qui établira aussi que,) est majorée. Montrons (3) par récurrencersur
xSin=1,v1=2<(3+V5)/2.
= Siv, < (3+ \/_)/2 alorsvp1 < (3+ \/_)/2 Commevp1 = 3— 1/vy, 'hypothése implique

que
1 2 9+3/5-2 3—v5 3++56
Vn+]_—3——<3 == =

Vo 0 3+v5  3+v56 3-5 2

(c) Puisque la suitévp)n>1 est croissante et majorée, elle est convergente (vu au cours). Notons
sa limitev. Vu (2), on obtient en passant a la limite que: 1. En particulierv # 0. Des lors, des
régles usuelles sur les limites etwyg 1 = 3— 1/vy,, on déduit que

1
v=3——,
v

c’est-a-direv = (3++/5)/2 ouv = (3—/5)/2. Or, commev > 1 > (3—+/5)/2, on a forcément
quev = (3+/5)/2.
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Question 4. Soit I'ensemble
n

E .= {2— (nil)! :neN}.

Calculez, s'ils existentnf E, minE, supE, maxE. Toutes vos réponses doivent étre justifiées.

(a) Remarquons que, pour tonte N, 3"/(n+1)! > 0. Par conséquent, 2 est un majoran&de
De plus, en posant, = 2—3"/(n+ 1)!, nous savons que

vn, xn € E et lim x,=2

N—-o00
et nous pouvons donc conclure que 2 est le suprémubn @&est un majorant dans I'adhérence
deE).

(b) Comme, pourtow €N, 3"/(n+1)! £0, 2¢ E. C'est-a-dire que sup ¢ E et doncE n'admet
pas de maximum.

(c) Avecles notations ci-dessuS= {xn:n € N}. Or (xn)nen {0y €St Une suite croissante. En effet,
Xni1 > Xn SSi2—-3"1/(n4+-2)1 >2-3"/(n+1)!'ssi3H/(n+2)! <3"/(n+1)!'ssi3/(n+2) <1
ssin > 1. Ainsi x; est plus petit ou égal a tous le élémeride E sauf peut-étre. Dés lors,
min{Xo, X1 } € E minoreE, ce qui signifie que c’est le minimum d& Le minimum existe donc et

infE = minE = min{xp, X1 } = min{1, %} = %
Question 5. Notons E la fonction définie par
E:R—R:x~— |X]
» Calculez E2,34), E(9/2), E(0,18) et E(4).
E(2,34) =2, E(9/2)=E(45) =4, E(0,18)=0 et E(4) =4.
» Représentez la fonction E sur l'intervall@ 6.
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= Définissez, de deux maniéres équivalentes, le faitioque., f (x) = b.
0 quelle que soit la suiten)nel € R, Sixpy 5> aalorsf(xn) —» b.
0 Ve>0,36 >0, VXxeR, [x—a<d=|f(X)—b|<e
= Montrez quelimy_2E(X) n'existe pas.Pour montrer que liga,2 E(X) n'existe pas, ilsuffit

de trouver deux suite§)nery €t (Yn)nen telles quexn —= 2, yn —=> 2 et (E(Xn)), . €t
(E(yn))neN soient des suites qui convergent vers de limites différentes. Posons

neN

1 1
=2——— et =24+ —-7.
X n+1 Y=ot

Nous savons queé, — 2 ety, — 2. De plus, vu que K xn < 2, E(Xn) =1 ——> 1 et, de
2 < Yo < 3, on tire qUEE(Yn) = 2 +—> 2. En conclusion, lina.2 E(x) n’existe pas.

Question 6. Ecrivez avec des quantificateurs les propriétés suivantes. (Il ne doit plus rester un
seul mot de francais.)

= 'ensemble AC R n’est pas borné supérieurement :
VReR, Ixe A, x> R
= (Xn)nel NE converge pas :
VaeR, de >0, Vnpe N, Ine N, n>ngA|X,—a] > ¢
= (Xn)nel CONverge vers-oo :
VReR, dng e R, Vn>ng, Xh <R

= (Xn)nel N'est pas bornée :
VReR, dnel, x| >R

= (Xn)nel €St constante pour n assez grand :
dJceR, dnpeN, Vnel, n>ng=x,=c¢
» La fonctiong : N — N est strictement croissante :
vmneN, m<n= ¢o(m) < ¢o(n)
» ac Restlesuprémumde@R :
(VxeA x<a)A(Va eR, (VxeA x<ad)=a<d)
= La fonction f: R — R est continue :

VacR, Ve >0,36 >0, VXeR, [x—a|<d=|f(X)—f(a)|< e
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Question 7. Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la case adéquate selon que vous
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez par un bref argument ou un contre-exemple. Les résul-
tats du cours utilisés doivent étre clairement identifiés.

[ Les réponses suivantes sont tirées de copies d’étudiants.

Vrai:[ | Faux:[]

Vrai:[ ] Faux

Vrai:[d] Faux: |

Vrai:[d] Faux: |

Vrai:[0] Faux: |

Vrai:[d] Faux: |

Vrai:[0] Faux: |

Le maximum d’un ensemble fini existe toujours.
L'ensemble vide est un ensemble fini (0 élément) et il n’a pas de maximum.
Toute suite de rationnels converge dés

La suite(x,) définie parxy = (—1)" n’est composée que de rationnels (1
et —1 € QQ) et pourtant elle ne converge pas (car deux sous-suites ont des
limites différentes).

Si une suite est croissante, alors elle converge au sens large.

On sait que si une suite est croissante et majorée, alors elle converge vers
un réel (théoréme vu au cours) et si une suite est croissante et non majorée
elle converge vers-« (théoreme vu au cours). Donc on a bien que toute
suite croissante converge au sens large.

Un ensemble A" R est borné si et seulement si il est borné supérieurement
et inférieurement.

Si A est borné, alors il existe uM € R tel quevVae A, —M <a< M.
On peut donc prendr® comme borne supérieure etM comme borne
inférieure.

Si maintenanA admetBs,, comme borne supérieure B comme borne
inférieure, alorsva € A, Binf < a < Bsyp En prenantM := max{|Bint|,
|Bsupl}, onava e A, —M < a < M ce qui prouve qué est borne.

Si (Xn)nen € R converge, alors elle est telle qig, — xp1| — O.

Si on prend la définition d’'une suite de Cauchy, odMea> 0, dng € N,
vm,n > ng, |Xm— Xn| < €. En particulier, avesm=n+1, on a

Ve >0, dng € N, Vn > ng, |Xn+1 —Xn| < €.
Par ailleurs|x,+1 — Xn| — O signifie que
Ver > 0, dng, Vn > ny, “Xn+1 —Xn| — O| <&
Prenong = €; etny = ng. On voit que les deux définitions sont identiques.
Il est possible que le suprémum d’un ensemble A appartienne a A.
PrenonA:=[0,1]; supA=1c A

Toute suite convergente est bornée.

Par définition dex, — a avece = 1, on aing, VYn > ng, [, —a < 1.l
suffit de prendrdk = max{|x,| : n > np,1+|a|}. Soitn € N.

[0 sin< ng, on ajX,| < R;
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Vrai:[ ] Faux O

Vrai:[ ] Faux:d

Vrai:[ ] Faux:O]

0 sin>no, on alx|—[a]| <[x»—al <1etdonclx,| <1+ |a <R,
c’est-a-direlxp| < R

Donc (x,) est bornée Hix,) converge.
Toute suite bornée est convergente.
La suite(x,) définie par

X2n:3n—>—oo>3
Xont1=9—+=55

n—oo

est bornée par 5 mais diverge.
La somme f-g de deux fonctions non-continues f et g est discontinue.

Par exemplef (x) = | x| etg(x) = —|X]| sont des fonctions discontinues et
pourtant leur somme qui vaut O pour tougst continue.

AUTRE REPONSE POSSIBLE
1 six>3 0 six>3
f(x) = : g(x) = .
0 six<3 1 six<3

_J1+0 six>3| _ :
(f+g)(x)_{0+1 Sing}_lestcontlnue.

La somme f+ g d’'une fonction continue f et d'une fonction discontinue g
est nécessairement discontinue.

Soit f la fonction définie parf (X) = 2 six € [0,+][; f est continue sur
[0, +oo[. Soitg la fonction définie par

_J5 sixe]-»o,0Q
g(x)_{s six € [0, 4o

g n’est pas continue en 0. Pourtdtfit4- g) (X) = 5 pour toutx € [0, 4-oo[ est
une fonction continue.

REMARQUE. Lorsque les fonctions et g ont méme domaine (ou plus
généralement si Do > Domg), ceci est vrai car, sf 4 g était continue,
alorsg = (f +g) — f serait continue comme différence de deux fonctions
continues.
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Question 8. Soient f et g deux fonctions continues d’un intervidid] C R versRR. Prouvez
que si fa) < g(a) et f(b) > g(b), alors il existe ur < Ja,b[ tel que &) = g(&). Enoncez tous
les résultats du cours que vous utilisez.

Théoréme des valeurs intermédiairegvu au cours). Soif : [a,b] — R une fonction continue
telle quef(a) f(b) < 0. Alors il existe un € ]Ja,b[ tel quef (&) =0.

Preuve demandée. Posondh = f —g. Commef etg sont continues syg,b] C R, hl'est aussi.
De plus, au vu des hypothéses,

h(a)=f(a)—g(a) <0 et  h(b)= f(b)—g(b) > 0.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existé ana, b tel queh(&) = 0. Donc, f(§) —
g(&) = 0 et la these est prouvée.

Question 9.  Soit(xp)nel Une suite de nombres réels. Considérons les trois propositions suivantes

(Xn) converge Jac R, Ve >0, dnp e N, Yn>ng, [X,—a| < € 4)
dbeR,VE >0, Impe N, Vm>my, [xm—b| <& (5)
(Xn) est ultimement constantelc € R, dpg € N, Vp > po, Xp=C (6)

Prouvez qué¢4) < (5) < (6). Trouvez un contre exemple qui montre gdie4 (5)

(5)=(6). Montrer (6) revient a fournic tel que3pp € N, Vp > po, Xp = €. Prenons = b. Nous
obtenons de I'hypothése (5) que

VE>0 dmpeN, YVm>my, |[xm—c| <.
En particulier, en prenarit = 0, on trouve
dmpeN, Vm>my, |[Xm—c|<O.

Il suffit donc de posepy = My puisquelxm — ¢| < 0 est équivalent &, = c.
(6)=-(5). Nous supposons que la suftq)nn Vérifie (6) et il faut montrer qu’elle satisfait (5).
Posond = c. Soit{ > 0. Prenons poumy le pg de (6). De (6), il découle que

Ym>=my=pg, Xm=C=Db

D’ot Vm > my, |xm—b| =0 < ¢ ce qui signifie que (5) est vraie.
(5)=(4). Montrons quéx,)nen Verifie (4). Posona = b et fixons une > 0 arbitraire. En utili-
sant (5) ave€ = &, on obtient

dJneN, Vm>=my, [Xm—b| < ¢

et donc, en prenant poung cemp, on voit que (4) est vérifiée.

(4)A(5). Soit la suitgxn)n>1 la suite définie pax, := 1/n. Celle-ci converge vers 0; elle vérifie
donc (4). Cependant elle n’est pas ultimement constante (car si elle I'était, on awatRiet un

Po € N tel que ¥/ pp = Xp, = €= Xp,+1 = 1/(Po+ 1) ce qui est manifestement faux), donc elle ne
satisfait pas (6). Or (5% (6), donc cette suite ne vérifie pas (5).
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Question 10. SoitA € R et (X))nen la suite définie par

o ()"

Pour quelle(s) valeur(s) d& la suite(X)neny CONverge-t-elle et quelle est alors sa limite ? Justifiez
en détail.

Rappel : La convergence d’une suite géométriqug)ncn du typex, =r" our € R dépend de la
valeur de sa raison:

» Sir < —1 alors(xp) diverge;
m Sir € ]—1,1], c’est-a-dire sjr| < 1, alors(xn) converge vers 0;
= Sir =1, alors(x,) converge vers 1;
= Sir > 1, alors(xn) diverge (elle converge au sens large vers).
Application a la question 10. Pour la suite donnée a la question 10,
L

A—1

On a donc convergence si et seulementsi< r < 1, c’est-a-dire si

r

1 1
— —_— —<
1<)L 1 et 7 1\1 (7)

Deux cas se présentent :

= SiA —1> 0, on peut multiplier ces deux inégalités @dar 1 sans changer leur orientation et (7)
devient«—A+1<letl<A—1»ouencore«&AdetdA>2x»ie., «A>2»;

= SiA — 1< 0, on change l'orientation des inégalités en les multipliantiparl ce qui fait que
(7) devient«—A +1>1etl>A—1»ouencored <0etd <2»,i.e., «A <0».

En rassemblant ces résultats, on trouve, que la condition nécessaire et suffisante de convergence (7)
se réduit a
A € ]—00,0[U[2,+0o]

De plus,
m Si—1<r<1,c'es-a-dire sk € |—0,0[U]2,+0][, Xy — 0;
m Sir =1 c'est-a-dire sk = 2, x, — 1.
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