
Analyse mathématique I
Examen (10 janvier 2003) Correction

Question 1. Étudiez la convergence de la suite(xn)n∈N\{0} définie par :

xn =

√
1+

(−1)n

n
.

Justifiez en détail. Toute affirmation non vue au cours doit être démontrée.

(a) Remarquons que, pour toutn∈ N\{0},

yn :=

√
1− 1

n
6 xn 6

√
1+

1
n

=: zn (1)

(b) Étude de la convergence de(zn). Vu que, pout toutn∈ N \ {0}, on a 1+ 1/n > 1 et que, si
x > 1, alors 1<

√
x < x, on déduit que

1 < zn =

√
1+

1
n

< 1+
1
n
.

Puisque 1+1/n−−−→n→∞ 1, le théorème de convergence dominée implique quezn → 1.

(c) Le même raisonnement montre queyn → 1. La convergence dominée et (1) impliquent alors
quexn → 1.

Question 2. Soit(xn)n∈N ⊆ R. Supposons que(xn)n∈N converge vers2. Montrez, en utilisant la
définition en termes deε, que la suite(yn)n∈N définie par

yn :=−2xn +3

converge vers−1.

On doit prouver que
∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, |yn +1|6 ε.

Fixons ε > 0 de manière arbitraire. Existe-t-il unn0 ∈ N tel que∀n > n0, |yn + 1| 6 ε ? Nous
savons que(xn)n∈N converge vers 2, c’est-à-dire

∀ε
′ > 0, ∃n′0 ∈ N, ∀n > n′0, |xn−2|6 ε

′.

Posonsε ′ = ε/2. L’hypothèse précédente implique qu’il existe unn′0 ∈ N tel que∀n > n′0, |xn−
2|6 ε/2 ou encore,∀n > n′0, 2|xn−2|6 ε, c’est-à-dire

∀n > n′0, |yn +1|= |−2xn +4|= 2|xn−2|6 ε.

Il suffit donc de prendren0 = n′0.
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Question 3. Étudiez la convergence de la suite(vn)n>1 définie par

v1 = 2, vn+1 = 3− 1
vn

si n> 1.

Calculez sa limite, si elle existe.

(a) Montrons dans un premier temps que

∀n∈ N\{0}, vn > 1. (2)

Faisons-le par récurrence surn :

si n = 1, v1 = 2 > 1 ;

si vn > 1 alorsvn+1 > 1 — en effet,vn+1 = 3−1/vn > 3−1 > 1.

(b) Prouvons à présent que la suite(xn)n>1 est croissante et majorée. Soitn > 1.

vn+1 > vn ⇔ 3− 1
vn

> vn ⇔ v2
n−3vn +1 6 0 ⇔ 3−

√
5

2
6 vn 6

3+
√

5
2

où la dernière équivalence résulte du fait que le coefficient dev2 du polynômev2− 3v+ 1 est
strictement positif et donc que ce polynôme est négatif pour lesv se situant entre les deux racines.
Comme3−

√
5

2 6 1, (2) implique que

3−
√

5
2

6 1 6 vn

Il reste à montrer

∀n > 1, vn 6
3+

√
5

2
(3)

Ce qui établira aussi que(vn) est majorée. Montrons (3) par récurrence surn.

Si n = 1, v1 = 2 6 (3+
√

5)/2.

Si vn 6 (3+
√

5)/2, alorsvn+1 6 (3+
√

5)/2. Commevn+1 = 3−1/vn, l’hypothèse implique
que

vn+1 = 3− 1
vn

6 3− 2

3+
√

5
=

9+3
√

5−2

3+
√

5
· 3−

√
5

3−
√

5
=

3+
√

5
2

(c) Puisque la suite(vn)n>1 est croissante et majorée, elle est convergente (vu au cours). Notons
sa limitev. Vu (2), on obtient en passant à la limite quev > 1. En particulierv 6= 0. Dès lors, des
règles usuelles sur les limites et devn+1 = 3−1/vn, on déduit que

v = 3− 1
v

,

c’est-à-direv = (3+
√

5)/2 ouv = (3−
√

5)/2. Or, commev > 1 > (3−
√

5)/2, on a forcément
quev = (3+

√
5)/2.
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Question 4. Soit l’ensemble

E :=
{

2− 3n

(n+1)!
: n∈ N

}
.

Calculez, s’ils existent,inf E, minE, supE, maxE. Toutes vos réponses doivent être justifiées.

(a) Remarquons que, pour toutn∈ N, 3n/(n+1)! > 0. Par conséquent, 2 est un majorant deE.
De plus, en posantxn = 2−3n/(n+1)!, nous savons que

∀n, xn ∈ E et lim
n→+∞

xn = 2

et nous pouvons donc conclure que 2 est le suprémum deE (c’est un majorant dans l’adhérence
deE).

(b) Comme, pour toutn∈N, 3n/(n+1)! 6= 0, 2/∈E. C’est-à-dire que supE /∈E et doncE n’admet
pas de maximum.

(c) Avec les notations ci-dessus,E = {xn : n∈N}. Or(xn)n∈N\{0} est une suite croissante. En effet,
xn+1 > xn ssi 2−3n+1/(n+2)! > 2−3n/(n+1)! ssi 3n+1/(n+2)! 6 3n/(n+1)! ssi 3/(n+2) 6 1
ssi n > 1. Ainsi x1 est plus petit ou égal à tous le élémentsxn de E sauf peut-êtrex0. Dès lors,
min{x0,x1} ∈ E minoreE, ce qui signifie que c’est le minimum deE. Le minimum existe donc et

inf E = minE = min{x0,x1}= min{1,
1
2
}=

1
2

.

Question 5. Notons E la fonction définie par

E : R→ R : x 7→ bxc

Calculez E(2,34), E(9/2), E(0,18) et E(4).

E(2,34) = 2, E(9/2) = E(4,5) = 4, E(0,18) = 0 et E(4) = 4.

Représentez la fonction E sur l’intervalle[0,6].

0

1

2

3

4

5

6

0 1 2 3 4 5 6
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Définissez, de deux manières équivalentes, le fait quelimx→a f (x) = b.

➭ quelle que soit la suite(xn)n∈I ⊆ R, si xn −−−→n→∞ a alors f (xn)−−−→n→∞ b.

➭ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x∈ R, |x−a|6 δ ⇒ | f (x)−b|6 ε

Montrez quelimx→2E(x) n’existe pas.Pour montrer que limx→2E(x) n’existe pas, ilsuffit
de trouver deux suites(xn)n∈N et (yn)n∈N telles quexn −−−→n→∞ 2, yn −−−→n→∞ 2 et

(
E(xn)

)
n∈N et(

E(yn)
)

n∈N soient des suites qui convergent vers de limites différentes. Posons

xn := 2− 1
n+1

et yn := 2+
1

n+2
.

Nous savons quexn → 2 et yn → 2. De plus, vu que 16 xn < 2, E(xn) = 1 −−−→n→∞ 1 et, de
2 6 yn < 3, on tire queE(yn) = 2−−−→n→∞ 2. En conclusion, limx→2E(x) n’existe pas.

Question 6. Écrivez avec des quantificateurs les propriétés suivantes. (Il ne doit plus rester un
seul mot de français.)

l’ensemble A⊆ R n’est pas borné supérieurement :

∀R∈ R, ∃x∈ A, x > R

(xn)n∈I ne converge pas :

∀a∈ R, ∃ε > 0, ∀n0 ∈ N, ∃n∈ N, n > n0∧|xn−a|> ε

(xn)n∈I converge vers−∞ :

∀R∈ R, ∃n0 ∈ R, ∀n > n0, xn 6 R

(xn)n∈I n’est pas bornée :
∀R∈ R, ∃n∈ I , |xn|> R

(xn)n∈I est constante pour n assez grand :

∃c∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n∈ I , n > n0 ⇒ xn = c

La fonctionϕ : N→ N est strictement croissante :

∀m,n∈ N, m< n⇒ ϕ(m) < ϕ(n)

a∈ R est le suprémum de A⊆ R :(
∀x∈ A, x 6 a

)
∧

(
∀a′ ∈ R, (∀x∈ A, x 6 a′)⇒ a 6 a′

)
La fonction f : R→ R est continue :

∀a∈ R, ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x∈ R, |x−a|6 δ ⇒ | f (x)− f (a)|6 ε
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Question 7. Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la case adéquate selon que vous
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez par un bref argument ou un contre-exemple. Les résul-
tats du cours utilisés doivent être clairement identifiés.

☞ Les réponses suivantes sont tirées de copies d’étudiants.

Vrai : Faux : ✔ Le maximum d’un ensemble fini existe toujours.

L’ensemble vide est un ensemble fini (0 élément) et il n’a pas de maximum.

Vrai : Faux :✔ Toute suite de rationnels converge dansR.

La suite(xn) définie parxn = (−1)n n’est composée que de rationnels (1
et−1∈ Q) et pourtant elle ne converge pas (car deux sous-suites ont des
limites différentes).

Vrai : ✔ Faux : Si une suite est croissante, alors elle converge au sens large.

On sait que si une suite est croissante et majorée, alors elle converge vers
un réel (théorème vu au cours) et si une suite est croissante et non majorée
elle converge vers+∞ (théorème vu au cours). Donc on a bien que toute
suite croissante converge au sens large.

Vrai : ✔ Faux : Un ensemble A⊆R est borné si et seulement si il est borné supérieurement
et inférieurement.

Si A est borné, alors il existe unM ∈ R tel que∀a ∈ A, −M 6 a 6 M.
On peut donc prendreM comme borne supérieure et−M comme borne
inférieure.

Si maintenantA admetBsup comme borne supérieure etBinf comme borne
inférieure, alors∀a ∈ A, Binf 6 a 6 Bsup. En prenantM := max{|Binf|,
|Bsup|}, on a∀a∈ A, −M 6 a 6 M ce qui prouve queA est borné.

Vrai : ✔ Faux : Si (xn)n∈N ⊆ R converge, alors elle est telle que|xn−xn+1| → 0.

Si on prend la définition d’une suite de Cauchy, on a∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,
∀m,n > n0, |xm−xn|6 ε. En particulier, avecm= n+1, on a

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, |xn+1−xn|6 ε.

Par ailleurs,|xn+1−xn| → 0 signifie que

∀ε1 > 0, ∃n1, ∀n > n1,
∣∣|xn+1−xn|−0

∣∣ 6 ε1.

Prenonsε = ε1 etn1 = n0. On voit que les deux définitions sont identiques.

Vrai : ✔ Faux : Il est possible que le suprémum d’un ensemble A appartienne à A.

PrenonsA := [0,1] ; supA = 1∈ A.

Vrai : ✔ Faux : Toute suite convergente est bornée.

Par définition dexn → a avecε = 1, on a∃n0, ∀n > n0, |xn− a| 6 1. Il
suffit de prendreR= max{|xn| : n > n0,1+ |a|}. Soitn∈ N.

➭ si n 6 n0, on a|xn|6 R;
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➭ si n > n0, on a
∣∣|xn| − |a|

∣∣ 6 |xn− a| 6 1 et donc|xn| 6 1+ |a| 6 R,
c’est-à-dire|xn|6 R.

Donc(xn) est bornée si(xn) converge.

Vrai : Faux :✔ Toute suite bornée est convergente.

La suite(xn) définie par {
x2n = 3−−−→n→∞ 3

x2n+1 = 5−−−→n→∞ 5

est bornée par 5 mais diverge.

Vrai : Faux :✔ La somme f+g de deux fonctions non-continues f et g est discontinue.

Par exemple,f (x) = bxc et g(x) =−bxc sont des fonctions discontinues et
pourtant leur somme qui vaut 0 pour toutx est continue.

AUTRE RÉPONSE POSSIBLE.

f (x) =

{
1 six > 3

0 six 6 3
g(x) =

{
0 six > 3

1 six 6 3

( f +g)(x) =
{

1+0 six > 3
0+1 si x 6 3

}
= 1 est continue.

Vrai : Faux :✔ La somme f+g d’une fonction continue f et d’une fonction discontinue g
est nécessairement discontinue.

Soit f la fonction définie parf (x) = 2 si x ∈ [0,+∞[ ; f est continue sur
[0,+∞[. Soitg la fonction définie par

g(x) =

{
5 six∈ ]−∞,0[
3 six∈ [0,+∞[

g n’est pas continue en 0. Pourtant( f +g)(x) = 5 pour toutx∈ [0,+∞[ est
une fonction continue.

REMARQUE. Lorsque les fonctionsf et g ont même domaine (ou plus
généralement si Domf ⊃ Domg), ceci est vrai car, sif +g était continue,
alorsg = ( f +g)− f serait continue comme différence de deux fonctions
continues.
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Question 8. Soient f et g deux fonctions continues d’un intervalle[a,b] ⊆ R versR. Prouvez
que si f(a) < g(a) et f(b) > g(b), alors il existe unξ ∈ ]a,b[ tel que f(ξ ) = g(ξ ). Énoncez tous
les résultats du cours que vous utilisez.

Théorème des valeurs intermédiaires(vu au cours). Soitf : [a,b]→ R une fonction continue
telle quef (a) f (b) < 0. Alors il existe unξ ∈ ]a,b[ tel que f (ξ ) = 0.

Preuve demandée. Posonsh = f −g. Commef et g sont continues sur[a,b]⊆ R, h l’est aussi.
De plus, au vu des hypothèses,

h(a) = f (a)−g(a) < 0 et h(b) = f (b)−g(b) > 0.

Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe unξ ∈ [a,b] tel queh(ξ ) = 0. Donc, f (ξ )−
g(ξ ) = 0 et la thèse est prouvée.

Question 9. Soit(xn)n∈I une suite de nombres réels. Considérons les trois propositions suivantes

(xn) converge :∃a∈ R, ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, |xn−a|6 ε (4)

∃b∈ R, ∀ζ > 0, ∃m0 ∈ N, ∀m> m0, |xm−b|6 ζ (5)

(xn) est ultimement constante :∃c∈ R, ∃p0 ∈ N, ∀p > p0, xp = c (6)

Prouvez que(4)⇐ (5)⇔ (6). Trouvez un contre exemple qui montre que(4) 6⇒ (5)

(5)⇒(6). Montrer (6) revient à fournirc tel que∃p0 ∈N, ∀p > p0, xp = c. Prenonsc = b. Nous
obtenons de l’hypothèse (5) que

∀ζ > 0, ∃m0 ∈ N, ∀m> m0, |xm−c|6 ζ .

En particulier, en prenantζ = 0, on trouve

∃m0 ∈ N, ∀m> m0, |xm−c|6 0.

Il suffit donc de poserp0 = m0 puisque|xm−c|6 0 est équivalent àxm = c.

(6)⇒(5). Nous supposons que la suite(xn)n∈N vérifie (6) et il faut montrer qu’elle satisfait (5).
Posonsb = c. Soitζ > 0. Prenons pourm0 le p0 de (6). De (6), il découle que

∀m> m0 = p0, xm = c = b

D’où ∀m> m0, |xm−b|= 0 6 ζ ce qui signifie que (5) est vraie.

(5)⇒(4). Montrons que(xn)n∈N vérifie (4). Posonsa = b et fixons unε > 0 arbitraire. En utili-
sant (5) avecζ = ε, on obtient

∃m0 ∈ N, ∀m> m0, |xm−b|6 ζ

et donc, en prenant pourn0 cem0, on voit que (4) est vérifiée.

(4)6⇒(5). Soit la suite(xn)n>1 la suite définie parxn := 1/n. Celle-ci converge vers 0 ; elle vérifie
donc (4). Cependant elle n’est pas ultimement constante (car si elle l’était, on aurait unc∈R et un
p0 ∈ N tel que 1/p0 = xp0 = c = xp0+1 = 1/(p0 +1) ce qui est manifestement faux), donc elle ne
satisfait pas (6). Or (5)⇔ (6), donc cette suite ne vérifie pas (5).
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Question 10. Soitλ ∈ R et (xn)n∈N la suite définie par

xn :=
( 1

λ −1

)n
.

Pour quelle(s) valeur(s) deλ la suite(xn)n∈N converge-t-elle et quelle est alors sa limite ? Justifiez
en détail.

Rappel : La convergence d’une suite géométrique(xn)n∈N du typexn = rn où r ∈ R dépend de la
valeur de sa raisonr :

si r 6−1 alors(xn) diverge ;

si r ∈ ]−1,1[, c’est-à-dire si|r|< 1, alors(xn) converge vers 0 ;

si r = 1, alors(xn) converge vers 1 ;

si r > 1, alors(xn) diverge (elle converge au sens large vers+∞).

Application à la question 10. Pour la suite donnée à la question 10,

r =
1

λ −1

On a donc convergence si et seulement si−1 < r 6 1, c’est-à-dire si

−1 <
1

λ −1
et

1
λ −1

6 1 (7)

Deux cas se présentent :

si λ −1> 0, on peut multiplier ces deux inégalités parλ −1 sans changer leur orientation et (7)
devient «−λ +1 < 1 et 16 λ −1 » ou encore « 0< λ et λ > 2 », i.e., «λ > 2 » ;

si λ −1 < 0, on change l’orientation des inégalités en les multipliant parλ −1 ce qui fait que
(7) devient «−λ +1 > 1 et 1> λ −1 » ou encore «λ < 0 etλ 6 2 », i.e., «λ < 0 ».

En rassemblant ces résultats, on trouve, que la condition nécessaire et suffisante de convergence (7)
se réduit à

λ ∈ ]−∞,0[∪ [2,+∞[

De plus,

si−1 < r < 1, c’es-à-dire siλ ∈ ]−∞,0[∪ ]2,+∞[, xn → 0 ;

si r = 1 c’est-à-dire siλ = 2, xn → 1.
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