Analyse mathématique |

Examen (14 aolt 2003)

Question 1. Plagons nous dans le plan cagienR? muni de la norme, notee|-|,. Soit xe R2.
Montrez que
(Ve >0, [X2 <€) =x=0.

Détaillez toutes legtapes de votre raisonnement.

Procdons par I'absurde et supposons gee0A Ve > 0, [X|2 < €. Puisquex# 0, on a|x|, > 0 et
donc, en prenard = |X|2, on obtientx|> < |X|2 ce qui est absurde.

Question 2. Consicerons I'eéquation diférentielle suivante :
O2v+4v =t%e ' +sin(2t).

Calculez en toutes les solutions.

(@) SOLUTION GENERALE DE L' EQUATION HOMOGENE p(d)u= 0.
L’ equation crit sous la formegp(d)u = 0 avecp(1) = A% + 4. Les racines du polyime ca-
racéristiquep sontA. = +2i. Par conéquent, la solution@rérale (complexe) est doéa par

Uy (t) = CleZ“ -|-C28_2it ouCy,C e C.

(b) SOLUTION PARTICULIERE DE L' EQUATION p(d)u =t%et,

Comme—1 n’est pas une racine du polyme caradristique, lequation possde une solution
particuliere de la forme :
ui(t) = (A+Bt+Ctd)e

En remplaganti paru; dansp(d)u = t2e™t, on trouve

A=—2/125
B=4/25
C=1/5

En conclusion,
ur(t) = (—i+ﬂ+t—2>et
W=\"125"25"5/" -
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(C) SOLUTION PATICULIERE DE L' EQUATION p(d)u= sin(2t).

Les coefficients de étant éels, il suffit de calculer une solution parti@n u,c de I'équation
p(d)u= €’ et d’en prendre la partie imaginaire. Cette fois ci, il faut faire attention au fait que
2i est une racine de multipli@ 1l du polydme caradristique. On sait donc qu’une solution
particuliere de la forme _

Upc(t) = Cte?'t

existe. En remplagantpar u,c dans lequationp(d)u = €'t, on obtient queic(t) = (—ti/4)e?.
En en prenant la partie imaginaire, on obtient la solution paréoaili

Up(t) = _Ztcos(Zt)

de I'équationp(d)u = sin(2t).

(d) SOLUTION GENERALE DE L' EQUATION NON-HOMOGENE.
Par le principe de superposition, la soluticgmgrale est

u(t) = un(t) +ug(t) + up(t)
4 t2

t \
+ _> —4c082)  ouCLCEC.

:C e2it C _2it = b
167 028 +< 125257 5

Question 3. Donnez le éveloppement de Taylor d’ordBeen x= 0 en termes de petd de la

fonction
—X

f(x) = Sin(le-f-x — 1).

Utilisez I'approximation Taylorienne ci-dessus pour calculer la limite :

_ f(x)+2x
lim ———
xZ.o Shx

(Rappel : par @finition,shx:= (e —e7%)/2.)

= On a vu au cours lessdeloppements de Taylor suivants :
2 (3
Xc X
e X=1—x+>=—"—+0o(>
>~ o)

T 1 x+X 30X,
1+x + +00<)

En les multipliant et en soustrayant 1, on obtient

—X 2 X3
1e+x—1: (1—x+%—€+o(x3)> (1—x+x2—x3+o(x3)) -1
2
= —2x+5%—¥+0(x3) 1)
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ol tous les termes edt, x°, X8, x-0(x3),... ontéte omis car ils sont tous de$x®) (et une somme de
o(x%) est uno(x%)). Par ailleurs, comme sjn=y —y*/6+ 0(y®) (vu au cours), on a en remplagant
ypar (1):

X 5x%  4x3

£(x) :sin<1e+x—1> = 24— — - +0(x)

= En soustrayant lesédeloppements de Taylor pout &t € * et en divisant par deux, on trouve

que
3

shx = x+ % +0(x3).
et donc skx?) = x? +0(x%). Par congquent

im TOO+2x 5x% — 33+ 0(x3) i 53— 3x+0(x) _5

= |] = —
<o Shé o X403 o 1+0(x) 2

Question 4. Soit f: R — R une fonction de class&™*. Considrons la fonctiony : R? — R :
(x,y) — €f(x%y). Montrez que

XY + 2y dyy =Xk . (2)
Détaillez lesttapes de vos calculs.

Commencons par calculer legril/ees partielles dg en fonction ded f en utilisant la egle de
dérivation de produits et de fonctions compes :

Ay (%y) = ox(€) F(XCy) + € 9 f (x°y) x(xX°Y)
= &F (x%y) 4+ €9 f (x%y)2xy (3)

dyy(x,y) = €9 F(Xy)a(x%y) = € f (Cy)x* 4
En utilisant le€gali€s (3)—(4) dans (2), on trouve :

Xy + 2y dyy = €' (x%y) + 2y 9 f (x%y)x?
= x(€1 ) + €01 (Cy)2xy) = x34r(x,Y)

ce qui montre que (2) est biekrfiee.
Question 5.

(a) Donnez la éfinition ene, 6 de « la fonction f: R — R est continue au point a.
Ve >0, 36 >0, Vxe Domf, |x—a<8=|f(x)—f(a)|<e.

Pour le reste de cette question, on cosedf: R — R : X +— |X].
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(b) Montrez,a partir de la cEfinition ci-dessus, que f est continue en tout poiriRde
Soienta € R ete > 0. Montrons qued = ¢ convient. Soik € R tel que|x—a| < 6. On a

X —al| <|x—a <6 =e.
Ceci conclut la preuve de la contingiilef en un pointa arbitraire.

(c) En quels points & R la fonction f est-elle drivable ? Justifiez aussi bien vosponses
positives que @&gatives.
Rappelons qué est cerivable ema € R si et seulement si

i 10—

xZsa X—a

existe.

et dans ce cag),f(a) vaut la valeur de cette limite.

= Sia> 0,il existe un voisinag¥, dea (par exempl&/; = |a/2,3a/2|) tel quevx € V,, x >
0. Par consquent

. f(x)—f(a . Ixl—1a . X—a
jm 10 =1@ _ Xl X2y
P X—a XoR X—a WFogX—a

et doncf est cerivable era.

» Sia < 0,il existe un voisinag¥, dea (par exempl&/; = |3a/2,a/2|) tel quevx € V,, x <
0. Par consquent

f(x)—f(a) _im x| — 4 _ i XA

lim lim -1
— — — N
xla X—Aa xev, X—a xloa XA

et doncf est cerivable era.
= Sia=0,les limitesa gauche e droite difierent :

lim M: lim _—X:—l#l: lim )_(: lim f(X)—f(a)
x=a X~ x=a x>aX xZa X—a

et doncf n'est pas érivable en 0.
En conclusion, la fonctior — |x| est cerivable suiR \ {0}.

(d) Entout pointac R ou f est crivable, donnez la valeur def (a).
En vertu des calculs ci-dessus, on a

2f(a) = -1 sia<O
]1  sia>0

(e) La fonction eriveed f : Dom(d f) — R est-elle continue ? Justifiez.

Oui. Sia> 0, limy_,df(x) =1=4df(a) et, sia< 0, lim_,df(X) = -1=4df(a) (les
justificationsa I'aide des voisinages sont le&mes que ci-dessus). Ceci montre la contéuit
dedf entoutac R\ {0} = Dom(df).
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Question 6. Pour quelles valeurs de@]0,+] la série

[oe]

Zon al
n=

converge-t-elle ? Btaillez votre raisonnement.
Posonst, = nd", le terme @réral de cetteé&rie. On a

Xn41  (n+1)@"  n+1

Xn na" n e

On en @duit que
» Sia< 1, la €rie converge par le céte de d’Alembert;

» Sia> 1, la €rie diverge par le ciétre de d’Alembert;

» Sia=1, la suite devien},_yn qui diverge car le termeé&yéral ne tend pas ver&m.

Question 7.

(@) Donnez la éfinition de x > +.
VpeR, dnpe N, Vn>ng, Xn=p.

(b) Dans cette partigXn)nen €t (Yn)nen SONt deux suites arbitraires de nombré=els telles
que % +—«* + et yh ——> +. Pour chacune des propositions suivantes, cochez la case
adéquate.

Vrai: [0 Faux:[ ]  Xn+Yn =5 +0o.
Vrai:[ ] Faux:[O Xn+Yn —— 0.

n—oo
Vrai:[ | Faux:[O] (Xn + Yn)nen peut converger ver® pour un choix aéquat des
suites(Xn)nen €t (Yn)nen-
Vrai:[ | Faux:[O Xn—Yn e T
Vrai:[ | Faux:[O Xn — Yn —— TT.

n—oo
Vrai: [0 Faux:[ | (Xn — Yn)nen Peut converger vers ureel ac R arbitraire pour un
choix acequat des suitel )nen et (Yn)nen-

Donnez un court argument — difeént de« vu au courss — pour chacune des propositions
dont vous affirmez laéracité.

5/7



Analyse mathématique |

Examen (14 ao(it 2003)

| ] Xn+yn —_— +00

Nn—oo

On doit prouver

VpeR,InpeN, Vn>ng, Xn+Yn=p (5)

sous les hypottses
Vp1eR, dn1eN, Vn>n;, Xp=p1 (6)
Vo2 € R, dn e N, VN> np, yn = p2 (7

Soit p € R. Par (6) et (7) avec respectivemgnt= p/2 etp, = p/2, on sait qu’il existe deux
entiersn; etn, tels que

vn>n;, X >=p/2 et Ynxm, y,>p/2
Prenonsy = max{ni,nz}. On a bien quén > ng, Xn+Yn = p/2+p/2=0p.

= (Xn — Yn)nen PeuUt converger vers uréel ac R arbitraire pour un choix aéquat des suites
(Xn)neN €t (Yn)nen-

Soita € R. Prenon, = n+aety, = n. On prouve aiement que, — +, Y — +0 etX, —Yyn =
a— a.

Question 8. Rappelons que, paréfinition, un ensemble & RN est apped convexesi, pour
tout xy € A et toutd € [0,1],
AX+(1-A)yeA
(a) Pour xy fixes, que repgsente 'ensemblAx+ (1—2)y: A € [0,1]} ? Justifiez.
C’est le segment de droite joignant les deux poisy. En effet, on peuécrireAx+ (1 —
A)y commey+ A (X—Y) ce qui montre bien qu’on part du pon{(A = 0) et qu’on y ajoute
une fraction du vectewr—y jusqua arriver erx (enA = 1).
(b) Si||-|| est une norme suRN, montrez qués. (0,1) est un ensemble convexe.

Soientx,y € B|(0,1), c’esta-dire quel|x|| < 1 et]ly|| < 1. Soit € [0,1]. Montrons que
AX+(1—-2A)y € B|(0,1). Cela Esulte du calcul suivant qui exploite les prdétes d’ho-
mogereite et de sous-additidtd’'une norme :

[AX+ (1 =2)y[| <[[AX]| +[[(1=A)y[| = [A[[IX][ + 1= Al[ly] <A+ (1-2) =1.
(c) Le cercle S= {(x,y) € R?:x>+y? =1} est-il convexe ? Justifiez.

Non. On peut en effet prendre les deux points opp0$,0) € Set(—1,0) € Set le milieu
du segment qu'ils @limitent n’appartient pas au cerclg(1,0) + 3(—1,0) = (0,0) ¢ S

6/7



Analyse mathématique |

Examen (14 ao(it 2003)

Question 9. Soient AB C RN,

(a) Définissez A est un ensemble feém.
VX* S RN, V(Xn)n€| g A, Xpn — X* = X>1< € A.

(b) Définissez B est un ensemblé&gquentiellement compast
V(Xn) g B’ El(xnk) g (Xn), Elb € B, Xnk k~>—00> b

(c) Soit D une droite d&?.
s Compéktez I'affirmation suivante :

D = {(x,y) € R?:ax+by+c=0} pour certains ab,c € R
tels que aZ£ 0ou b# 0.

= D est-il un ensemble fe@? Justifiez.
Oui. Soientx* = (x},X5) € R? et (Xn) = ((Xn,1,%n,2)) C D tels quex, — x*. Il faut prouver
quex* € D. L'appartenance d&, a D signifie queax, 1 + bx,»>+c = 0. Comme cette
égalié est vraie pour tout et quexn 1 — Xj €txn2 — X5, on trouvea la limite queaxj +
bx5 +c = 0 ce qui montre qug* € D comme @sit.

» D est-il un ensembleegjuentiellement compact ? Justifiez.

Non car une droite n’est pas bé&m(vu que par exemple la suite de pointsn(—b, —a) €
D, ouv e D, nest pas boree) et on sait que tout ensembézaentiellement compact est
borré.

(d) SiA est ferra et B est compact, montrez que-B:= {zc RN:Ixc A, Iy B, z=x+y}
est ferng.

Soitze RN et (z0) € A+ B tels quez, — z Il faut montrer quez € A+ B. Puisquez, €

A -+ B, on peutécrire z, = X + Yn pour certainss, € A ety, € B. Or B est compact, donc
séquentiellement compact, ce qui implique qu'il existe une sous-gyit¢ de (yn) et un
b € B tels queyn, o b. Par conéquent,

xnk:znk—ynle—oo>z—b€A

ou I'appartenanceé A résulte du fait quéA est ferné. On peut donécrirez= (z—b) +b
avecz—b e Aetb € B ce qui montre que € A+ B.

(e) Afin d'établir que la simple fermeture de A et B n’est pas suffisante dans (d), prouvez que
(0,0) e adhA+B) et(0,0) ¢ A+B ol A:={(x,1/x) : x> 0} et B:= {(x,—1/x) : x> 0}.

m (0,0) € adn(A+B). Posonx,=(1/n,n) € Aetyn=(1/n,—n) € B.Onax,+Yyn € A+B
etX,+Yn = (2/n,0) —> (0,0).

= (0,0) ¢ A+B. Supposons au contraire qU&0) € A+ B, c’esta-dire qu'il existex > 0
ety > 0tels qug0,0) = (x,1/x)+(y,1/y) = (x+V,1/x+1/y). En regardant les pregtes
composantes, on aboudita contradiction 6= x+y > 0.
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