Analyse mathématique | Nom:: .

Examen (9 septembre 2003) Section:

—

Commencez pagécrire en lettresnajuscules/otre NOM, PRENOM et SECTION surtoutesles
feuilles.

Veuillez lire attentivement ces quelques consignes et conseils.

= Lesexplicationssont aussi (voire plus) importantes que lesuitats. Soignez donc la ma-
niere dont vous vous exprimez ; ne pensez pas que les correcteurs pelbeorrther les
trous» parce qu’ils connaissent le cours. Les explications concises et pertinentes sont les
plus appeciées ! Allez droit au but!

» Ne confondez pas leedactionde vos eponses avec celle de vos brouillons'!

= La grandeur des espaces léisapes les questions vous donne undication sur la lon-
gueur desé@&ponses attendue.

= N'employezpasle dos de la feuille d’'unautre questiorpour finir votre Eponse !

Question 1. Pour quelles valeurs dec R la serie

g ar® +2
&P+ v/

converge-t-elle ? Btaillez votre raisonnement.
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Question 2.  Plagons nous dans le plan é@sienR? muni de la norme 2, née|-|,. Les proposi-
tions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez par une preuve ou un contre-exemple.

(@) VX, yeR?, (Ve>0, [x—y]p<e) =>x=Y

(b) VX,yeR? Ve >0, (x—y]2<&=>x=Y)
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Question 3. Donnez le éveloppement de Taylor d'ordre 3 &a= 0 en termes de petit de la

fonction
1

f(x) = —.
) 1-—sinx
Utilisez I'approximation Taylorienne ci-dessus pour calculer la limite :
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Question 3 (suite). Poursuivez votregponse sur cette page &aessaire.
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Question 4. Consicrons lequation diférentielle suivante :
d2u— du—2u=ch(t).

Calculez en toutes les solutions. (Rappel : gefindtion, cht .= (¢ +e71)/2.)
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Question 4 (suite). Poursuivez votregponse sur cette page.
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Question 5.  On consi@re I'équation diférentielle
dPu—c?o2u=0 (1)

ol u:R? — R:(t,x) — u(t,x) est une fonction de clas$& etc € R. Soientf,g: R — R deux
fonctions quelconques de clasgd. Montrez que

u(t,x) := f(ct—x) +g(ct+x)

satisfait (1).
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Question 6.

= Donnez la éfinition de« la suite(X,)ney CONverge vera € R ».

= Supposons que la suif&, )y converge vers € R. Prouveza partir de la cefinition que vous
avez donée au point pecedent quex? — a’.

8/13



Analyse mathématique | Nom :

Examen (9 septembre 2003) Prénom :

—_

Question 7. Consiceronsf : R? — R3 etg: R® — R deux fonctions de classg! telles que

V(xy) e R?,  f(xy) = (e?‘f sin(x-+y),xIn(y? + 1))

919(0,1,0) = —2, 9,0(0,1,0) = 3, agg(o, 1,0) = 5,
219(0,0,1) =3, 9,9(0,0,1) =2, ag(0,0,1) = 1.

Calculez la diferentielle totale)(go f)(0,0).
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Question 8.

= Définissez A C RN est un ensemble fer@.

= Consicerons la fonctionf : R — R : t — cost. Montrez,a partir de la éfinition ci-dessus, que
I'image def est fernee.

= Est-il vrai en g¢réral que I'image d’une fonction continue: R — R est fernée ? Donnez un
court argument ou un contre-exemple.
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Question 9. Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la c&spiaie selon que vous
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez par un bref argument ou un contre-exemple. Les
résultats du cours utiles doivengtre clairement identis.

Vrai:[ | Faux: | Siune suite converge vers son seimum, alors elle est croissante.

Vrai:[ ] Faux: ] Siune suite est bo&e, alors tous sédéments sont 0.

Vrai:[ ] Faux: ] Siunensemble estcompact, alors son c@&mantaire ne I'est pas.
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Question 9 (suite).
Vrai:[ ] Faux: | De toute suite boree, on peut extraire une sous-suite convergente.

Vrai:[ | Faux: ] Latangente au graphe d'une fonctibnR — R : x— f(x) enx=0 a pour
équationy = d f(0)x.

Vrai:[ ] Faux: ] 0-(40) =0 car quelles que soient les suites @els(Xn)nen €t (Yn)nen
telles quex, — 0 ety, — +o, on axpy, — O.

Vrai:[ ] Faux:[ ] Si(Xn)nen €t(Yn)nen SONt deux suites de&els convergeant verseo, alors
la suite(xn/yn) peut converger vers n’importe quélal > 0 (selon le choix

de (xn) et (yn)).
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Question 10. Soitl C R unintervalle éventuellement non boe)deR et f : | — R une fonction.
» Définissex f est strictement croissante dus.

= Lorsquef est cerivable sur int, énoncez une condition sarf qui assure la stricte croissance
def.

» Prouvez que, sf est strictement croissante dualorsf pos®de au plus une racine dans

= Montrez que la fonctiorf : [0,+o[ — R : X +— €+ x— 4 pos&de une unique racine &illez
votre raisonnement.
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