
Analyse mathématique I
Examen (9 septembre 2003)

Nom :

Prénom :

Section :

Commencez paŕecrire en lettresmajusculesvotre NOM, PRÉNOM et SECTION sur toutesles
feuilles.

Veuillez lire attentivement ces quelques consignes et conseils.

Lesexplicationssont aussi (voire plus) importantes que les résultats. Soignez donc la ma-
nière dont vous vous exprimez ; ne pensez pas que les correcteurs peuvent« boucher les
trous» parce qu’ils connaissent le cours. Les explications concises et pertinentes sont les
plus appŕecíees ! Allez droit au but !

Ne confondez pas larédactionde vos ŕeponses avec celle de vos brouillons !

La grandeur des espaces laissés apr̀es les questions vous donne uneindication sur la lon-
gueur des ŕeponses attendue.

N’employezpasle dos de la feuille d’uneautre questionpour finir votre ŕeponse !

Question 1. Pour quelles valeurs dea∈ R la śerie

∞

∑
n=1

an2 +2
n2 +

√
n

converge-t-elle ? D́etaillez votre raisonnement.
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Question 2. Plaçons nous dans le plan cartésienR2 muni de la norme 2, notée|·|2. Les proposi-
tions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez par une preuve ou un contre-exemple.

(a) ∀x,y∈ R2,
(
∀ε > 0, |x−y|2 < ε

)
⇒ x = y

(b) ∀x,y∈ R2, ∀ε > 0,
(
|x−y|2 < ε ⇒ x = y

)
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Question 3. Donnez le d́eveloppement de Taylor d’ordre 3 enx = 0 en termes de petito de la
fonction

f (x) :=
1

1−sinx
.

Utilisez l’approximation Taylorienne ci-dessus pour calculer la limite :

lim
x
6=−→0

f (x)−x−1
ecosx−1−1

.
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Examen (9 septembre 2003)

Nom :

Prénom :

Section :

Question 3 (suite). Poursuivez votre ŕeponse sur cette page si nécessaire.
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Question 4. Consid́erons l’́equation diff́erentielle suivante :

∂
2
t u−∂tu−2u = ch(t).

Calculez en toutes les solutions. (Rappel : par définition, cht := (et +e−t)/2.)
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Question 4 (suite). Poursuivez votre ŕeponse sur cette page.
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Question 5. On consid̀ere l’équation diff́erentielle

∂
2
t u−c2

∂
2
x u = 0 (1)

où u : R2 → R : (t,x) 7→ u(t,x) est une fonction de classeC 2 et c∈ R. Soient f ,g : R → R deux
fonctions quelconques de classeC 2. Montrez que

u(t,x) := f (ct−x)+g(ct+x)

satisfait (1).
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Question 6.
Donnez la d́efinition de« la suite(xn)n∈N converge versa∈ R ».

Supposons que la suite(xn)n∈N converge versa∈R. Prouvez,̀a partir de la d́efinition que vous
avez donńee au point pŕećedent, quex2

n → a2.
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Question 7. Consid́eronsf : R2 → R3 etg : R3 → R deux fonctions de classeC 1 telles que

∀(x,y) ∈ R2, f (x,y) =
(
exy2

,sin(x+y),xln(y2 +1)
)

∂1g(1,0,0) = 4, ∂2g(1,0,0) = 6, ∂3g(1,0,0) = 9,

∂1g(0,1,0) =−2, ∂2g(0,1,0) =−3, ∂3g(0,1,0) = 5,

∂1g(0,0,1) = 3, ∂2g(0,0,1) = 2, ∂3g(0,0,1) = 1.

Calculez la diff́erentielle totale∂ (g◦ f )(0,0).
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Question 8.
Définissez« A⊆ RN est un ensemble ferḿe».

Consid́erons la fonctionf : R→ R : t 7→ cost. Montrez,à partir de la d́efinition ci-dessus, que
l’image de f est ferḿee.

Est-il vrai en ǵeńeral que l’image d’une fonction continuef : R → R est ferḿee ? Donnez un
court argument ou un contre-exemple.
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Question 9. Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la case adéquate selon que vous
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez par un bref argument ou un contre-exemple. Les
résultats du cours utilisés doivent̂etre clairement identifíes.

Vrai : Faux : Si une suite converge vers son suprémum, alors elle est croissante.

Vrai : Faux : Si une suite est bornée, alors tous seśeléments sont> 0.

Vrai : Faux : Si un ensemble est compact, alors son complémentaire ne l’est pas.
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Question 9 (suite).

Vrai : Faux : De toute suite borńee, on peut extraire une sous-suite convergente.

Vrai : Faux : La tangente au graphe d’une fonctionf : R→R : x 7→ f (x) enx= 0 a pour
équationy = ∂ f (0)x.

Vrai : Faux : 0 · (+∞) = 0 car quelles que soient les suites de réels(xn)n∈N et (yn)n∈N
telles quexn → 0 etyn →+∞, on axnyn → 0.

Vrai : Faux : Si (xn)n∈N et (yn)n∈N sont deux suites de réels convergeant vers+∞, alors
la suite(xn/yn) peut converger vers n’importe quel réel> 0 (selon le choix
de(xn) et (yn)).

12/13



Analyse mathématique I
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Question 10. SoitI ⊆R un intervalle (́eventuellement non borné) deR et f : I →R une fonction.
Définissez« f est strictement croissante surI ».

Lorsque f est d́erivable sur intI , énoncez une condition sur∂ f qui assure la stricte croissance
de f .

Prouvez que, sif est strictement croissante surI , alors f poss̀ede au plus une racine dansI .

Montrez que la fonctionf : [0,+∞[→ R : x 7→ ex +x−4 poss̀ede une unique racine. Détaillez
votre raisonnement.
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