
Analyse mathématique I
Examen (16 janvier 2004) Correction

Question 1. Définissez

La suite(xn)n∈N ⊆ R ne converge pas vers−∞ ;

C’est la ńegation de∀R∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, xn 6 R, c’est-̀a-dire∃R∈ R, ∀n0 ∈ N, ∃n >
n0, xn > R.

L’ensemble A⊆ R est borńe ;

∃R∈ R, ∀x∈ A, |x|6 Rou, de manìereéquivalente,∃R∈ R, A⊆ B[x,R].

a∈ R est l’infimum de A⊆ R ;{
a est un minorant deA, c’est-̀a-dire∀x∈ A, a 6 x

a est plus grand que tout autre minorant :∀a′ ∈ R, (∀x∈ A, a′ 6 x)⇒ a′ 6 a

B‖·‖(x, r) où x∈ RN et r∈ R+ ;

B‖·‖(x, r) = {y∈ RN : ‖y−x‖< r}.

R est complet.

Toute suitede CauchydansR converge (dansR).

Question 2.

(a) Définissez« la suite(xn)n∈N converge vers+∞ ».

∀R∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, xn > R (1)

(b) En utilisant la d́efinition donńee en (a), montrez que n4 −−−→n→∞ +∞. (Nous ne voulons pas le
brouillon mais seulement la rédaction finale.)

SoitR∈ R. Prenonsn0 =
⌈

4
√
|R|

⌉
où dρe désigne le plus petit entier> ρ. Remarquons que,

puisque|R| > 0, 4
√
|R| existe etn0 ∈ N. Soit n > n0. Vu quen0 > 4

√
|R| et queρ 7→ ρ4 est

une fonction croissante pourρ > 0, on an4
0 > |R|> R. Par conśequentn4 > n4

0 > R comme
désiŕe.

(c) Montrez que la d́efinition donńee en (a) est́equivalentèa

∀R′ > 0, ∃n′0 ∈ N, ∀n > n′0, xn > R′/2. (2)

(1)⇒ (2) SoitR′ > 0. En vertu de (1) avecR= R′, on obtient l’existence d’unn0 ∈ N tel
que

∀n > n0, xn > R.

Posonsn′0 := n0. Si n > n′0, on a en particulier quen > n0 et donc quexn > R= R′ > R′/2
(où la dernìere ińegalit́e utilise le fait queR′ > 0). Ceci montre que (2) est vérifié sous l’hy-
poth̀ese (1).
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(2)⇒ (1) On suppose maintenant (2) et on va prouver (1). SoitR∈ R. Par (2) avecR′ =
2|R|+1 (qui est> 0), on a l’existence d’unn′0 ∈ N tel que

∀n > n′0, xn > R′/2

Posonsn0 := n′0 +1. Sin > n0, on a quen > n′0 +1 > n′0 et donc que

xn >
R′

2
=

2|R|+1
2

> |R|> R.

Ceci finit la preuve du fait que (1) est vérifié.

Question 3. Étudiez la convergence des suites suivantes. Détaillez votre raisonnement.Énoncez
clairement les ŕesultats que vous utilisez.

(a) xn =
n−1

3n(n+2)

(b) yn =
(n−1

2−n

)3

(c) zn =
(sinn)n2

(n+1)4

(d) un =
n− (−1)n

n+(−2)n

(e) tn =
(−1)n+1n+1

n−2

(f) sn =
4n+1

(n−1)!

(a) On axn =
1
3n

n−1
n+2

. Or, limn→∞ 1/3n = 0 par la propríet́e : an → 0 ssi|a|< 1. Ici, a = 1/3.

D’autre part,

lim
n→∞

n−1
n+2

= lim
n→∞

1−1/n
1+2/n

= 1

car 1/n−−−→n→∞ 0. Comme chaque limite existe, on obtient

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1
3n · lim

n→∞

n−1
n+2

= 0·1 = 0.

(b) On ayn =
(1−1/n)3

(2/n−1)3 . Or, lim
n→∞

(
1− 1

n

)3 = 1 et lim
n→∞

(2
n
−1

)3 =−1 car 1/n−−−→n→∞ 0. Comme

chaque limite existe et que celle du dénominateur est non nulle, on obtient

lim
n→∞

yn =
limn→∞(1−1/n)3

limn→∞(2/n−1)3 =
1
−1

=−1.

(c) On a|zn|6
n2

(n+1)4 car|sinn|6 1. Or,

lim
n→∞

n2

(n+1)4 = lim
n→∞

1
n2(1+1/n)4 = 0.

Par la convergence dominée, on d́eduit que limn→∞ zn = 0.
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(d) Si n est pair, on aun =
n−1
n+2n =

1−1/n
1+2n/n

et limn→∞ u2n = 0.

Si n est impair, on aun =
n+1
n−2n =

1+1/n
1−2n/n

et limn→∞ u2n+1 = 0.

PuisqueN = 2N∪ (2N + 1) et que les deux sous-suites(un)n∈2N et (un)n∈2N+1 convergent
toutes deux vers 0, on déduit que limn→∞ un = 0

(e) Si n est pair, on atn =
−n+1
n−2

et limn→∞ t2n =−1.

Si n est impair, on atn =
n+1
n−2

et limn→∞ t2n+1 = 1.

Ainsi, les deux sous-suites(un)n∈2N et (un)n∈2N+1 convergent respectivement vers−1 et 1.
Donc la suite ne converge pas.

(f) On asn = 42

n−1 fois︷ ︸︸ ︷
4· · ·4

(n−1)!
= 42 4·4·4·4·4· · ·4

1·2·3·4·5· · ·(n−1)
Donc, comme toutes les fractions4

5, . . . ,

4
n−2 sont6 1, on a

|sn|6 42 43

3!
4

n−1
−−−→n→∞ 0.

Par la convergence dominée, limsn = 0.

Question 4. Montrez que les deux affirmations suivantesà propos d’un ensemble A⊆ R sont
équivalentes.

∀R∈ R, ∃x∈ A, x > R (3)

∃(xn)n∈N ⊆ A, xn →+∞ (4)

(3)⇒ (4) Soitn∈ N. En utilisant (3) avecR= n, on trouve unx, qu’on va noterxn pour mettre
enévidence sa d́ependance enn, tel que

xn ∈ A et xn > n.

Commen est arbitraire, on a donc une suite(xn)n∈N ⊆ A. L’in égalit́e xn > n étant vraie pour tout
n, le th́eor̀eme de convergence dominée implique quexn →+∞.

(4) ⇒ (3) Soit R∈ R. En utilisant la d́efinition dexn → +∞ avec ceR (voir formule (1)), on
trouve qu’il existe unn0 ∈ N tel que∀n > n0, xn > R. Posonsx := xn0. On a bien quex = xn0 > R
ce qui termine la preuve.
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Question 5. Les ensembles suivants admettent-ils un maximum, un minimum, un suprémum, un
infimum ? Donnez la valeur des quantités qui existent.

A =
{

sin
( 1

n+1
+π

)
: n∈ N

}
, B =

{
4− 6n

(n+2)!
: n∈ N

}
.

ENSEMBLE A. Remarquons que

∀n∈ N, π 6 π +
1

n+1
6 π +1 6

3π

2
(5)

la suite
(

π +
1

n+1

)
n∈N

est d́ecroissante. (6)

Puisque dans le troisième quadrant, c’est-à-dire dans[π,3π/2], la fonction sinus est d́ecroissante,
on d́eduit de (6) que la suite

(
sin(π +1/(n+1))

)
n∈N sera croissante.

Ainsi minA sera atteint pourn = 0. Donc minA = inf A = sin(π +1). D’autre part,

supA = lim
n→∞

sin
(

π +
1

n+1

)
= sin

(
π + lim

n→∞

1
n+1

)
(car la fonction sinus est continue)

= sinπ = 0.

maxA n’existe pas car 0= supA /∈ A.

ENSEMBLE B. Étudions la croissance de la suite(xn)n∈N définie parxn = 6n/(n+2)! :

xn 6 xn+1 ⇔ 6n

(n+2)!
6

6n+1

(n+3)!
⇔ 1 6

6
n+3

⇔ n+3 6 6 ⇔ n 6 3.

La suite(xn)n>4 est donc d́ecroissante. On en déduit que max{xn : n ∈ N} = sup{xn : n ∈ N}
est atteint pourn = 4 et vaut donc 64/6! = 9/5 et inf{xn : n ∈ N} = min

{
x0, limn→∞

6n

(n+2)!

}
=

min{1/2,0}= 0, d’où min{xn : n∈ N} n’existe pas vu quexn 6= 0 pour toutn.

En conclusion, supB = 4− inf{xn : n∈N}= 4−0 = 4 ; maxB n’existe pas car supB /∈ B ; inf B =
minB = 4−max{xn : n∈ N}= 4−9/5 = 11/5.

Question 6. Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la case adéquate selon que vous
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez par un bref argument ou un contre-exemple.Les
résultats du cours utilisés doivent̂etre clairement identifíes.

Vrai : Faux : ✔ Si une suite ne converge pas, alors aucune de ses sous-suites ne converge.

Par exemple, la suite(xn) =
(
(−1)n

)
ne converge pas (vu au cours) bien que la sous-suite des

éléments d’indices pairs(x2n)n∈N, qui n’est rien d’autre que la suite constante(1)n∈N, converge
vers 1.

Vrai : ✔ Faux : Tout ensemble deR poss̀ede un infimum dansR∪{+∞,−∞}.

C’est un th́eor̀eme vu au cours.
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Vrai : ✔ Faux : ∀x∈ A, ∀r > 0, B‖·‖(x, r)∩A 6= ∅, où A est une partie deR.

En effet, quelque soientx∈ A et r > 0, on ax∈ B‖·‖(x, r) — vu que‖x− x‖ = ‖0‖ = 0 < r. Par
conśequent

x∈ B‖·‖(x, r)∩A

ce qui implique que B‖·‖(x, r)∩A 6= ∅.

Vrai : Faux : ✔ Toute suite de rationnels converge dansR.

Par exemple, la suite
(
(−1)n

)
n∈N est compośee d’́eléments rationnels (1 et−1 appartiennent̀aQ)

et pourtant elle ne converge pas (vu au cours).

Vrai : ✔ Faux : Si une suite converge (au sens strict) alors elle est bornée inf́erieurement.

En effet, si une suite(xn)n∈I converge, elle est bornée (vu au cours), c’est-à-dire :∃R∈ R, ∀n∈
I , |xn| 6 R. Par conśequent on a aussi que∃R∈ R, ∀n ∈ I , xn > −R ce qui est́equivalentà la
définition de« (xn)n∈I est borńee inf́erieurement».

Question 7. Soit l’ensemble E= {a1,a2, . . . ,am} où m∈N\{0} et tous les ai sont des nombres
réels. Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la case adéquate selon que vous pensez
qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez.

Vrai : Faux : ✔ E est borńe inf́erieurement par a1.

Prenonsm = 2, a1 = 2 et a2 = 1. a1 = 2 n’est pas une borne inférieure deE = {2,1} vu que
2 66 a2 = 1.

Vrai : ✔ Faux : E est borńe.

En effet, il suffit de prendreR= max16i6m|ai | pour avoir∀x∈ E, |x|6 R.

Vrai : ✔ Faux : Il est possible quemaxE = a1.

Prenonsm= 1 eta1 = 1. On a bien max{1}= 1 = a1.

Vrai : ✔ Faux : minE existe toujours.

En comparant lesai deuxà deux, on peut d́eterminer lequel d’entre eux est le plus petit (on peut
mêmeécrire un algorithme pour cette tâche).

Vrai : Faux : ✔ Si (xn)n∈N ⊆ E, alors(xn)n∈N converge.

Prenonsm = 2, a1 = −1 et a2 = 1. On a bien que la suite
(
(−1)n

)
n∈N ⊆ {−1,1} et qu’elle ne

converge pas.
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Question 8. Étudiez en fonction deλ ∈ R la convergence de la suite(xn)n∈N définie par xn =( 1
λ 3

)n
. Plus pŕeciśement, dites pour quelle(s) valeur(s) deλ la suite converge et précisez sa

limite.

On a vu en exercices que :

Soitc∈R. La suite(cn)n∈N converge si et seulement si−1< c6 1. De plus, si|c|< 1,
cn → 0 et sic = 1, cn → 1.

Ici c = 1/λ 3. La suite(xn) convergera vers 0 si et seulement si|1/λ 3|< 1, c’est-̀a-dire

ssi |λ |3 > 1

ssi |λ |> 1

ssi λ ∈ ]−∞,−1[∪ ]1,+∞[

La suite(xn) convergera vers 1 si et seulement si 1/λ 3 = 1, c’est-̀a-dire si et seulement siλ = 1.

Question 9. Soit a∈ [0,1]. On d́efinit la suite(xn)n∈N ⊆ R par{
x0 = 0

xn+1 = xn− 1
2(x2

n−a)
(7)

(a) Montrez que, pour tout n∈ N, 0 6 xn 6
√

a 6 1. (Indication : mettez xn−
√

a enévidence.)

(b) À l’aide du point pŕećedent, prouvez que(xn)n∈N est une suite croissante.

(c) Concluez-en que la suite(xn)n∈N converge.

(d) Déterminez la limite de(xn)n∈N.

Justifiez toutes leśetapes de votre raisonnement.

(a) Vu que 06 a 6 1, on a
√

a 6 1. Montrons par ŕecurrence surn∈ N que 06 xn 6
√

a. Pour
n = 0, c’est évident car 06 x0 = 0 6

√
a. Supposons donc que 06 xn 6

√
a et d́eduisons en

0 6 xn+1 etxn+1 6
√

a. En remplaçantxn+1 en fonction dexn grâceà (7), il résulte que :

0 6 xn+1 ⇔ xn− 1
2(x2

n−a) > 0 (8)

xn+1 6
√

a ⇔ xn− 1
2(x2

n−a) 6
√

a (9)

Vu que 06 xn 6
√

a, on a eńelevant au carré quex2
n−a 6 0 et donc

xn+1 = xn− 1
2(x2

n−a) > xn > 0. (10)

D’autre part, (9) se ŕeécritxn−
√

a6 1
2(xn−

√
a)(xn+

√
a). Sixn =

√
a alors l’inégalit́e est v́erifiée.

Sinon, il faut montrer que 2> xn+
√

a (il faut faire attention qu’icixn−
√

a< 0 et donc diviser les
deux membres de l’ińegalit́e par cette quantité en change le sens). Orxn 6

√
a et par conśequent

xn +
√

a 6 2
√

a 6 2·1 = 2.
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(b) Ceci a d́ejà ét́e montŕe au point pŕećedent — cf. l’́equation (10).

(c) On a appris au cours qu’une suite croissante et majorée converge (vers le suprémum de ses
éléments). Le point (b) montre que(xn) est croissante et le point (a) qu’elle est majorée par

√
a.

La suite(xn) converge donc.

(d) Appelonsx∗ la limite de(xn). Bien évidemment,xn+1 → x∗ (pouvez-vous le prouver ?). Dès
lors, en passant̀a la limite sur (7), on trouve que

x∗ = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

(
xn− 1

2(x2
n−a)

)
= x∗− 1

2

(
(x∗)2−a

)
(la dernìereégalit́e ŕesulte des r̀egles de calcul concernant les limites de sommes et de produits).
Par conśequent,x∗ satisfait l’́equationx∗ = x∗− 1

2

(
(x∗)2− a

)
ce qui implique que(x∗)2 = a et

donc quex∗ =
√

a ou quex∗ =−
√

a. Mais comme 06 xn pour toutn, on a que 06 x∗ et donc que
x∗ =

√
a. (La racine−

√
a n’est acceptable que si elle vaut 0 mais alorsa = 0 et aussi

√
a = 0. Par

conśequent,−
√

a ne nous donne pas une racine qu’on n’avait pas déjà).

Question 10. Soit (xn)n∈N ⊆ R une suite convergente. Prouvez,à l’aide de la« définition en
ε,n », que la suite(xn+1−xn)n∈N converge vers0.

Soit ε > 0. Il faut trouvern0 ∈ N tel que∀n > n0, |xn+1− xn| 6 ε. Or on sait que(xn) converge,
disons versa, et donc que∀ε ′ > 0, ∃n′0, ∀n > n′0, |xn−a| 6 ε ′. En prenantε ′ = ε/2 dans cette
hypoth̀ese, on obtient unn′0 ∈ N tel que

∀n > n′0, |xn−a|6 ε
′ = ε/2. (11)

Posonsn0 := n′0. Soitn> n0. On a quen+1> n> n′0 et d̀es lors (11) implique que|xn+1−a|6 ε/2
et |xn−a|6 ε/2. Il en ŕesulte que

|xn+1−xn|6 |xn+1−a|+ |xn−a|6 ε/2+ ε/2 = ε

ce qui est ce que nous voulions démontrer.

Question 11.

Soit a,b∈ R (a 6= 1) et (xn)n∈N la suite d́efinie par{
x0 ∈ R,

xn+1 = axn +b
(12)

On d́efinit, pour tout n∈ N, yn := xn−c où c∈ R.

(a) Trouvez c tel que la suite(yn)n∈N soit ǵeoḿetrique.

(b) Exprimez yn explicitement en fonction de n.

(c) Exprimez xn explicitement en fonction de n.

(d) Pour quelles valeurs de a et b la suite(xn)n∈N converge-t-elle ? Quelle est alors sa limite ?
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(a) La suite(yn) est ǵeoḿetrique s’il existe une constanted∈R telle queyn+1 = dyn pour toutn∈
N. En remplaçantyn par sa d́efinition en fonction dexn, on trouve

xn+1−c = yn+1 = dyn = d(xn−c).

Or, en utilisant la d́efinition (12), l’équation pŕećedente devient :axn + b− c = dxn− dc. Une
condition suffisantepour que cettéequation soit satisfaite est d’égaler les coefficients dexn et
les termes ind́ependants. On obtient les deuxégalit́es :a = d et b− c = −dc, d’où on tire que
c= b/(1−a) (l’hypothèsea 6= 1 venant̀a priori de nulle part de l’́enonće vous simplifie la vie ici).

(b) Avec les choix faits ci-dessus, on ayn+1 = ayn. Un simple argument par récurrence (qui vous
est laisśe) montre que

∀n > 0, yn = any0.

Or y0 = x0−c = x0−b/(1−a). En conclusion, on a

∀n > 0, yn = an
(

x0−
b

1−a

)
. (13)

(c) Puisqueyn = xn−c, on axn = yn +c et (13) implique

xn = an
(

x0−
b

1−a

)
+

b
1−a

.

(d) Puisque, dans la formule (c), len n’apparâıt plus qu’en exposant dea, la question revient̀a
savoir quand(an) converge. Ceci áet́e vu au cours :(an) converge si et seulement sia∈ ]−1,1].
Or l’ énonće exclua = 1. Donc

(xn) converge ⇔ a∈ ]−1,1[ etb∈ R.

De plus, dans ce cas,an → 0 et on en d́eduit que

xn −−−→n→∞
b

1−a
.

REMARQUE : Si (xn) converge, disons versx∗, alors (12) implique quex∗ = ax∗+ b et donc que
x∗ = b/(1−a) (sous l’hypoth̀esea 6= 1).

QUESTION OUVERTE: Pouvez-vous compléter le ŕesultat ci-dessus en traitantégalement le cas
a = 1 ? (Il est attendu qui vous puissiez y arriver avec un peu de réflexion.)
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