
Analyse mathématique I
Examen (1ier juin 2004)

Nom :

Prénom :

Section :

Commencez paŕecrire en lettresmajusculesvotre NOM, PRÉNOM et SECTION sur toutesles
feuilles.

Si vous avez les pages 12–15, cela signifie que vous représentez l’examen de janvier. Au cas
où ce ne serait pas votre intention veuillez le signalerimmédiatement.

Veuillez lire attentivement ces quelques consignes et conseils.

Lesexplicationssont aussi (voire plus) importantes que les résultats. Soignez donc la ma-
nière dont vous vous exprimez ; ne pensez pas que les correcteurs peuvent« boucher les
trous» parce qu’ils connaissent le cours. Les explications concises et pertinentes sont les
plus appŕecíees ! Allez droit au but !

Ne confondez pas larédactionde vos ŕeponses avec celle de vos brouillons !

La grandeur des espaces laissés apr̀es les questions vous donne uneindication sur la lon-
gueur des ŕeponses attendue.

N’employezpasle dos de la feuille d’uneautre questionpour finir votre ŕeponse !

Question 1. Soit f : R ◦→ R : x 7→ f (x) une fonction d́erivable eta ∈ intDom f . Écrivez une
formule qui donne l’abscisse de l’intersection, appelons lab∈R, de la tangente au graphe def au
point (a, f (a)) avec l’axe desx. Détaillez votre raisonnement.
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Question 2. Soit la suite(xn)n∈N définie parx0 ∈ R

xn+1 =
1

a−π
xn

où a 6= π.

(a) Existe-t-il une ou des valeurs dea pour lesquelles la suite(xn)n∈N converge vers 0 ? Si oui,
donnez-les toutes. Expliquez votre démarche.

(b) Même question avecπ au lieu de 0.
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Question 3. Soit l’équation diff́erentielle

∂tv = λv où λ ∈ R.

(a) Donnez toutes les solutions réelles de cettéequation en fonction du paramètreλ . Expliquez
la méthode de ŕesolution que vous utilisez.

(b) Pour quelle(s) valeur(s) deλ l’ équation admet-elle des solutions non-nulles qui tendent
vers 0 lorsquet →+∞ ? Justifiez votre ŕeponse.
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Question 4. Soit l’équation diff́erentielle

∂
2
t u+u = et +2sint

Donnez toutes les solutions réelles de cettéequation.
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Question 4 (suite). Poursuivez votre ŕeponse sur cette page.
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Question 5. Donnez le d́eveloppement de Taylor d’ordre 3 enx = 0 en termes de petito de la
fonction

f : R ◦→ R : x 7→ e2x

1+sinx

Utilisez l’approximation ci-dessus pour calculer la limite suivante :

lim
x
6=−→0

f (x)−x−1
ln(1+x)+cos(3x)−x−1

Pour rappel, on a vu les développements en série suivants :

ex =
∞

∑
i=0

1
i!

xi sinx =
∞

∑
i=0

(−1)i

(2i +1)!
x2i+1 cosx =

∞

∑
i=0

(−1)i

2i!
x2i 1

1−x
=

∞

∑
i=0

xi
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Question 5 (suite). Poursuivez votre ŕeponse sur cette page.
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Question 6.

(a) Définissez« la fonction f : R2 ◦→ R est continue en(x0,y0) ∈ Dom f » en termes de suites
et en« ε,δ ».

Soit la fonctionf : R2 → R : (x,y) 7→ y.

(b) Montrez quef est continue entout point (x0,y0) ∈ R2 en pŕecisant quelle d́efinition vous
utilisez parmi les deux données en (a).

(c) Soienta,b∈R2 tels quea= (a1,a2) aveca2 > 0 etb= (b1,b2) avecb2 < 0. Consid́erons un
chemin continuγ : [0,1]→ R2 tel queγ(0) = a et γ(1) = b. Montrez qu’il existe (au moins)
un ξ ∈ [0,1] tel queγ(ξ ) appartient̀a la droite d’́equationy = 0.
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Question 6 (suite). Poursuivez votre ŕeponse sur cette page.
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Question 7. Soit f : R→ R la fonction d́efinie par

f (x) = 1+
(
u(x,x2)

)3 +sinu(ex,x+2)

où u : R2 → R : (p,q) 7→ u(p,q) est une certaine fonction différentiable sur laquelle on a les
informations suivantes :

u(0,0) = 2 ∂pu(0,0) = 1
4 ∂qu(0,0) = 1

8

u(1,2) = π ∂pu(1,2) = 5 ∂qu(1,2) =−7

u(e,2) =−π ∂pu(e,2) = 7 ∂qu(e,2) =−5

Calculez la d́erivée def enx = 0. La ŕeponse finale doit̂etre nuḿerique mais il est bien entendu
nécessaire d’expliquer les différenteśetapes de calcul.
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Question 8. On consid̀ere la śerie

∞

∑
k=0

ak où a∈ R.

(a) Pour quelsa cette śerie converge-t-elle ?

(b) Pour chacun desa pour lequels vous affirmez la convergence, veuillez donner la valeur de
∑∞

k=0ak (en fonction dea).

Pour ceux qui ne représentent pas la partie de janvier, l’examen se termine ici.
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La suite concerne uniquement ceux qui représentent l’examen de janvier.

Question 9. Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la case adéquate selon que vous
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez par un bref argument ou un contre-exemple.Les
résultats du cours utiliśes doivent̂etre clairement identifíes.

Vrai : Faux : L’ensemble∅ està la fois ouvert et ferḿe.

Vrai : Faux : Si une suite(xn)n∈N ⊆ R est d́ecroissante, alorsxn → x∗ pour un certain
x∗ ∈ R.

Vrai : Faux : Quelles que soient les suites(xn)n∈N ⊆ R et (yn)n∈N ⊆ R, on a

lim
n→∞

(xn +yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn

Vrai : Faux : Soit f : R → R une fonction continue,x0 ∈ R et (xn)n∈N la suite d́efinie
par la ŕecurrencexn+1 = f (xn), n ∈ N. Si (xn)n∈N converge versx∗, alors
f (x∗) = x∗.

Vrai : Faux : Toute suite de Cauchy dansR converge au sens strict.
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Question 10. Étudiez la convergence des suites suivantes. Détaillez votre raisonnement.Énon-
cez clairement les résultats que vous utilisez.

(a) xn =
(−1)nn+2

(−1)n+2n+3
(b) yn =

sinn3

n3
(c) zn =

(−8)n

(n+2)!
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Question 11.
SoitA⊆ R eta∈ R. Définissez« a est l’infimum deA ».

À partir de la d́efinition donńee au point pŕećedent, prouvez que

1 = inf
{n+1

n
: n∈ N\{0}

}
.

À partir de la d́efinition donńee ci-dessus, prouvez que

1 6= inf{n2−2n+6 : n∈ N}
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Question 12. Soit(xn)n∈N ⊆R eta∈R. Les deux affirmations suivantes sont-elleséquivalentes ?

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, |xn−a|6 ε (1)

∀ε
′ > 0, ∃n′0 ∈ N, ∀n > n′0, |xn−a|6 ε

′ (2)

Veuillez être pŕecis en cochant la case adéquate pour les deux affirmations suivantes :

Vrai : Faux : (1)⇒ (2)

Vrai : Faux : (2)⇒ (1)

Chaque ŕeponse« vrai » nécessite une d́emonstration, chaque réponse« faux », un contre-
exemple.
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