Analyse mathématique |

Examen (17 janvier 2005)

Question 1.
m SOit(Xh)nen € R. Définissez «x——+ +00 ».
VpeR,dnge N, Vn>=ng, Xq = p
= Définissez 4-|| est une norme suRN ».
|-|| est une norme si c’est une fonction®E versR qui vérifie les quatre propriétés suivantes :
—vxeRN ||x| >0
~ X ERN, x| =0=x=0
— Y€ RN VA € R, ||Ax| = |A||IX|
= X,y € RN, [yl < [X]| + Iyl
» Définissez « la suité,)ney € R est bornée supérieurement ».
JReR, Vne N, x, <R

Question 2. Soit A= { ‘ne N}.

1
2n—+1

(a) Complétez la phrase suivante pour que I'équivalence soit vraie.

B 1
- 2n+1

acA < dneN ,a

1 - .
(b) A-t-on 3 € A? Justifiez en utilisant (a).

pourn=1.

11
o) -
urears = onr1

1 - o
(c) A-t-on > € A? Justifiez en utilisant (a).

Non car si1 =
2 2n+1

impossible car & est pair et 1 est impair.

pour un certaim € N, on aurait 2= 1 (pour un certaim), ce qui est

(d) A-t-on0 € A? Justifiez en utilisant (a).

Non car si on avait 6= 1 pour un certaim € N, on en déduirait, par multiplication des

n
deux membres pam2+- 1, que 0= 1 ce qui est faux.

(e) Apres avoir rappelé leurs définitions, calcul®nA etmaxA s’ils existent. Justifiez.
aestle minimum dé\ si et seulement s € AetvVxe A, x> a.
aest le maximum dé si et seulement g€ AetvVxe A, x< a.
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maxA=1 En effet, 1= et donc 1c A. De plus, six € A, il peut s’écrire comme

1
2-0+1
pourunne Net,comme 8+1>1, onax=

2n+1 2n+1

minA n’existe pas. Supposons au contraire gae A soit le minimum deA. Puisqu’il ap-
cAce

pour un certaim € N. Mais alorsa=

artient A, a=
part 2n+1 ont1” 2(n+1)+1

qui contredit le fait d’étre minimum (spécifiquement, contr&tie A, x > a).

Question 3. Soit ||-|| une norme sulRN. Ci-dessous, vous trouverez trois propositions et six
phrases. En face de chaque proposition, veuillez indiquer la ou les lettres de la ou les phrase(s)
qgui exprime(nt) le mieux sa signification. (On ne demande pas de justifier.)

(d) vr e R>O, dxe RN, dp € R>O, (p < I’)/\BH.H[X,p] CBy [0,r]
(f) V(X)nen CR, Ir e R7%, VneN,  x,€ By [0,r]
(c) Vr e R7%, I(xp)nen CR, VNEN, X, € By [0,1]

(a) Toute boule est contenue dans une boule centrée a 'origine de rayon plus grand.
(b) Il existe une suite contenue dans toute boule.

(c) Toute boule centrée a l'origine contient une suite.

(d) Toute boule centrée a I'origine contient une boule de rayon plus petit.

(e) Toutes les suites sont contenues dans une méme boule.

() Toute suite est bornée.

Question 4.

(@) Soit(Xa)nen € R et ac R. Definissez «x——> a ».
Ve>0,dnpeN, Vn>ng, [xn—al < e

(b) Soit (Xn)neny € R une suite qui converge vets Prouvez, a partir de la définition donnée
en (a), que X := max{x,,0} —> 0.
Commencons par remarquer que
VX € R, xt| = Imax{x,0}| < | 1)

En effet, six > 0 alorsx™ = x et on a bierx™| < |x| (puisqu’on a I'égalité) ; sk < 0 alorsx™ =0
et donc|x*| = 0 < |x| (puisqu’une valeur absolue est toujours positive).
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Prouvons maintenant qug —-> 0, c’est-a-dire que
Ve>0,3Ing N, Vn>ng, [xI —0| <€ (2)
On a par hypothese qug — 0, c’est-a-dire que
Ve’ >0, Ing e N, Yn=ny, x| < € (3)
Soite > 0. En utilisant (3) avee’ = ¢, on trouve qu'il existe umy € N tel que
n>np o |Xi| <€ =e. (4)
Choisissonsy := nj. Soitn > n. Il faut montrer quex; —0| < e.Ona
Xal <o <&'=¢
ou la premiére inégalité découle de (1) et la seconde de (4) — qu’on peut utiliseEaay = .

RESOLUTION ALTERNATIVE : Nous allons prendre les mémes notations que ci-dessus : I'’hypo-
thése est (3) et on doit prouver (2). Seit- 0. En utilisant (3) avee’ = ¢, on trouve qu'il existe
unny € N tel que (4). Choisissons := ny,. Soitn > ng. Il faut montrer quex;| =[x} — 0| < .
(C’estici que la preuve change!) Distinguons deux-cas

m SiX} = Xn, alors|x}| = |xn| < € carn>ng=nj et on a (4).
= six} = 0 (lautre valeur dans le max), alopst| = |0] < € care > 0.
Dans les deux cas, on a bien morig| < €.

Question 5. Etudiez la convergence, au sens large, des suites suivantes. Enoncez clairement les
résultats du cours que vous utilisez.

4n-2 2/3 1/5 n+(—H)"n+1
(@) Xn:= (b) yn:= (€) za:= ChAn+d)
(n+3)! v+l 2n+1
4n+3
a) On peut écrirex, = 4-° . On avu au cours que
(a) Onp G q
n
Vae R & __, 0.
) nl n—e
] 4qn+3 ] . 4" R -
Par consequen({m — 0 puisque c’est une sous-suite éﬁ) N Laregle de la limite
d’un produit donne alors
5 qn+3 s
Xp =4 13 =4 7:0=0

1Selon la valeur d@, on peut se retrouver dans un cas ou dans l'autre. C’est donc uniquement ici et pas avant
qu’on peut distinguer ces deux cas. Il n’gasvrai que :¥n, X = X, ouvn, x, = 0.
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RESOLUTION ALTERNATIVE : On a, poum > 4,

x| = gn—2 _4.4.4.4.4... 4 <43 4
" (N3 1.2.3:4.5...(n—2)-(n—Dn(n+1)(n+2)(n+3) 3! n-2

~ = . z Lz z . . b . 4
ol la derniére inégalité résulte du fait que tous les autres quotients, a §aoir, -4,

t L t< 1. Or, i & _4 —43|' 4 _op
e n—Dn(n+1)(n12)(n13)’ sonts 1. Ur, n'_tg)?rz = an@wrz = 0. Par convergence

dominée, on obtient, —> 0.

(b) On peut écrire
R 1pnt/s23 e lt n-7/15

n/2 14n1/2 1in 2"
Commen~7/15> 0 et 1+n~Y/2 < 2, on a la minoratioy, > n'/® 3. Or, on a vu au cours que
Vpe RO, nP —— +o0. Dés lors, par la régle de la limite d’un produit, on#® — +-c0
et, par convergence dominée, on obtigi— 4.

Yn

RESOLUTION ALTERNATIVE : On peut écrire

_ e, 1T

4 T4n 17

Or, on a vu au cours qugp € R*% nP — +w etn P =1/nP — 0. Dés lors, par la régle de
la limite d’'un quotient, puis de celle d’'un produit, ory@a— +oco-1 = oo,

(c) Cette suite ne converge pas. Exhibons en effet deux sous-suites avec des limites différentes.
Ona

_n+(n+1)
- o2n+1
~n—(n+1) -1
- 2n+1 2n+1

sin est pair,

sin est impair.

Par conséquenton =1 —> 1 etz = 1/(4n+3) —» 0.
Question 6. Soit la suite(xn)n~0 C R définie par

o n
- nP+n

Xn

ol le paramétre p est un réel strictement positif. Etudiez la convergente, e o en fonction
de p. Lorsquéxn)n=o converge, donnez la valeur de sa limite.

On va montrer que

sipe]0,1[, xn — 1, sip=1 x,— 1/2, et sipe]l,+o[, X — 0
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n
pe]0,1]. On réécritx, commex, = = .
" " nnP-l41) nplql

au cours) et par les regles sur les sommes et quotients de suites, on déduit que

Commep—1<0,nP~1 — 0 (vu

1 1 4
S onpp-l41 nee 041

Xn

p=1. La suite devienk, =n/(2n) = 1/2. Comme c’est la suite constarn(te/2),-o, elle con-

verge vers 12.
n 1
€]1,+[. On réécritx, commex, = ————— =n"P——__ Puisque +- p< 0, on
pell tool. n " (LG P) RmET q P
an'~P — 0. Les reégles sur les sommes et quotients de suites impliquent /qie-h'~P) —
1/(1+0) = 1. De la régle sur la limite d’'un produit, on conclut alors que

1

_ip 1=
X =P e 001=0

Question 7. Soient||-||1 : RN — R et|-||2 : RN — R deux normes. Prouvez que les deux propo-
sitions suivantes sont équivalentes.
ICeR™? wxe RN, CHx||1 < |[X2 < C|[X[|1 (5)

3C1,Co e R7C, wx e RN, Cuf[x|l1 < [|XI|2 et Gol|xX||2 < [[X][2 (6)

5)= (6). PrenonsC; :=C,:=C™ 1> 0 ol C est donné par (5). Soit € RN. Linégalité
C1|[x||1 < ||X||2 n’est rien d’autre que la premiére inégalité de (5). Quadt &||x|> = Cy||X||2 <
IX||1, elle est équivalente [&||> < C||x||1, ce qui est la seconde inégalité de (5).

(6)=(5). Prenon< = (min{Cy,Cp}) = max{C;,C; 1} > 0 0UC; etC, sont ceux donnés
par (6) (la seconde égalité a lieu car la fonctin® — R>0: & — E~1 est décroissante). Soit
x € RN, PuisqueC~! = min{Cy,C,} < Cy, on déduit deCy ||x||1 < ||X||2 queC1||x||1 < Cy|X||1 <
X2, c’est-a-dire la premiére inégalité de (5). Similairement, vu@Queemax{C; *,C;*} > C; 1,
on déduit deCy||x]|2 < ||x]|1 que||X|]2 < C; *|x][1 < C||x|[1, ce qui est la seconde inégalité de (5).

Question 8.

(a) Soit AC R etac R. Définissez « a est le suprémum de A ».
a est le plus petit des majorants dec’est-a-dire :
= aest majorantvxe A, x< a,;
= aestlepluspetitVa e R, (Vxe A x<d)=a<ad.
(b) Calculezsup(]0,1[U]3, x]). Justifiez votre réponse a I'aide de la définition donnée en (a).
Montrons que su@0,1[U|3,x[) = 7.
n majore]0,1[U]3. x[. En effet, six€]0,1[U]3, x|,
= soitx e 0,1 etalorsx< 1< 7;
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m SOitx € |3, [ et alorsx < &, donc en particuliex < .

n est le plus petit. Soita’ € R un majorant de0,1[U]3, z[. Comme, pour toub > 0, 7 —
1/(10n) €]3,7[ C]0,1[U]3,x[ (en effett —1/(10n) < retxr—0,1/n> 7 —0,1 > 3,04 > 3),
ona

1
vn>0 ———<ad
>0, =© ion S
Vu quer — 1/(10n) — & et que les inégalités larges sont préservées par passage a la limite,
on en déduit que = limp_. 7 —1/(10n) < limp_» & = &. Doncr est bien plus petit que

tout majorant’.
(c) Posons A= {x € R : cosx > 0}. Existe-t-il un ac R qui soit le suprémum de A? Prouvez
votre réponse et énoncez clairement les résultats que vous utilisez.

Non. Nous allons montrer qu& ne posséde pas de majorant, donc a fortiori pas de supré-
mum.

Supposons au contraire gae= R majoreA. Quel que soik € Z, on a X € A puisque
cog2kr) = cog0) = 1 > 0. Dés lors, on doit avoir

VkeZ, 2knm<a

ou encorerk € Z, k < a/(2r). Ceci implique la contradictiofa/(2x)] +1 < a/(2r) —en
prenank = [a/(2r)] + 1. On ne pouvait donc pas supposer I'existence d’'un majorant.

Question 9. On considére la suitéx,)neny C R définie par la récurrence suivante :

1

_<X”+x£n) pour ne N. (7)

p— 2 p—
X0 ’ Xn+1 2

(a) Prouvez, par récurrence sur n, qite € N, x, > 0.

m Cas de basen(=0) : xp =2> 0 est vrai.

= On suppose quen < m, x, > 0, et on va montrer que,.1 > 0. Commex,, > 0, on a que
2/xm est bien défini et- 0, doncxm + 2/Xyn > 0 (comme somme de termes0), donc que

qUEXm+1 = 3(Xm+2/%m) > O.
(b) Prouvez, par récurrence sur n, qif@ € N, x2 > 2,

» Casde basen(=0):x3=22=4>2.

= On suppose quen < m, X2 > 2, et on va montrer qu;eﬁ]+1 2. En utilisant la définition
par récurrence (7), on a

1 2\2 4
X122 & Z(ijL%) >2 o X +4+ +.7>8
m

& xm 4+4 >0 < (Xm—£>2>0

m

Comme la derniére inégalité est vraie (un carré est toujours positif), on a bien établi que
Xeq > 2.
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(c) Montrez qu&Xn)nen €St décroissante.
[l faut montrer que/n € N, Xp11 < Xp. Soitn € N. D’apres (7), on a
1 2 2
Xnt1 <X & —(xn+—> < & —<2a—X & 2<%
2 Xn Xn

(d)

(e)

(pour la derniere équivalence, on a multiplié les deux membres de 'inégalitg, garqui ne
change pas son sens egs> 0). On a montré au point (b) qué > 2 ; donc les équivalences
ci-dessus montrent qu’on a auggi1 < Xn.

Déduisez des points précédents gxg . €St convergente (au sens strict).

Les points (a) et (b) impliquent que, > /2. Vu que la suite(x,)ney €St décroissante
(point (c)) et minorée (pay'2), elle converge vers un nombre réel (théoréme vu au cours).

Calculez la limite déxn)nen. Justifiez.

Appelonsa € R la limite de(x,)nen. De plus, comme, > /2 pour toutn et que le passage

a la limite conserve les inégalités larges, oa-a limx, > v/2. Par conséquemt+ 0 et le
régle de limite d’'un quotient implique que’%, — 2/a. D’autre part, puisquéXn1)ncry €st
une sous-suite dé,)nen, elle converge vers la méme limite Dés lors, en passant a la
limite sur I'égalitéxn. 1 = %(xn + X—Zn) (et en utilisant les regles sur les limites de sommes
et de produits), on trouve que= %(a+ g) Cette derniere égalité se réécrit 2 a+§1 ou
encorea? = 2. Cette équation posséde les deux solutiasy/2 eta = —+/2 mais, comme

on sait quea > v/2, la seule possibilité est qae= /2.

En conclusiong — /2.

717



