
Analyse mathématique I
Coté (7 mars 2005)

Nom :

Prénom :

Section :

Lisez ces quelques consignes avant de commencer l’examen.

Veuillez commencer paŕecrire en lettresMAJUSCULES votre nom, pŕenom et section sur
toutesles feuilles. Les feuilles sans nom ne seront pas corrigées.

Veuillez vous assurer que vous comprenez la question qui vous est posée et faites attention
à ce que le texte que vousécrivez y ŕeponde explicitement (par exemple : le correcteur ne
doit pas avoir̀a conclure lui-m̂eme).

Quand il est ńecessaire de justifier, votre argumentation doit convaincre le lecteur. En l’ab-
sence de justification dans un tel cas, le résultat final, m̂eme correct, n’a pas de valeur.

Veillez à faire unerédactionsoigńee de vos ŕeponses. Celle-ci sera prise en compte. Notez
que nous ne lirons pas vos brouillons.

N’employezpasle dos de la feuille d’uneautre questionpour finir votre ŕeponse !

/
5Question 1. Soit f : R → R et a∈ intDom f . Prouvez que, sif est d́erivable ena, alors f est

continue ena. Énoncez clairement les définitions que vous utilisez.
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10Question 2. Cochez la case adéquate selon que vous pensez que les affirmations suivantes sont

vraies ou fausses. Justifiez chacune de vos réponses par un bref argument ou un contre-exemple.

(a) Vrai : Faux : Si une suite ne converge pas vers+∞, elle est borńee.

(b) Vrai : Faux : Soit A⊆ R. Si a∗ ∈ R∪{+∞} est le supŕemum deA, alors il existe
(an)n∈N ⊆ A telle quean → a∗.

(c) Vrai : Faux : Soit (xn)n∈N ⊆ R telle quexn → 0. Alors 1/xn →+∞.

(d) Vrai : Faux : SoitA⊆R un ensemble borńe. Toute suite(xn)n∈N ⊆ A converge vers
unx∗ ∈ R.

(e) Vrai : Faux : Une suite qui n’est pas croissante est décroissante.
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4Question 3.

Énoncez le th́eor̀eme de la moyenne et donnez en une interprétation ǵeoḿetrique (en expliquant
le lien entre l’́enonće et le graphique).

En utilisant ce th́eor̀eme, d́emontrez que, sif ∈ C 1(R;R) vérifie∀x∈R, ∂ f (x) = 0, alorsf est
une fonction constante surR.
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5Question 4. Soita∈R. Consid́eronsΩ = ]−∞,a[. Dites siΩ est ferḿe et/ou ouvert. Donnez une

définition de chacun de ces deux concepts et employez celles-ci pour démontrer vos affirmations.
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10Question 5.

Soit f : R→ R eta∈ Dom f . Définissez« f est continue ena »,

(a) en termes de suites :

(b) enε-δ :

Montrez, gr̂aceà la d́efinition (b) quef : R→ R : x 7→ x2 +x est continue en 1.
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Question 5 (suite).
Soient les fonctionsg : R→ R eth : ]−1,0[∪ ]0,1[→ R définies par

g(x) =


1 six < 0

0 six = 0

−1 six > 0

h(x) =

{
1 six < 0

−1 six > 0

Repŕesentez graphiquementg eth sur les figures ci-dessous.
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FIG. 1 – Graphe deg
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FIG. 2 – Graphe deh

Pour chacune de ces deux fonctions, précisez en quel(s) point(s) elle est continue et en quel(s)
point(s) elle ne l’est pas. Justifiezà partir de la d́efinition (a) donńee ci-dessus.
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Question 5 (suite). Continuez votre ŕeponse sur cette page.

/
4Question 6. Quels sont (s’il y en a) tous les sous-ensembles deR qui sontà la fois ouverts et

fermés. Prouvez votre affirmation.
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6Question 7. Soit (Oα)α∈A une famille de sous-ensembles deRN et Ω⊆ RN.

Définissez« (Oα)α∈A est un recouvrement deΩ ».

Compĺetez la proposition suivante de manièreà ce qu’elle soit vraie.

∀x∈ RN, x∈
⋃

α∈A

Oα ⇔ , x∈Oα .

Montrez que la famille

(] 1
n+2

,
1
n

[)
n∈N\{0}

est un recouvrement de]0,1[. (Une interpŕetation

graphique est apprécíee mais ne suffit pas.)
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