
Analyse mathématique I
Examen (Math) (7 juin 2005) Correction

Les ŕeponses ci-dessous montrentunesolution possible pour chacune des questions posées.
D’autres ŕesolutions sont possibles (pour savoir si la votre est correcte, veuillez consulter la
correction de vos copies).

La rédaction áet́e faite avec le souci des détails. Il n’est pas ńecessaire que la votre soit aussi
précise (comme d’habitude, nous avons besoin deséléments qui nous permettent de suivre et
de juger de la pertinence de chacune desétapes de votre raisonnement).

Question 1.

(a) Soit f : R→R et a∈Dom f . Définissez« f est continue en a» et termes deε-δ eten termes
de suites.

En ε-δ : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x∈ Dom f , |x−a|6 δ ⇒ | f (x)− f (a)|6 ε

En terme de suites :∀(xn)⊆ Dom f , xn → a⇒ f (xn)→ f (a)

(b) En utilisant la d́efinition enε-δ donńee en (a), prouvez que la fonction f: R→ R : x 7→
√

x
est continue en x= 1. (La qualit́e de la ŕedaction est importante.)

Il faut montrer

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x∈ [0,+∞[, |x−1|6 δ ⇒ | f (x)− f (1)|= |
√

x−1|6 ε

Soitε > 0. Prenonsδ := ε. Soitx∈ [0,+∞[ tel que|x−1|6 δ . Montrons que|
√

x−
√

1|6 ε.
C’est le cas car∣∣√x−

√
1
∣∣ =

∣∣∣ x−1
√

x+
√

1

∣∣∣ (multiplication et division par
√

x+
√

1)

=
|x−1|√

x+1
(|x−1|6 δ par hypoth̀ese et

√
x+1 > 1)

6 δ = ε

(c) Soient g: R→ R et h: R→ R les deux fonctions d́efinies par

g(x) =


1+x si x< 0

0 si x= 0

1−x si x> 0

h(x) =


2+x si x<−1

0 si x= 0

2−x si x> 1

pas d́efinie si x∈ [−1,0[∪ ]0,1]

Tracez le graphe de g sur la figure 1 (resp. de h sur la figure 2). Dites si g et h sont des
fonctions continues (sur leur domaine de définition). Justifiez vos réponses̀a partir de la
définition du point (a) que vous désirez.
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FIG. 1 – Graphe deg

-3

-2

-1

0

1

2

3

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

FIG. 2 – Graphe deh

Nous allons montrer que la fonctiong n’est pas continue en 0 et, par conséquent, pas continue
sur son domaine de définition. Pour ce faire, considérons la suite(xn)n∈N\{0} ⊆ R définie par
∀n > 0, xn := 1/n. On axn → 0 et, en tenant compte du fait quexn > 0 quel que soitn, f (xn) =
1−xn → 1 6= f (0) = 0. Ceci contredit la d́efinition de« f continue en 0» en termes de suites.

La fonctionh estcontinue sur son domaine de définition. Nous allons montrer la continuité de
h ena en distinguant les trois casa∈ ]−∞,−1[, a = 0, eta∈ ]1,+∞[.

– Soit a ∈ ]−∞,−1[ et xn → a. Comme]−∞,−1[ est ouvert, la suite fini par y rentrer i.e., il
existe unn0 ∈ N tel que∀n > n0, xn ∈ ]−∞,−1[. Par conśequent,h(xn) = 2+xn −−−−−−−→n−→∞, n>n0

2+ a = h(a). Donc h(xn) → h(a) — puisque la convergence de la queue d’une suite est
équivalentèa la convergence de celle-ci.

– Le cas òu a∈ ]1,+∞[ est toutà fait similaire et est laissé au lecteur.

– Restea = 0. Montrons que toute suite(xn) ⊆ Dom f qui converge vers 0 est ultimement
constante, c’est-à-dire que, pour un certainn0 ∈ N, on a∀n > n0, xn = 0. En effet, dans la
définition dexn→ 0, prenonsε = 1/2. Nous obtenons qu’il existe unn0 (c’est celui que nous
cherchons) tel que∀n > n0, |xn| = |xn− 0| 6 1/2. Par conśequent, pour toutn > n0, xn ∈
[−1/2,1/2]∩Dom f = {0} et doncxn = 0. Dès lors, pour toutn > n0, h(xn) = 0−−−−−−−→

n−→∞, n>n0

0 = h(0) et la continuit́e en 0 est prouv́ee.

Question 2. Soit f : R→ R une fonction continue telle que

f (x) = x2 +o(x2) quand x
6=−→ 0.

Prouvez que

(a) f (0) = 0 ;

(b) 0 est un minimum local de f ;

(c) ∂ f (0) existe et vaut0.
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(a) Rappelons que, par définition,o(x2)/x2 → 0 lorsquex
6=−→ 0. Dès lors

f (x) = x2 +
o(x2)

x2 ·x2 −−−→
x
6=−→0

0+0·0 = 0

Commef est suppośee continue,f (0) = lim
x
6=−→0

f (x) = 0.

(b) Il faut prouver qu’il existe un voisinageV de 0 tel que

∀x∈V, f (0) 6 f (x).

Posonsg(x) := f (x)−x2. Commeg(x)/x2−−−−−−→
x→0, x6=0

0, il existe unδ > 0 tel que∀x 6= 0, |x−
0|< δ ⇒ |g(x)/x2−0|6 1/2. PosonsV := ]−1/2,1/2[. Ce qu’on vient de dire peut s’écrire
comme

∀x∈V \{0}, −1
2x2 6 g(x) 6 1

2x2

Par conśequent,

∀x∈V \{0}, f (x) = x2 +g(x) > x2− 1
2x2 = 1

2x2 > 0 = f (0)

Bien entendu, on a aussif (0) > f (0) et donc∀x∈V, f (x) > f (0) ce qui prouve que 0 est un
minimum (strict) sur le voisinage1 V de 0.

(c) En vertu de la d́efinition de d́erivée, on a

∂ f (0) = lim
x
6=−→0

f (x)− f (0)
x−0

= lim
x
6=−→0

f (x)
x

= lim
x
6=−→0

x2 +o(x2)
x

= lim
x
6=−→0

(
x+

o(x2)
x2 x

)
= lim

x
6=−→0

x+ lim
x
6=−→0

o(x2)
x2 lim

x
6=−→0

x = 0+0·0 = 0

REMARQUE : On ne peut utiliser le résultat qui dit que la d́erivée s’annule en un minimum
local que si on sait,̀a priori, quef est d́erivable en 0 (ce qui n’est pas le cas ici).

Question 3.

(a) Énoncez le th́eor̀eme de la moyenne.

Cf. syllabus.

(b) Donnez une interprétation ǵeoḿetrique de ce th́eor̀eme en expliquant la relation avec l’énon-
cé donńe en (a).

Cf. syllabus.

(c) Montrez que toute fonction périodique f: R→R de classeC 1 poss̀ede une infinit́e de points
critiques. (Pour rappel, on dit que f est périodique si∃τ > 0, ∀x∈ R, f (x) = f (x+ τ).)

1V est un ouvert tel queV 3 0, c’est donc un voisinage 0.
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Consid́erons f sur l’intervalle[0,τ] où τ > 0 est la ṕeriode.2 Le théor̀eme de la moyenne affirme
qu’il existe unξ ∈ ]0,τ[ tel que f (τ)− f (0) = ∂ f (ξ )(τ −0). La ṕeriodicit́e implique quef (τ) =
f (0) et donc que∂ f (ξ ) = 0. D’autre part, comme les fonctionsx 7→ f (x+ τ) et x 7→ f (x) sont
égales, leurs d́erivées (qui existent par hypothèse) le sont aussi :∀x∈R, ∂x

(
f (x+τ)

)
= (∂ f )(x+

τ) = ∂ f (x) — autrement dit,∂ f est ṕeriodique de ṕeriodeτ. Par conśequent∂ f (ξ +nτ) = ∂ f (ξ +
(n−1)τ) = · · · = ∂ f (ξ + 2τ) = ∂ f (ξ + τ) = ∂ f (ξ ) = 0 quel que soit3 n∈ N. Ceci montre que
les points (en nombre infini)ξ +nτ, n∈ N, sont des points critiques def .

Question 4. Rappelons que pour f: R→ R et A⊆ R, on d́efinit f(A) := { f (x) ∈ R : x∈ A}=
{y∈ R : ∃x∈ A, y = f (x)}.
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]



(a) Soit f : R→ R : x 7→ x3 et A= [0,2].

Sur la figure ci-contre, esquissez le graphe de f , A
et f(A).
Déterminez f(A) par calcul.

f (A) = {y∈ R : ∃x∈ [0,2], y = x3}= [0,8]

Pour justifier la dernìereégalit́e, montrons les deux in-
clusions.

– f (A)⊆ [0,8]. Soity∈ f (A). Par d́efinition,y= f (x)
pour un certainx ∈ [0,2]. Commex 7→ x3 est crois-
sante, on d́eduit de 06 x 6 2 que 0= f (0) 6 f (x) 6
f (2) = 8 i.e., quey = f (x) ∈ [0,8].

– f (A)⊇ [0,8]. Soity∈ [0,8]. Il faut prouver quey∈
f (A), c’est-̀a-dire qu’il existe unx∈ [0,2] tel quey=
f (x). Prenonsx := 3

√
y. Comme ci-dessus, on déduit

de la croissante dey 7→ 3
√

y et dey ∈ [0,8] quex =
3
√

y∈ [0,2]. De plus,y = f (x) car f (x) = ( 3
√

y)3 = y.

Calculezsupf (A) et f(supA). Énoncez les ŕesultats
éventuellement utiliśes.

On a vu que le suprémum d’un intervalle[a,b] (a 6
b) est4 b. Ici, supf (A) = sup[0,8] = 8 et f (supA) =
f (sup[0,2]) = f (2) = 23 = 8.

(b) Prouvez que, quels que soient la fonction f: R → R croissante et continue et l’ensemble
A⊆ R non-vide et borńe suṕerieurement, on asupf (A) = f (supA).

2Pour l’argument, il suffit de prendreun τ tel que∀x ∈ R, f (x) = f (x+ τ). On d́efinit la période commeτ∗ :=
inf{τ > 0 :∀x∈R, f (x) = f (x+τ)}. Commef est continue, ońetablit facilement que∀x∈R, f (x) = f (x+τ∗). De
plus, siτ∗ = 0, il existe une suite deτn > 0 telle que∀x∈R, f (x) = f (x+τn) etτn→ 0. Par conśequent, quel que soit

x∈ R, ∂ f (x) = lims→0
f (x+s)− f (x)

s = limn→∞
f (x+τn)− f (x)

τn
= limn→∞

0
τn

= 0. Donc∂ f = 0 surR et f est une fonction
constante.

3Pouvez-vous montrer qu’en fait∂ f (ξ +nτ) = ∂ f (ξ ) = 0 quel que soitn∈ Z ?
4En effet,b∈ [a,b] et∀x∈ [a,b], x 6 b, doncb est le maximum de[a,b], à fortiori le supŕemum.
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On doit montrer quef (supA) est le supŕemum de f (A), c’est-̀a-dire que (selon une des
définitionséquivalentes du suprémum) :

∀y∈ f (A), y 6 f (supA) (1)

∃(yn)⊆ f (A), yn → f (supA) (2)

Prouvons (1). Soity ∈ f (A). Par d́efinition, il existe unx ∈ A tel quey = f (x). Puisque
le supŕemum est un majorant, on ax 6 supA. Comme f est croissante,5 on ay = f (x) 6
f (supA) comme d́esiŕe.

Passons̀a (2). Par d́efinition du supŕemum deA, on sait qu’il existe une suite(xn) ⊆ A telle
quexn → supA. Par continuit́e de f , on a f (xn) → f (supA). Posons(yn) :=

(
f (xn)

)
. On a

bien que(yn)⊆ f (A) — puisque, pour toutn, yn = f (xn)∈ f (A) — etyn = f (xn)→ f (supA).

(c) Donnez un exemple qui montre que la propriét́e (b) n’est pas ńecessairement vérifiée si f
n’est pas continue.

Prenons par exemple la fonctionf : R→ R définie par

f (x) :=

{
0 six < 0

1 six > 0

Cette fonction est croissante et n’est pas continue en 0 (c’est laissé en exercice). Choisis-
sonsA := ]−1,0[. On a supA = 0 (supŕemum d’un intervalle, vu au cours). Par ailleurs,
commeA⊆ ]−∞,0[, f (x) = 0 pout toutx∈A et doncf (A) = {0}. Par conśequent supf (A) =
sup{0}= 0 6= f (supA) = f (0) = 1, ce qui montre que (b) n’est pas vérifiée.

Question 5. Calculez le d́eveloppement de Taylor d’ordre2 en x= π/2, avec reste, de la fonc-
tion f : R→ R définie par

f (x) = x esinx

Réponse finale :∀x∈ R, ∃ξ ∈ [π/2,x]︸ ︷︷ ︸
Quantificateurśeventuels

f (x) =
π

2
e+e

(
x− π

2

)
− π

4
e
(

x− π

2

)2

︸ ︷︷ ︸
Développement de Taylor

+ 1
6

(
−3sinξ −ξ cosξ +3cos2ξ −3ξ cosξ sinξ +ξ cos3ξ

)
esinξ

(
x− π

2

)3︸ ︷︷ ︸
Reste

Détaillez ci-dessous vos calculs.

5Pour rappel,« f croissante» veut dire que, quels que soientx1 et x2, si x1 6 x2 alors f (x1) 6 f (x2). Notons que
pour (1), on n’a pas besoin de la continuité de f .
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Examen (Math) (7 juin 2005) Correction

On a vu au cours que, commef est de classeC 3, ∀x∈ R, ∃ξ ∈ [π/2,x],

f (x) = f
(π

2

)
+∂ f

(π

2

)(
x− π

2

)
+ 1

2∂
2 f

(π

2
)
(

x− π

2

)2
+ 1

6∂
3 f (ξ )

(
x− π

2

)3
(3)

Il faut donc calculer les trois premières d́erivées def et lesévaluer aux bons points. Les règles de
calcul de d́erivées impliquent

∂x f (x) =
(
∂xx

)
esinx+x∂xesinx = (1+xcosx)esinx

∂
2
x f (x) =

(
∂x(1+xcosx)

)
esinx+(1+cosx)∂xesinx = (2cosx−xsinx+xcos2x)esinx

∂
3
x f (x) =

(
∂x(2cosx−xsinx+xcos2x)

)
esinx+(2cosx−xsinx+xcos2x)∂xesinx

= (−3sinx−xcosx+cos2x−2x cosx sinx)esinx+(2cos2x−x sinx cosx+xcos3x)esinx

= (−3sinx−xcosx+3cos2x−3x cosx sinx+xcos3x)esinx

Par conśequent, en utilisant le fait que sin(π/2) = 1 et cos(π/2) = 0, on a

f
(π

2

)
=

π

2
e, ∂x f

(π

2

)
= e, ∂

2
x f

(π

2

)
=−π

2
e.

et il suffit de remplacer dans (3) pour avoir le résultat.

Question 6. Donnez toutes les solutions réelles u: R→ R : t 7→ u(t) de l’équation

∂
2
t u+∂tu−2u = sht (4)

RAPPEL : shx := 1
2(ex−e−x).

ÉQUATION HOMOGÈNE. Le polyn̂ome caract́eristique de l’́equation homog̀ene associéeà (4)
estP(λ ) = λ 2 + λ −2. Il poss̀ede 1 et−2 comme racines. Les solutions complexes de∂ 2

t u+
∂tu−2u = 0 sont donc

α et +β e−2t avecα,β ∈ C.

Comme (4) est̀a coefficients ŕeels, on a vu qu’on obtient toutes les solutions réelles en prenant
la partie ŕeelle des solutions complexes, ce qui donne :

α et +β e−2t avecα,β ∈ R.

SOLUTION PARTICULIÈRE POUR1
2 e1t . Comme 1 est racine du polynôme caract́eristique, on

est en ŕesonnance. On sait qu’il existe une solution particulièreu1 de la formeatet avec una à
déterminer. Comme

∂
2
t u1 +∂tu1−2u1 = 3aet

il faut que 3a = 1
2, c’est-̀a-dire quea = 1/6.

SOLUTION PARTICULIÈRE POUR−1
2 e−t . Ici, −2 n’est pas racine du polynôme caract́eristi-

que et donc on cherche une solution particulièreu2 de la formebe−t . Un simple calcul montre
que

∂
2
t u2 +∂tu2−2u2 =−2be−t

On va donc choisirb pour que−2b =−1/2, c’est-̀a-direb = 1/4.

6/9



Analyse mathématique I

Examen (Math) (7 juin 2005) Correction

SOLUTION PARTICULIÈRE POUR(4). Comme sht = 1
2 et−1

2 e−t et que l’́equation est lińeaire,
on trouve une solution particulière de (4) en additionnant les solutions particulières pour12 et et
−1

2 e−t (principe de superposition), ce qui donne

1
6t et +1

4 e−t

SOLUTIONS DE (4). Toutes les solutions de (4) s’écrivent comme une solution particulière
de (4) et uńelément du noyau (principe de superposition), elles sont donc

α et +β e−2t +1
6t et +1

4 e−t avecα,β ∈ R.

Question 7. Soit f ∈ C 1(R;R). Montrez que

(a) toutes les tangentes au graphe de f (en n’importe quelle abcisse) passent par(0,0)

si et seulement si

(b) f est la fonction x7→ cx pour un certain c∈ R.

Veillezà la qualit́e des justifications fournies.
INDICATION : Pour (a)⇒ (b), commencez parécrire l’équation qui exprime (a).

(b)⇒ (a) C’est la partie facile. On prend unc∈R et la fonctionf telle que∀x∈R, f (x) = cxet
on montre que toutes les tangentes au graphe def passent par(0,0). Uneéquation de la tangente au
graphe def au point d’abcissea esty = f (a)+∂ f (a)(x−a). En l’occurrence, commef (a) = ca
et ∂ f (a) = c, on a

y = ca+c(x−a) c’est-̀a-dire y = cx

Il est évident que(0,0) appartient̀a cette doite (vu que 0= c·0) — et ce quel que soita.

(a) ⇒ (b) Exprimons le fait que toutes les tangentes passent par(0,0). Comme on vient de le
dire, uneéquation de la tangente au graphe def au point d’abcissea esty = f (a)+∂ f (a)(x−a).
Elle passe par(0,0) si et seulement si 0= f (a) + ∂ f (a)(0− a), c’est-̀a-dire si f (a) = ∂ f (a)a.
Comme c’est supposé vrai quel que soita, la fonction f doit satisfaire l’́equation diff́erentielle

∀x∈ R, ∂ f (x)x = f (x) (5)

Il est facile de voir que les fonctionsx 7→ cx sont solutions de (5). Pour prouver l’implication il
faut montrerqu’il n’y en a pas d’autres.

On peut ŕesoudre cettéequation par la ḿethode des variables sépaŕees : prenonsa∈ R,

ln
∣∣∣ f (x)

f (a)

∣∣∣ = ln| f (x)|− ln| f (a)|=
∫ f (x)

f (a)

1
ϕ

dϕ =
∫ x

a

∂ f (ξ )
f (ξ )

dξ (6)

=
∫ x

a

1
ξ

dξ = ln|x|− ln|a|= ln
∣∣∣x
a

∣∣∣
En passant aux exponentielles et en retirant les valeurs absolues, on trouve quef (x) =± f (a)

a x,
d’où f (x) = cx en posantc :=± f (a)/a. Il y a cependant des problèmes avec cette ḿethode de
résolution. Nous allons les mettre enévidence en esquissant des moyens de les contourner. Une
démonstration alternative est donnée ci-dessous.
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– Tout d’abord, on a un problème sif (a) = 0. D’ailleurs on est ŝur que ça arrive : (5) implique
que f (0) = 0. De deux choses l’une : ou bienf est identiquement nulle (et est une solution
de (5)), ou bienf (a) 6= 0 pour un certaina 6= 0. Par continuit́e, on est ŝur que f (x) 6= 0 si
x est dans un voisinageV de a et donc on peut faire le calcul (6) pourx ∈ V. La question
est :V est-il grand ? Pour le savoir essayons de prendre unV maximal : prenonsV comme
le plus grand intervalle contenanta sur lequelf ne s’annule pas. On a6 queV = ]a1,a2[ avec
−∞ 6 a1 < a < a2 6 +∞ et f (a1) = 0 (resp. f (a2) = 0) pour autant quea1 6= −∞ (resp.
a2 6= +∞). Sur ]a1,a2[ on peut faire le calcul (6) et on trouve quef (x) = cx. Au vu de cette
forme de f , les seules possibilités pour quef s’annule au bord de]a1,a2[ est que, sia < 0,
a1 =−∞ eta2 = 0 et, sia > 0, a1 = 0 eta2 = +∞. Cela donne le ŕesultat (9) ci-dessous et on
continue de la m̂eme manìere.

– Le second problème est que (6) ne nous donne pasf (x) = cx comme on vient de l’affirmer
mais seulement| f (x)| = c′|x| avecc′ := | f (a)|/|a|. Bien entendu, cela implique que, pour
tout x, f (x) = ±c′x mais il faut se rendre compte que le signe± peut prendre la valeur+
pour unx et− pour un autre. Autrement dit, ce qu’on peut déduire de (6) est que

f (x) = σ(x)c′x avecσ : V →{−1,+1} (7)

où V = ]−∞,0[ on V = ]0,+∞[ selon7 le signe dea. Dans les deux cas, on remarque que
c′x ne change pas de signe surV. Par conśequent, siσ change de signe surV, alors f le fera
aussi. Mais commef est continue, le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires implique qu’alorsf
poss̀ede une racine dansV. Ceci contredit la d́efinition deV. Dès lors,σ = 1 surV ouσ =−1
surV et dans les deux cas, on conclut quef (x) = cx avecc = σ(x)c′ est uneconstante.

Voici une ŕesolutionalternativequi évite les difficult́es de la pŕećedente. On commence par
remarquer que

∀x∈ R\{0}, ∂x

( f (x)
x

)
=

∂ f (x)x− f (x)
x2 = 0 (8)

Par conśequentf est constante sur]−∞,0[ et sur]0,+∞[, c’est-̀a-dire qu’il existe des constantes
réellesc− etc+ telles que8

∀x∈ ]−∞,0[, f (x) = c−x et ∀x∈ ]0,+∞[, f (x) = c+x (9)

La continuit́e de la d́erivée def en 0 implique quec− = c+. En effet,

c− = lim
x <−→0

c− = lim
x <−→0

∂ f (x) = ∂ f (0) = lim
x >−→0

∂ f (x) = lim
x >−→0

c+ = c+ .

On a donc,∀x∈ R\{0}, f (x) = c := c+ = c−. Commef est continue en 0,

f (0) = lim
x
6=−→0

f (x) = lim
x
6=−→0

c = c.

On peut donc conclure que∀x∈ R, f (x) = c, comme recherch́e.

6Pouvez-vous le d́emontrer ?
7En effet, le termeσ(x) ne permet pas de nouveaux zéros et donc l’argument basé sur la fausse conclusionf (x)= cx

peutêtre ŕeṕet́e en utilisant (7).
8Notez que, de (8), on ne peutpasconclure quec− = c+. En effet, si on prendg : R\{0}→ R définie par

g(x) =

{
0 six < 0

1 six > 0

on a bien que∀x∈ R\{0}, ∂g(x) = 0 et, pour cette fonction,c− = 0 etc+ = 1.
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Question 8. Consid́erons l’́equation diff́erentielle ordinaire suivante :

∂
2
t x+x = sin(∂tx)+et (10)

où x : R→ R. Donnez unéequation de la forme

∂tu = F(t,u) (11)

où u: R→R2 est l’inconnue et F: R×R2→R2 està déterminer, de manièreà ce que les solutions
de (10) et de (11) se correspondent. Expliquez en quoi consiste cette correspondance (i.e., quelle
est la bijection entre les ensembles de solutions x et u).

Le F recherch́e est donńe par

F : R×R2 → R2 :
(
t,(u1,u2)

)
7→ (u2,−u1 +sinu2 +et)

La correspondance entre les solutions de (10) et de (11) est la suivante :

si x : R→ R est solution de (10), alorst 7→
(
x(t),∂tx(t)

)
est solution de (11) ;

si x : R→R2 : t 7→ (u1(t),u2(t)) est solution de (11), alorsu1 (la premìere composante deu) est
solution de (10).
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Question 1.

(a) Soit f : R→R et a∈Dom f . Définissez« f est continue en a» et termes deε-δ eten termes
de suites.

En ε-δ : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x∈ Dom f , |x−a|6 δ ⇒ | f (x)− f (a)|6 ε

En terme de suites :∀(xn)⊆ Dom f , xn → a⇒ f (xn)→ f (a)

(b) En utilisant la d́efinition enε-δ donńee en (a), prouvez que la fonction f: R→ R : x 7→
√

x
est continue en x= 1. (La qualit́e de la ŕedaction est importante.)

INDICATION : L’identité suivante peut vous aider :(
√

x−1)(
√

x+1) = x−1.

Il faut montrer

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x∈ [0,+∞[, |x−1|6 δ ⇒ | f (x)− f (1)|= |
√

x−1|6 ε

Soitε > 0. Prenonsδ := ε. Soitx∈ [0,+∞[ tel que|x−1|6 δ . Montrons que|
√

x−
√

1|6 ε.
C’est le cas car∣∣√x−

√
1
∣∣ =

∣∣∣ x−1
√

x+
√

1

∣∣∣ (multiplication et division par
√

x+
√

1)

=
|x−1|√

x+1
(|x−1|6 δ par hypoth̀ese et

√
x+1 > 1)

6 δ = ε

(c) Soient g: R→ R et h: R→ R les deux fonctions d́efinies par

g(x) =


1+x si x< 0

0 si x= 0

1−x si x> 0

h(x) =


2+x si x<−1

0 si x= 0

2−x si x> 1

pas d́efinie si x∈ [−1,0[∪ ]0,1]

Tracez le graphe de g sur la figure 1 (resp. de h sur la figure 2). Dites si g et h sont des
fonctions continues (sur leur domaine de définition). Justifiez vos réponses̀a partir de la
définition du point (a) que vous désirez.

Nous allons montrer que la fonctiong n’est pas continue en 0 et, par conséquent, pas continue
sur son domaine de définition. Pour ce faire, considérons la suite(xn)n∈N\{0} ⊆ R définie par
∀n > 0, xn := 1/n. On axn → 0 et, en tenant compte du fait quexn > 0 quel que soitn, f (xn) =
1−xn → 1 6= f (0) = 0. Ceci contredit la d́efinition de« f continue en 0» en termes de suites.

La fonctionh estcontinue sur son domaine de définition. Nous allons montrer la continuité de
h ena en distinguant les trois casa∈ ]−∞,−1[, a = 0, eta∈ ]1,+∞[.
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FIG. 1 – Graphe deg
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FIG. 2 – Graphe deh

– Soit a ∈ ]−∞,−1[ et xn → a. Comme]−∞,−1[ est ouvert, la suite fini par y rentrer i.e., il
existe unn0 ∈ N tel que∀n > n0, xn ∈ ]−∞,−1[. Par conśequent,h(xn) = 2+xn −−−−−−−→n−→∞, n>n0

2+ a = h(a). Donc h(xn) → h(a) — puisque la convergence de la queue d’une suite est
équivalentèa la convergence de celle-ci.

– Le cas òu a∈ ]1,+∞[ est toutà fait similaire et est laissé au lecteur.

– Restea = 0. Montrons que toute suite(xn) ⊆ Dom f qui converge vers 0 est ultimement
constante, c’est-à-dire que, pour un certainn0 ∈ N, on a∀n > n0, xn = 0. En effet, dans la
définition dexn→ 0, prenonsε = 1/2. Nous obtenons qu’il existe unn0 (c’est celui que nous
cherchons) tel que∀n > n0, |xn| = |xn− 0| 6 1/2. Par conśequent, pour toutn > n0, xn ∈
[−1/2,1/2]∩Dom f = {0} et doncxn = 0. Dès lors, pour toutn > n0, h(xn) = 0−−−−−−−→

n−→∞, n>n0

0 = h(0) et la continuit́e en 0 est prouv́ee.

Question 2.

(a) Énoncez le th́eor̀eme de la moyenne.

Cf. syllabus.

(b) Donnez une interprétation ǵeoḿetrique de ce th́eor̀eme en expliquant la relation avec l’énon-
cé donńe en (a).

Cf. syllabus.

(c) Montrez que toute fonction périodique f: R→R de classeC 1 poss̀ede une infinit́e de points
critiques. (Pour rappel, on dit que f est périodique si∃τ > 0, ∀x∈ R, f (x) = f (x+ τ).)

Consid́erons f sur l’intervalle[0,τ] où τ > 0 est la ṕeriode. Le th́eor̀eme de la moyenne affirme
qu’il existe unξ ∈ ]0,τ[ tel que f (τ)− f (0) = ∂ f (ξ )(τ −0). La ṕeriodicit́e implique quef (τ) =
f (0) et donc que∂ f (ξ ) = 0. D’autre part, comme les fonctionsx 7→ f (x+ τ) et x 7→ f (x) sont
égales, leurs d́erivées (qui existent par hypothèse) le sont aussi :∀x∈R, ∂x

(
f (x+τ)

)
= (∂ f )(x+

τ) = ∂ f (x) — autrement dit,∂ f est ṕeriodique de ṕeriodeτ. Par conśequent∂ f (ξ +nτ) = ∂ f (ξ +
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(n−1)τ) = · · · = ∂ f (ξ + 2τ) = ∂ f (ξ + τ) = ∂ f (ξ ) = 0 quel que soit1 n∈ N. Ceci montre que
les points (en nombre infini)ξ +nτ, n∈ N, sont des points critiques def .

Question 3. Soit A⊆ R2 l’ensemble d́efini par A:= {(x1,x2) ∈ R2 : x2 > |x1|} et repŕesent́e
ci-après. Pour chacune des propriét́es suivantes, dites si elle est vraie ou fausse. Argumentez votre
réponse.

(a) Vrai : ✔ Faux : ∃x∈ R2, ∀r > 0, B|·|2(x, r)∩A 6= ∅ etB|·|2(x, r)∩{A 6= ∅

(b) Vrai : ✔ Faux : ∀x∈ R2, (∃r > 0, B|·|2(x, r)⊆ A)⇒ x∈ A

(c) Vrai : Faux : ✔ ∀x∈ A, ∃r > 0, B|·|2(x, r)⊆ A
A

(a) Prenonsx= 0=(0,0) et vérifions qu’il satisfait bien∀r > 0, B|·|2(0, r)∩A 6= ∅ et B|·|2(0, r)∩
{A 6= ∅. Soit r > 0.

Le point(0, r/2) est dans B|·|2(0, r) (puisque
√

02 +(r/2)2 = r/2 < r) et dansA (puisque
r/2 > |0|= 0), ce qui montre que B|·|2(0, r)∩A 6= ∅.

Le point (0,−r/2) est dans B|·|2(0, r) (puisque
√

02 +(−r/2)2 = r/2 < r) et dans{A
(puisque−r/2 6> |0|= 0), ce qui montre que B|·|2(0, r)∩{A 6= ∅.

(b) Soit x ∈ R2 tel que∃r > 0, B|·|2(x, r) ⊆ A. Il faut montrer quex ∈ A. C’est le cas carx ∈
B|·|2(x, r)⊆ A.

(c) Il faut montrer que la ńegation est vraie,̀a savoir que

∃x∈ A, ∀r > 0, B|·|2(x, r) 6⊆ A

Comme la non-inclusioǹa A revientà dire que l’intersection avec{A est non-vide, on doit
en fait montrer que

∃x∈ A, ∀r > 0, B|·|2(x, r)∩{A 6= ∅

Il suffit de prendrex = (0,0) et de prouver, comme en (a), que, pour toutr > 0, (0,−r/2) ∈
B|·|2(0, r)∩{A

1Pouvez-vous montrer qu’en fait∂ f (ξ +nτ) = ∂ f (ξ ) = 0 quel que soitn∈ Z ?
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Question 4.

(a) Soit A⊆ RN. Définissez« A est ferḿe» en terme de boule.

∀x∈ RN, (∀r > 0, B(x, r)∩A 6= ∅)⇒ x∈ A

(b) Utilisez cette d́efinition pour montrer que

[0,1] est ferḿe ;

Soit x ∈ R tel que∀r > 0, B(x, r)∩ [0,1] 6= 0. (Rappelons que dansR, on consid̀ere la
norme« valeur absolue» pour laquelle B(x, r) = ]x− r,x+ r[.) Il faut montrer quex ∈
[0,1]. Supposons au contraire quex /∈ [0,1]. Distinguons deux cas :

– x < 0 : en prenantr = −x > 0, on a que]x− r,x+ r[∩ [0,1] = ]−2r,0[∩ [0,1] = ∅ ce
qui contredit l’hypoth̀ese de d́epart.

– x > 1 : en prenantr = x−1, on a que]x− r,x+ r[∩ [0,1]⊆ ]1,+∞[∩ [0,1] = ∅ ce qui,
de nouveau, contredit l’hypothèse de d́epart.

Comme on arrive toujours̀a une contradiction, on ne pouvait supposer quex /∈ [0,1], c’est-
à-dire qu’on ax∈ [0,1] comme voulu.

[0,1[ n’est pas ferḿe.

On doit montrer que la ńegation de la d́efinition est vraie, c’est-à-dire que

∃x∈ R, (∀r > 0, B(x, r)∩A 6= ∅)∧x /∈ A

Prenonsx = 1. Clairementx /∈ [0,1[. Restèa voir que∀r > 0, B(1, r)∩A 6= ∅. Soit r > 0.
Posonsρ = min{1, r/2}. Comme 1− r < 1−ρ < 1 < 1+ r (carρ 6 r/2 < r), on a que
1−ρ ∈ ]1− r,1+ r[ = B(1, r). De plus, comme 06 1−ρ < 1 (carρ 6 1), on a aussi que
1−ρ ∈ A. Donc 1−ρ ∈ B(1, r)∩A et on aétablit que B(1, r)∩A 6= ∅ comme on devait.

Question 5. Calculez le d́eveloppement de Taylor d’ordre2 en x= π/2, avec reste, de la fonc-
tion f : R→ R définie par

f (x) = x esinx

Réponse finale :∀x∈ R, ∃ξ ∈ [π/2,x]︸ ︷︷ ︸
Quantificateurśeventuels

f (x) =
π

2
e+e

(
x− π

2

)
− π

4
e
(

x− π

2

)2

︸ ︷︷ ︸
Développement de Taylor

+ 1
6

(
−3sinξ −ξ cosξ +3cos2ξ −3ξ cosξ sinξ +ξ cos3ξ

)
esinξ

(
x− π

2

)3︸ ︷︷ ︸
Reste

Détaillez ci-dessous vos calculs.

On a vu au cours que, commef est de classeC 3, ∀x∈ R, ∃ξ ∈ [π/2,x],

f (x) = f
(π

2

)
+∂ f

(π

2

)(
x− π

2

)
+ 1

2∂
2 f

(π

2
)
(

x− π

2

)2
+ 1

6∂
3 f (ξ )

(
x− π

2

)3
(1)
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Il faut donc calculer les trois premières d́erivées def et lesévaluer aux bons points. Les règles de
calcul de d́erivées impliquent

∂x f (x) =
(
∂xx

)
esinx+x∂xesinx = (1+xcosx)esinx

∂
2
x f (x) =

(
∂x(1+xcosx)

)
esinx+(1+cosx)∂xesinx = (2cosx−xsinx+xcos2x)esinx

∂
3
x f (x) =

(
∂x(2cosx−xsinx+xcos2x)

)
esinx+(2cosx−xsinx+xcos2x)∂xesinx

= (−3sinx−xcosx+cos2x−2x cosx sinx)esinx+(2cos2x−x sinx cosx+xcos3x)esinx

= (−3sinx−xcosx+3cos2x−3x cosx sinx+xcos3x)esinx

Par conśequent, en utilisant le fait que sin(π/2) = 1 et cos(π/2) = 0, on a

f
(π

2

)
=

π

2
e, ∂x f

(π

2

)
= e, ∂

2
x f

(π

2

)
=−π

2
e.

et il suffit de remplacer dans (1) pour avoir le résultat.

Question 6. Donnez toutes les solutions réelles u: R→ R : t 7→ u(t) de l’équation

∂
2
t u+∂tu−2u = sht (2)

RAPPEL : shx := 1
2(ex−e−x).

ÉQUATION HOMOGÈNE. Le polyn̂ome caract́eristique de l’́equation homog̀ene associéeà (2)
estP(λ ) = λ 2 + λ −2. Il poss̀ede 1 et−2 comme racines. Les solutions complexes de∂ 2

t u+
∂tu−2u = 0 sont donc

α et +β e−2t avecα,β ∈ C.

Comme (2) est̀a coefficients ŕeels, on a vu qu’on obtient toutes les solutions réelles en prenant
la partie ŕeelle des solutions complexes, ce qui donne :

α et +β e−2t avecα,β ∈ R.

SOLUTION PARTICULIÈRE POUR1
2 e1t . Comme 1 est racine du polynôme caract́eristique, on

est en ŕesonnance. On sait qu’il existe une solution particulièreu1 de la formeatet avec una à
déterminer. Comme

∂
2
t u1 +∂tu1−2u1 = 3aet

il faut que 3a = 1
2, c’est-̀a-dire quea = 1/6.

SOLUTION PARTICULIÈRE POUR−1
2 e−t . Ici, −2 n’est pas racine du polynôme caract́eristi-

que et donc on cherche une solution particulièreu2 de la formebe−t . Un simple calcul montre
que

∂
2
t u2 +∂tu2−2u2 =−2be−t

On va donc choisirb pour que−2b =−1/2, c’est-̀a-direb = 1/4.

SOLUTION PARTICULIÈRE POUR(2). Comme sht = 1
2 et−1

2 e−t et que l’́equation est lińeaire,
on trouve une solution particulière de (2) en additionnant les solutions particulières pour12 et et
−1

2 e−t (principe de superposition), ce qui donne

1
6t et +1

4 e−t
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SOLUTIONS DE (2). Toutes les solutions de (2) s’écrivent comme une solution particulière
de (2) et uńelément du noyau (principe de superposition), elles sont donc

α et +β e−2t +1
6t et +1

4 e−t avecα,β ∈ R.

Question 7. Rappelons que pour f: R→ R et A⊆ R, on d́efinit f(A) := { f (x) ∈ R : x∈ A}=
{y∈ R : ∃x∈ A, y = f (x)}.

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

-2 -1 0 1 2

︸ ︷︷ ︸
A = [0,2]

f(
A
)
=

[0
,8

]



(a) Soit f : R→ R : x 7→ x3 et A= [0,2].

Sur la figure ci-contre, esquissez le graphe de f , A
et f(A).
Déterminez f(A) par calcul.

f (A) = {y∈ R : ∃x∈ [0,2], y = x3}= [0,8]

Pour justifier la dernìereégalit́e, montrons les deux in-
clusions.

– f (A)⊆ [0,8]. Soity∈ f (A). Par d́efinition,y= f (x)
pour un certainx ∈ [0,2]. Commex 7→ x3 est crois-
sante, on d́eduit de 06 x 6 2 que 0= f (0) 6 f (x) 6
f (2) = 8 i.e., quey = f (x) ∈ [0,8].

– f (A)⊇ [0,8]. Soity∈ [0,8]. Il faut prouver quey∈
f (A), c’est-̀a-dire qu’il existe unx∈ [0,2] tel quey=
f (x). Prenonsx := 3

√
y. Comme ci-dessus, on déduit

de la croissante dey 7→ 3
√

y et dey ∈ [0,8] quex =
3
√

y∈ [0,2]. De plus,y = f (x) car f (x) = ( 3
√

y)3 = y.

Calculezsupf (A) et f(supA). Énoncez les ŕesultats
éventuellement utiliśes.

On a vu que le suprémum d’un intervalle[a,b] (a 6
b) est2 b. Ici, supf (A) = sup[0,8] = 8 et f (supA) =
f (sup[0,2]) = f (2) = 23 = 8.

(b) Prouvez que, quels que soient la fonction f: R → R croissante et continue et l’ensemble
A⊆ R non-vide et borńe suṕerieurement, on asupf (A) = f (supA).

INDICATION : Si A 6= ∅, alors il existe une suite(an)n∈N ⊆ A telle que an −−−→n→∞ supA.

On doit montrer quef (supA) est le supŕemum de f (A), c’est-̀a-dire que (selon une des
définitionséquivalentes du suprémum) :

∀y∈ f (A), y 6 f (supA) (3)

∃(yn)⊆ f (A), yn → f (supA) (4)

Prouvons (3). Soity ∈ f (A). Par d́efinition, il existe unx ∈ A tel quey = f (x). Puisque
le supŕemum est un majorant, on ax 6 supA. Comme f est croissante,3 on ay = f (x) 6
f (supA) comme d́esiŕe.

2En effet,b∈ [a,b] et∀x∈ [a,b], x 6 b, doncb est le maximum de[a,b], à fortiori le supŕemum.
3Pour rappel,« f croissante» veut dire que, quels que soientx1 et x2, si x1 6 x2 alors f (x1) 6 f (x2). Notons que

pour (3), on n’a pas besoin de la continuité de f .
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Passons̀a (4). Par d́efinition du supŕemum deA, on sait qu’il existe une suite(xn) ⊆ A telle
quexn → supA. Par continuit́e de f , on a f (xn) → f (supA). Posons(yn) :=

(
f (xn)

)
. On a

bien que(yn)⊆ f (A) — puisque, pour toutn, yn = f (xn)∈ f (A) — etyn = f (xn)→ f (supA).

(c) Donnez un exemple qui montre que la propriét́e (b) n’est pas ńecessairement vérifiée si f
n’est pas continue.

Prenons par exemple la fonctionf : R→ R définie par

f (x) :=

{
0 six < 0

1 six > 0

Cette fonction est croissante et n’est pas continue en 0 (c’est laissé en exercice). Choisis-
sonsA := ]−1,0[. On a supA = 0 (supŕemum d’un intervalle, vu au cours). Par ailleurs,
commeA⊆ ]−∞,0[, f (x) = 0 pout toutx∈A et doncf (A) = {0}. Par conśequent supf (A) =
sup{0}= 0 6= f (supA) = f (0) = 1, ce qui montre que (b) n’est pas vérifiée.

Question 8. Calculez les int́egrales suivantes :∫ 4

3

5
x2−3x+2

dx

Pour calculer cette intégrale, la technique est de l’exprimer comme somme de fractions simples.
On commence par factoriser le dénominateurx2−3x+2 = (x−1)(x−2) et on chercheα et β

tels que
5

x2−3x+2
=

α

x−1
+

β

x−2

Comme α

x−1 + β

x−2 = (α+β )x+(−2α−β )
x2−3x+2 , il suffit de satisfaire leśequationsα + β = 0 et−2α −

β = 5 qui ont pour solutionα =−5 etβ = 5. Dès lors∫ 4

3

5
x2−3x+2

dx =
∫ 4

3

−5
x−1

+
5

x−2
dx =

∫ 4

3

−5
x−1

dx+
∫ 4

3

5
x−2

dx

=−5ln|x−1|
]4
3 +5ln|x−2|

]4
3

=−5(ln3− ln2)+5(ln2− ln1)
=−5ln3+10ln2

(Rappelez-vous que ln1= 0.)∫ 1

0

√
1+x2dx en utilisant le changement de variable x= shy.

RAPPELS: chy = 1
2(ey+e−y), shy = 1

2(ey−e−y) ete−y = 1/ey.

La formule de changement de variable dit que∫ 1

0

√
1+x2dx =

∫ y1

y0

√
1+(shy)2∂y(shy)dy
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Examen (Info / Phys) (7 juin 2005) Correction

où y0 (resp.y1) est tel que 0= shy0 (resp. 1= shy1). Comme 1+sh2y= ch2y, que∀y, chy> 0,
et que∂y(shy) = chy, l’int égrale devient :∫ 1

0

√
1+x2dx =

∫ y1

y0

ch2ydy = 1
4

∫ y1

y0

(ey+e−y)2dy

= 1
4

∫ y1

y0

e2y+2+e−2y dy

= 1
4

∫ y1

y0

e2y dy+ 1
4

∫ y1

y0

e−2y dy+ 1
2

∫ y1

y0

dy

= 1
8 e2y]y1

y0
− 1

8 e−2y]y1

y0
+ 1

2y
]y1

y0

= 1
8(e2y1−e2y0)− 1

8(e−2y1−e−2y0)+ 1
2(y1−y0)

= 1
4

(
sh(2y1)−sh(2y0)

)
+ 1

2(y1−y0)

où on a utiliśe le fait que1
2 e2y (resp.−1

2 e−2y) est une primitive de e2y (resp. e−2y). Resteà
déterminery0 et y1. L’ équation 0= shy0 poss̀ede une seule solution4 y0 = 0. En remplaçant,
on a ∫ 1

0

√
1+x2dx = 1

4 sh(2y1)+ 1
2y1

De plus,5 sh(2y1) = 2shy1 chy1 = 2shy1

√
1+sh2y1 = 2

√
2. Par ailleurs, l’́equation shy1 = 1

peut se ŕeécrire

ey1− 1
ey1

= 2

Si on poseη := ey1, cetteéquation devientη −1/η = 2 ou encore (en la multipliant parη),
η2− 2η − 1 = 0. Cette dernìere équation a pour solutionsη = −1−

√
2 et η = −1+

√
2.

Commeη = ey1 > 0, seule la seconde solution doitêtre retenue : ey1 = −1+
√

2 ou encore
y1 = ln(−1+

√
2). On peut donc conclure que∫ 1

0

√
1+x2dx = 1

4 sh(2y1)+ 1
2y1 = 1

2

√
2+ 1

2 ln(
√

2−1)

4On le voit sur le graphe du sinus hyperbolique. Si on veut le justifier, on constate par calcul direct que sh0= 0 et
on voit que sh est strictment croissante (car∂ shy = chy > 0), donc injective.

5La formule sh(2y) = 2shy chy est similaireà sin(2y) = 2sinycosy. Elle se d́emontre aiśement : shy chy =
1
2(ey−e−y) · 1

2(ey−e−y) = 1
4(e2y−e−2y) = 1

2 sh(2y).
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