Analyse mathématique |

Examen (Math) (7 juin 2005)

Les eponses ci-dessous montramie solution possible pour chacune des question€eas
D’autres Esolutions sont possibles (pour savoir si la votre est correcte, veuillez consulter la
correction de vos copies).

La redaction &t faite avec le souci destiils. Il n’est pas @acessaire que la votre soit aussi
précise (comme d’habitude, nous avons besoinaEments qui nous permettent de suivre et
de juger de la pertinence de chacune &apes de votre raisonnement).

Question 1.

(@)

(b)

(€)

Soit f: R — R etac Domf. Définissez f est continue en a et termes de-6 eten termes
de suites.

Ene-6 :Ve >0, 36 >0, Vxe Domf, [x—a| <= |f(x)—f(a)| <€
En terme de suitesv(xn) € Domf, x, — a= f(x,) — f(a)

En utilisant la cefinition ene-6 donree en (a), prouvez que la fonction R — R : x+— /X
est continue en x 1. (La quali# de la édaction est importante.)

Il faut montrer
Ve >0,36 >0, ¥xe[0,+0of, [x—1<d=|f(X)—f(1)|=|v/x-1<e

Soite > 0. Prenons := ¢. Soitx € [0, +oo[ tel que|x— 1| < §. Montrons que,/Xx— /1| < ¢.
C’est le cas car

[VX=V1] = ’\/_Jr\/_ (multiplication et division par/x+v/'1)
X
B ‘\;(;(+1|1 (Ix— 1| < & par hypotlése et/x+ 1> 1)
<o=¢

Soientg R — R et h: R — R les deux fonctionsafinies par

) 2+X six< —1
1+x six<O .
(X)=1<0 six=0 h(x) = 0 six=0
99 = N T )2—x six>1

1-x six>0
” pas cefinie sixe [—-1,0[U]0,1]

Tracez le graphe de g sur la figure 1 (resp. de h sur la figure 2). Dites si g et h sont des
fonctions continues (sur leur domaine defidition). Justifiez voséponses partir de la
définition du point (a) que vousdirez.
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= Nous allons montrer que la fonctign’est pas continue en 0 et, par cégsent, pas continue
sur son domaine de&dinition. Pour ce faire, consatlons la suitéXn)nem joy € R définie par
vn> 0, X, :=1/n. On axy — O et, en tenant compte du fait gue> 0 quel que soih, f(xp) =
1—x,— 1+# f(0) = 0. Ceci contredit la éfinition de« f continue en G> en termes de suites.

» La fonctionh estcontinue sur son domaine défahition. Nous allons montrer la continéitle
h ena en distinguant les trois casc |-, —1[,a=0, etac |1,+oo|.

— Soita € |-, —1] et xy — a. Comme]—co, —1] est ouvert, la suite fini par y rentrer i.e., il

existe unng € N tel quevn > ng, Xy € |—o0, —1[. Par congquenth(xn) = 2+ Xy Paom——
—>00’ =110

2+a=h(a). Donch(x,) — h(a) — puisque la convergence de la queue d’une suite est
equivalentea la convergence de celle-ci.

— Le cas @mac |1,+o| est touta fait similaire et est laigsau lecteur.

— Restea = 0. Montrons que toute suite,) C Domf qui converge vers 0 est ultimement
constante, c’esa-dire que, pour un certaim € N, on avn > ng, x, = 0. En effet, dans la
définition dex, — 0, prenong = 1/2. Nous obtenons qu'il existe un (c’est celui que nous
cherchons) tel qu&n > ng, |[xn| = |Xn — 0| < 1/2. Par consquent, pour touh > ng, Xn €
[—1/2,1/2)nDomf = {0} et doncx, = 0. Des lors, pour tout > ng, h(X,) =0 ————

N—e, N=ng
0= h(0) et la continuié en O est prowae.
Question 2. Soit f: R — R une fonction continue telle que
f(x) =x2+0(x?) quand x> 0.
Prouvez que
() f(0)=0;

(b) 0estun minimum local de f;

(c) df(0) existe et vauo.
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(a) Rappelons que, pagfinition, o(x?) /x> — 0 lorsquex 7, 0. Des lors

2
f =21 o) e ~—0+0-0=0

x—0

Commef est suppase continuef (0) = Iimxi0 f(x) =0.
(b) Il faut prouver qu’il existe un voisinagé de 0 tel que
vxeV, f(0)< f(x).

Posongy(x) := f(x) — x%. Commeg(x) /x? 50,50 0, il existe uno > 0 tel quevx# 0, |x—

0] < 8 = |g(x)/x>—0| < 1/2. Poson¥ :=]—1/2,1/2[. Ce qu’on vient de dire peutétrire
comme
YxeV\{0}, —3x*<g(x)<ix

Par conéquent,

YxeV\{0}, f(x)=x2+gx) =x*—3x*=1x*>0=1(0)

NI

Bien entendu, on a aust{0) > f(0) et doncvx €V, f(x) > f(0) ce qui prouve que 0 est un
minimum (strict) sur le voisinageV de 0.

(c) En vertu de la dfinition de erivée, on a

: — . 24 0(x?
210 = i ZEZ = i S = e
x—0 x—0 x—0
2 2
— lim (X—FL);)X) —tim x4 Tim 2% lim x=0+0.0=0
x50 X x50 x20 X xZo

REMARQUE : On ne peut utiliser leésultat qui dit que la@rivée s’annule en un minimum
local que si on saita priori, quef est cerivable en 0 (ce qui n’est pas le cas ici).

Question 3.

(@) Enoncez le thoreme de la moyenne.
Cf. syllabus.

(b) Donnez une interg@tation geonetrique de ce thoreme en expliquant la relation aveékhion-
cé donre en (a).
Cf. syllabus.

(c) Montrez que toute fonctiorépiodique f: R — R de classé&’ pos®de une infiné de points
critiques. (Pour rappel, on dit que f esépodique sidt > 0, Vx € R, f(X) = f(X+1).)

v est un ouvert tel qu¥ > 0, c’est donc un voisinage O.
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Consiceronsf sur l'intervalle]0, 7] ol T > 0 est la @riode? Le theome de la moyenne affirme
qu'il existe un§ €10, 7| tel quef(7) — f(0) = df(&)(7 — 0). La périodicite implique quef (7) =
f(0) et donc qued f (&) = 0. D’autre part, comme les fonctioms— f(x+ 1) etx — f(x) sont
egales, leursétivees (qui existent par hypathe) le sont aussivx € R, ax(f(x-l— r)) =(df ) (x+

7) = d f(x) — autrement ditg f est eriodique de prioder. Par conéquen® f (& +nt) =d f(E +
(Nn—=11)=---=af(E+21) =af(E+1)=df(E) =0 quel que soitn € N. Ceci montre que
les points (en nombre infind +nt, n € N, sont des points critiques de

Question 4. Rappelons que pour:fR — R et AC R, on c&finit f(A) := {f(x) e R:x€ A} =
{yeR:IxeA y=f(x)}.
(@) Soit f:R —R:x— x3etA=0,2].
= Sur la figure ci-contre, esquissez le graphe de f, A 10
et f(A).
= Déterminez {A) par calcul.
f(A)={yeR:3xe[0,2, y=x} =1[0,§]
Pour justifier la derrireégali€, montrons les deux in- 5
clusions. 4
- f(A)C[0.8]. Soitye f(A). Pardfiniton,y=f(x)
pour un certairx € [0,2]. Commex — x> est crois- .
sante, on dduitde 0< x < 2 que 0= f(0) < f(X) < 0 L
1
2
3
4

0,8

F(A)
NS

f(2)=8i.e., quey= f(x) €[0,8].

— f(A)210,8]. Soitye [0,8]. Il faut prouver quey €
f(A), c’esta-dire gu'il existe unx € [0, 2] tel quey =
f(x). Prenons:= Jy. Comme ci-dessus, oreduit
de la croissante dg— Jy et dey € [0,8] quex =
Iy €[0,2]. De plusy = f(x) car f(x) = (&y)> =Y.

= Calculezsupf(A) et f(supA). Enoncez les @sultats
éventuellement utilés.

On a vu que le sugmum d'un intervallefa,b] (a<

b) est b. Ici, supf(A) = sugd0,8] = 8 et f(supA) =

f(sudo,2]) = f(2) =22 =8. 20 1 2

(b) Prouvez que, quels que soient la fonction® — R croissante et continue et 'ensemble
A C R non-vide et boré suggrieurement, on aupf(A) = f(supA).

2Pour I'argument, il suffit de prendnen  tel quevx € R, f(x) = f(x+ 7). On cEfinit la période commer* :=
inf{t > 0:VxeR, f(x)= f(x+1)}. Commef est continue, oktablit facilement qu&x e R, f(x) = f(x+7*). De
plus, sit* =0, il existe une suite de, > 0 telle quevx € R, f(x) = f(x+ 1) ett, — 0. Par consquent, quel que soit
X€ER, If(x) = Iim%ow =limp_o '((X”;ig‘f(x) =liMp_w % =0. Doncdf =0 surR et f est une fonction
constante.

3Pouvez-vous montrer qu'en faitf (& 4+-nt) = 3 f (&) = 0 quel que soih € Z ?

4En effet,b € [a,b] et¥x € [a,b], x < b, doncb est le maximum déa, b], & fortiori le supemum.
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On doit montrer quef (supA) est le supgmum def(A), c’esta-dire que (selon une des
definitionséquivalentes du supmum) :

vye f(A), y< f(supA) (1)
J(yn) € F(A),  yn— f(supA) (2)
Prouvons (1). Soiy € f(A). Par cfinition, il existe unx € A tel quey = f(x). Puisque

le supemum est un majorant, omxa< supA. Commef est croissante,on ay = f(x) <
f(supA) comme ésie.

Passons (2). Par éfinition du supemum deA, on sait qu’il existe une suites,) C Atelle
quex, — SUpA. Par continuié def, on af(x,) — f(supA). Posongy,) := (f(xn)). On a
bien queyn) C f(A) — puisque, pour tout, yn = f(Xn) € f(A) —etyn = f (X)) — f(SUpA).

(c) Donnez un exemple qui montre que la préf#i(b) n'est pas acessairementévifiee si f
n’est pas continue.

Prenons par exemple la fonctidn R — R définie par

F(x) = 0 s!x<0
1 six=0

Cette fonction est croissante et n’est pas continue en 0 (c’esk laisgxercice). Choisis-
sonsA :=]—1,0[. On a sufA = 0 (supeémum d’un intervalle, vu au cours). Par ailleurs,
commeA C |—o0, 0], f(x) =0 pout toutx € A et doncf (A) = {0}. Par congquent suf (A) =
sup{0} = 0+# f(supA) = f(0) = 1, ce qui montre que (b) n'est pa8rifiee.

Question 5. Calculez le éveloppement de Taylor d’ord&en x= /2, avec reste, de la fonc-
tion f:R — R définie par _
f(x) =xe™

Réponse finaleYx € R, 3¢ € [n/2,X

+ 1(—3sinE — Ecost +3cogE — 3¢ cost siné + EcosE) e (x— 2)3

Détaillez ci-dessous vos calculs.

SPour rappel« f croissantes> veut dire que, quels que soientetxp, Six; < X2 alorsf(x;) < f(xz). Notons que
pour (1), on n'a pas besoin de la contiguite f.
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On a vu au cours que, comniieest de class€, Vx € R, 3& ¢ [r/2,X],

(=10 +at(5) (- 3) 321D (x-2) ¥ (x-3) @

Il faut donc calculer les trois pregries @rivees def et lesévaluer aux bons points. Leggles de
calcul de @rivées impliquent

8Xf(x) (9xx) €™ x4 €™ = (1+ xcosx) €5
f(X) = ((1+xcoX)) €™ +(1+ cosx) &y €™ = (2 cosx — xsinx +xcos x) €5

(X) = (3k(2coX— xsinx+XCOF X)) €™ (2 cosk — XSiNX + XCOF X) I €5
— (—3sinX— XCOSX+ COS X — 2X COSX SiNX) €5™ 4 (2 coZ X — X SiNX COSX+ XCOS X) 5™
= (-

3sinx— Xcosx+ 3¢0$ X — 3x COSX Sinx + xcos’ x) 5™

Par conéquent, en utilisant le fait que $im/2) = 1 et cogz/2) =0, 0n a
T, T T 0 /T T
f(i) :Ee, 8xf(§):e, (9Xf(§):—§ e.

et il suffit de remplacer dans (3) pour avoir &sultat.

Question 6. Donnez toutes les solutiongelles u R — R : t — u(t) de 'équation
92U+ du—2u = sht (4)

RAPPEL: shx:= 3(e*—e7).

= EQUATION HOMOGENE. Le polyrdme caradristique de Bquation homogne assoéiea (4)
estP(1) = A2+ A — 2. Il posde 1 et-2 comme racines. Les solutions complexeside+
dtu— 2u = 0 sont donc

ad+Be?  aveca,pB eC.

Comme (4) esh coefficients&els, on a vu qu’on obtient toutes les solutioeslies en prenant
la partie Eelle des solutions complexes, ce qui donne :

ad+pe?  aveca,B eR.

= SOLUTION PARTICULIERE POUR%e t,  Comme 1 est racine du pol§me caradiristique, on
est en ésonnance. On sait qu'’il existe une solution parténalii; de la formeatée avec una a
determiner. Comme
d2uy + dug — 2up = 3aé

il faut que 3= 3, c’'esta-dire quea= 1/6.

= SOLUTION PARTICULIERE POUR—%e_t. Ici, —2 n’est pas racine du pol@me caradristi-
que et donc on cherche une solution partiengiu, de la formebe™t. Un simple calcul montre
que
92Uz + Oz — 2up = —2be!

On va donc choisib pour que—2b = —1/2, c’esta-direb = 1/4.
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= SOLUTION PARTICULIERE POUR(4). Comme sh= %et —%e‘t et que lequation est ligaire,
on trouve une solution particelie de (4) en additionnant les solutions partiends pou% e et
—% et (principe de superposition), ce qui donne

1 1.t

m SOLUTIONS DE (4). Toutes les solutions de (4)egrivent comme une solution partickle
de (4) et urelement du noyau (principe de superposition), elles sont donc

o +fe?+itd+1et  aveca,B cR.

Question 7.  Soit f € ¥1(R;R). Montrez que

(a) toutes les tangentes au graphe de f (en n'importe quelle abcisse) passéat@ar

si et seulement si
(b) f estla fonction x— cx pour un certain & R.

Veilleza la qualite des justifications fournies.
INDICATION : Pour (a)=- (b), commencez pdcrire I'équation qui exprime (a).

(b)=(a) C'estla partie facile. On prend we R et la fonctionf telle quevx € R, f(x) =cxet
on montre que toutes les tangentes au grapHepdssent pai0, 0). Uneéquation de la tangente au
graphe def au point d’abcisse esty = f(a) + d f(a)(x—a). En l'occurrence, commé(a) = ca
etdf(a)=c,ona

y=ca+c(x—a) c'esta-dire  y=cx

Il estévident qug0,0) appartient cette doite (vu que & c-0) — et ce quel que soé.

(a) = (b) Exprimons le fait que toutes les tangentes passent@8j. Comme on vient de le
dire, uneéquation de la tangente au graphefdau point d’abcissa esty = f(a) + d f(a)(x—a).
Elle passe paf0,0) si et seulement si & f(a)+df(a)(0—a), c’esta-dire sif(a) = df(a)a.
Comme c’est suppésvrai quel que soi, la fonction f doit satisfaire lequation diferentielle

xeR, Jdf(x)x= f(x) (5)

Il est facile de voir que les fonctions— cx sont solutions de (5). Pour prouver I'implication il
faut montrequ’il N’y en a pas d’autres

= On peut ésoudre cettéquation par la @thode des variableggaées : prenona € R,

f(x) X
In‘%‘:In\f(x)]—ln]f(a)]:/f(a) %drp:/a iz—g)dg (6)

X1 X
:/ —dé =In|x|—In|a] = InH
a 5 a
En passant aux exponentielles et en retirant les valeurs absolues, on trod\(ex)quet%a)x,
d’'ou f(x) = cxen posant:= +f(a)/a. Il y a cependant des praishes avec cette @hode de

résolution. Nous allons les mettre enidence en esquissant des moyens de les contourner. Une
demonstration alternative est d@eci-dessous.
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— Tout d’abord, on a un probime sif (a) = 0. D’ailleurs on est&r que ca arrive : (5) implique
que f(0) = 0. De deux choses l'une : ou bidnest identiquement nulle (et est une solution
de (5)), ou bienf(a) # 0 pour un certaira # 0. Par continui, on est 8r que f(x) # O Si
x est dans un voisinagé de a et donc on peut faire le calcul (6) poxre V. La question
est :V est-il grand ? Pour le savoir essayons de prendré amaximal : prenony comme
le plus grand intervalle contenaasur lequelf ne s’annule pas. OrP@ueV = Ja, ay[ avec
—oo L g <a<a< +wetf(a) =0 (resp.f(az) = 0) pour autant quey # — (resp.
ap # +). Sur]ag, ay| on peut faire le calcul (6) et on trouve qfiex) = cx. Au vu de cette
forme def, les seules possibiéis pour quef s’annule au bord d&as, ay[ est que, sa < 0,
a; = —w etap =0 et, sia> 0,a; = 0 etay = +. Cela donne legsultat (9) ci-dessous et on
continue de la r@me margre.

— Le second prol@ime est que (6) ne nous donne [@s) = cx comme on vient de I'affirmer
mais seulementif (x)| = ¢/|x| avecc := |f(a)|/|al. Bien entendu, cela implique que, pour
toutx, f(x) = £c'x mais il faut se rendre compte que le sighgeut prendre la valeut
pour unx et — pour un autre. Autrement dit, ce qu’on pe@ddiire de (6) est que

f(x) =o(x)c’x  aveco:V — {-1,+1} (7)

ol V =]—w,0[ onV = ]0,+o[ selorf le signe dea. Dans les deux cas, on remarque que
c’x ne change pas de signe 8urPar conéquent, sic change de signe sif, alorsf le fera
aussi. Mais commé est continue, le tioreme des valeurs integdiaires implique qu’alor$
pos®de une racine daivs Ceci contredit la dfinition deV. Des lorsoc =1 surV ouc = —1
surV et dans les deux cas, on conclut &) = cxavecc = o(x)c’ est uneconstante

= Voici une esolutionalternativequi évite les difficulés de la pecedente. On commence par
remarquer que

vxe R\ {0}, é)X(fg(x)> _ 8f(x)>;2— f(x)

Par congquentf est constante sy, 0] et sur|0, +], c’esta-dire qu'il existe des constantes
réellesc_ etc, telles qué

—0 (8)

Vxe]-w 0], f(x)=c_x et Vxe]0,+oof, f(X)=cix (9)
La continuié de la @rivée def en 0 implique que_ = c,.. En effet,

c_.=Ilimc_=IlimJdf(x)=df(0)=limdf(x)=Ilimcy=c,.
X0 X0 x>0 x>0
On adoncyx € R\ {0}, f(x) =c:=c; =c_. Commef est continue en O,
f(0)=Ilim f(x) = limc=c.
XiO x—0

On peut donc conclure g € R, f(X) = ¢, comme recheréh

5Pouvez-vous le@montrer ?

’En effet, le termes (x) ne permet pas de nouveawbras et donc I'argument basur la fausse conclusidifx) = cx
peutétre Epete en utilisant (7).

8Notez que, de (8), on ne pepsconclure que_ = ¢, . En effet, sion prend: R\ {0} — R définie par

g(x) = {O six<0

1 six>0

on a bien qu&x € R\ {0}, dg(x) = 0 et, pour cette fonctiors,_ =0 etc. = 1.
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Question 8. Consicerons l'equation diférentielle ordinaire suivante :
92X+ X = sin(oyx) + € (10)
ou x: R — R. Donnez un&quation de la forme
gu=F(t,u) (12)

ol u: R — R? estl'inconnue et E R x R? — R? esta determiner, de magiea ce que les solutions
de (10) et de (11) se correspondent. Expliquez en quoi consiste cette correspondance (i.e., quelle
est la bijection entre les ensembles de solutions x et u).

Le F recherck est dona par
F:RxR*—R?: (t, (ug,Up)) — (U, —Uy +sinup + &)

La correspondance entre les solutions de (10) et de (11) est la suivante :
= six: R — R est solution de (10), alots— (X(t),dix(t)) est solution de (11);

m Six:R — R?:t— (uy(t),un(t)) est solution de (11), alotg (la premire composante d§ est
solution de (10).
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Question 1.

(@)

(b)

(©)

Soit f: R — R etac Domf. Définissez f est continue en a et termes de-6 eten termes
de suites.

Ene-6:Ve >0, 36 >0, Yxe Domf, [x—a]<d=|f(x)—f(a)|<e

En terme de suitesv(xn) € Domf, x, — a= f(x,) — f(a)

En utilisant la cefinition ene-6 donree en (a), prouvez que la fonction R — R : x+— /X
est continue en x 1. (La quali# de la €daction est importante.)

INDICATION : L'identité suivante peut vous aidefy/x— 1)(y/x+ 1) = x— 1.

[l faut montrer

Ve >0,38 >0, Vxe [0, 4o, [x—1] <= |F(x)—F(1)|=|v/X—1 <e

Soite > 0. Prenong := ¢. Soitx € [0, +oo| tel que|x— 1| < §. Montrons que/x— /1| < e.
C’est le cas car

Xx—1

[VX—=V1| = ‘m‘ (multiplication et division par/X+ v/1)
X
- \I;()_(—+1|1 (Jx—1| < & par hypotlese ety/x+1 > 1)
<o6=¢

Soientg R — R et h: R — R les deux fonctionsafinies par

) 2+ X six< -1
1+x six<O0 .
(x)=<0 six=0 h(x) = 0 six=0
99 = N )2-x six>1

1-x six>0 - .
X six pas cfinie sixe [-1,0[U]0,1]

Tracez le graphe de g sur la figure 1 (resp. de h sur la figure 2). Dites si g et h sont des
fonctions continues (sur leur domaine defidition). Justifiez voséponses partir de la
définition du point (a) que vousgirez.

= Nous allons montrer que la fonctignn’est pas continue en 0 et, par cégsent, pas continue
sur son domaine de&dinition. Pour ce faire, consatlons la suitéXn)ner joy € R définie par
vn> 0, X, :=1/n. On ax, — 0 et, en tenant compte du fait que> 0 quel que soih, f(x,) =
1—xn — 1+# f(0) = 0. Ceci contredit la éfinition de« f continue en 6> en termes de suites.

» La fonctionh estcontinue sur son domaine défahition. Nous allons montrer la continéitle
h ena en distinguant les trois casc |-, —1[,a=0, etac |1,+oo|.
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FIG. 1 - Graphe dg FIG. 2 — Graphe dé&

— Soita € |-, —1] et xy — a. Comme]—oco, —1] est ouvert, la suite fini par y rentrer i.e., il
existe umg € N tel quevn > ng, X, € |—o0, —1[. Par congquenth(xn) = 2+ Xy P
2+ a=h(a). Donch(x,) — h(a) — puisque la convergence de la queue d'une suite est
équivalentea la convergence de celle-ci.

— Lecas @ ac |1, 4| est touta fait similaire et est laigsau lecteur.

— Restea = 0. Montrons que toute suite;,) C Domf qui converge vers 0 est ultimement
constante, c’esidire que, pour un certaim € N, on avn > ng, X, = 0. En effet, dans la
définition dex, — O, prenong = 1/2. Nous obtenons qu'il existe ur (c’est celui que nous
cherchons) tel qu&n > ng, |xn| = [xn — 0] < 1/2. Par congquent, pour touh > ng, X, €
[—1/2,1/2)nDomf = {0} et doncx, = 0. Des lors, pour tout > ng, h(x,) =0

0= h(0) et la continuié en O est proae.

_
n—oo, N>Ng

Question 2.

(a) Enoncez le taoreme de la moyenne.
Cf. syllabus.

(b) Donnez une interg@tation geonetrique de ce thoreme en expliquant la relation aveétion-
cé donre en (a).
Cf. syllabus.

(c) Montrez que toute fonctiorépiodique f: R — R de class&™ pos@de une infiné de points
critiques. (Pour rappel, on dit que f esépodique sidt > 0, Yx € R, f(x) = f(x+1).)

Consiceronsf sur l'intervalle [0, 7] ou T > 0O est la @riode. Le tleoreme de la moyenne affirme
qu'’il existe uné €10, 7| tel quef(t) — f(0) = df(§)(7 — 0). La périodicite implique quef(t) =
f(0) et donc qued f(§) = 0. D’autre part, comme les fonctioms— f(x+ 7) etx — f(x) sont
égales, leursétivées (qui existent par hypdtbe) le sont aussi/x € R, ox(f(x+ 1)) = (9 f ) (x+
7) = d f (X) — autrement ditg f est geriodique de prioder. Par consquen®d f (£ +nt) =d (& +
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(n—1)7)=---=df(E+21)=df(E+ 1) = df(E) =0 quel que soltn € N. Ceci montre que
les points (en nombre infind + nt, n € N, sont des points critiques de

Question 3. Soit AC R? 'ensemble @fini par A:= {(x1,%2) € R?: %o > |x1|} et repesent
ci-apres. Pour chacune des proptés suivantes, dites si elle est vraie ou fausse. Argumentez votre
réponse.

(a) Vrai: [0 Faux:[| 3xeR? Vr>0, B ,(xr)NA#zetB,(xr)NCA# o
(b) Vrai: [0 Faux:[] VYxeR? (3r>0, B,(x,r) CA) =XxcA
(c)Vrai:[] Faux:[0 vxeA 3r>0,Bp,(xr) CA

(@) Prenonx=0= (0,0) et\erifions qu'il satisfait bietvr >0, B|.,,(0,r)NA# @ et By, (0,r)N
CA £ @. Soitr > 0.

= Le point(0,r/2) estdans B, (0,r) (puisque,/0%+(r/2)2 =r /2 < r) et dansA (puisque
r/2 > [0] = 0), ce qui montre que B,(0,r) NA # .

= Le point (0,—r/2) est dans B, (0,r) (puisque\/0?+ (—r/2)? =r/2 < r) et dansCA
(puisque—r /2 % |0] = 0), ce qui montre que B,(0,r) N CA+£ .

(b) Soitx € R? tel que3r > 0, B|.,,(X,r) € A. Il faut montrer quex € A. C’est le cas car €
B.,(x,r) CA
(c) Il faut montrer que la @gation est vraigg savoir que

IXeA Vr>0, B,(xr) ZA

Comme la non-inclusiod A revienta dire que l'intersection avedA est non-vide, on doit
en fait montrer que
Ixe A Vr>0, B,(x,r)NCA#£ 2

Il suffit de prendrex = (0,0) et de prouver, comme en (a), que, pour towt 0, (0,—r/2) €
BHZ(O,I') NCA

IPouvez-vous montrer qu’en faitf (£ +nt) = 9 f (&) = 0 quel que soih € Z?
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Question 4.

(a) Soit AC RN, Définissez A est ferné » en terme de boule.
Yx e RN, (vr >0, B(x,r)NA# &) = x€ A

(b) Utilisez cette éfinition pour montrer que
= [0,1] estferng;
Soitx € R tel queVvr > 0, B(x,r)N0,1] # 0. (Rappelons que dari®, on consiére la

norme« valeur absolue> pour laquelle Bx,r) = |x—r,x+r[.) Il faut montrer quex €

[0,1]. Supposons au contraire gué [0, 1]. Distinguons deux cas :

— X< 0:enprenant = —x> 0, on a qugx—r,x+r[N[0,1] =]-2r,0[N[0,1] = & ce
qui contredit I'hypotlése de dpart.

— Xx>1:enprenant =x—1,0naquex—r,x+r[N[0,1] C]1,+»[N[0,1] = & ce qui,
de nouveau, contredit I'hypoéise de dpart.

Comme on arrive toujour une contradiction, on ne pouvait supposerxj@eo, 1], c’est-

a-dire qu'on & € [0,1] comme voulu.

= [0,1] n'est pas ferré.
On doit montrer que laggation de la éfinition est vraie, c’esk-dire que

IxeR, (Vr >0, B(x,r)NA#)AX¢ A

Prenonx = 1. Clairemenk ¢ [0,1]. Restea voir quevr > 0, B(1,r)NA# &. Soitr > 0.
Posongp = min{1,r/2}. Comme :-r <1—p <1< 1l+r (carp <r/2<r),onaque
1-pe|]l—r1+r[=B(1,r). De plus,comme & 1—p < 1 (carp < 1), on a aussi que
1—p e A Donc 1-p € B(1,r)nAet on aétablit que B1,r) N A # @ comme on devait.

Question 5. Calculez le éveloppement de Taylor d’ord&en x= /2, avec reste, de la fonc-
tion f: R — R définie par _
f(X) — x eSinx

Réponse finaleYx € R, 3¢ € [n/2,X]

+ %(—3sin§ —EcosE +3co§§ —3E cost siné +§co§§) esing (x- g)s

Détaillez ci-dessous vos calculs.

On a vu au cours que, comnfieest de class&?, Vx € R, 3& € [n/2,X],

(0= 1(5)+2(5) (x—5) +32%1 (5) (x~ g>2+%83f(§)(x— gf (1)
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Il faut donc calculer les trois pregmies @rivées def et lesévaluer aux bons points. Leggles de
calcul de @rivées impliquent

I f (X) = () €M™ 4xd €™ = (14 xcosx) €5

92 () = (d(1+xcosx)) €™ 4(1+ cosx) ok "™ = (2 cosx— xsinx+ xco x) e

I3 (X) = (dx(2COKX— XSiNX+ XCOFX) ) €™ +(2 coSX — XSiNX+ XCOF X) Iy €5
— (—3sinX— XCOSX+ COS X — 2X COSX SiNX) €5™ 4 (2 coZ X — X SiNX COSX + X oS X) 5™
— (—3sinx — xcosx+ 3co$ x — 3x cosx sinx + xcos x) 5™

Par congéquent, en utilisant le fait que $im/2) = 1 et cogx/2) =0, on a

T T T T T
f(z)zze, 8Xf(§):e, 8)(2f(§):—§e

et il suffit de remplacer dans (1) pour avoir &sultat.

Question 6. Donnez toutes les solutiongelles u R — R : t — u(t) de 'equation
92U+ du— 2u = sht 2)

RAPPEL: shx:= (e*—e™X).

» EQUATION HOMOGENE. Le polyrdme caradristique de Bquation homogne assoéiea (2)
estP(1) = A2+ A — 2. Il posde 1 et-2 comme racines. Les solutions complexeside+
diu—2u = 0 sont donc

ad+Be 2

Comme (2) esh coefficients&els, on a vu qu’on obtient toutes les solutiogslies en prenant

la partie Eelle des solutions complexes, ce qui donne :

aveca,f € C.

ad+Be?  aveca,B eR.

= SOLUTION PARTICULIERE POUR%E t.  Comme 1 est racine du pol§me caradristique, on
est en ésonnance. On sait qu'’il existe une solution partérali; de la formeatée avec una a
determiner. Comme
8t2U1 +diup —2u; = 3a¢é

il faut que = 3, c'esta-dire quea = 1/6.

= SOLUTION PARTICULIERE POUR—%e_t. Ici, —2 n’est pas racine du polgme carad@risti-
que et donc on cherche une solution partiendiu, de la formebe™t. Un simple calcul montre
que

92Uz + Az — 2up = —2be!

On va donc choisib pour que—2b = —1/2, c’esta-direb = 1/4.

= SOLUTION PARTICULIERE POUR(2). Comme sh= €& —3e! et que lequation est lidaire,
on trouve une solution particelie de (2) en additionnant les solutions partiends pour—% e et
—% et (principe de superposition), ce qui donne

1 1 .-t
étet+ze
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m SOLUTIONS DE (2). Toutes les solutions de (2)e€rivent comme une solution particeie
de (2) et urelement du noyau (principe de superposition), elles sont donc

ad+fe?+itd+1et  aveca,B cR.

Question 7. Rappelons que pour:fR — R et AC R, on c&finit f(A) ;== {f(x) e R: xe€ A} =
{yeR:IxeA y=f(x)}.

(@) Soit f:R —R:x— x3etA=0,2]. »

= Sur la figure ci-contre, esquissez le graphe de f, A 10
et f(A).
= Déterminez {A) par calcul.
f(A)={yeR:3xe[0,2, y=x}=10,8]

Pour justifier la dermireégalie, montrons les deux in-

clusions.

— f(A)C0,8]. Soitye f(A).Par cfinition,y= f(x)
pour un certairx € [0,2]. Commex — X° est crois-
sante, on @duit de 0< x < 2 que 0= f(0) < f(x) <
f(2)=8i.e., quey= f(x) €[0,8].

— f(A) 210,8]. Soitye [0,8]. Il faut prouver quey €
f(A), c’esta-dire gu'il existe urx € [0, 2] tel quey =
f(x). Prenonsc:= 3y. Comme ci-dessus, oreduit
de la croissante dg— 3y et dey € [0,8] quex =
Iy €[0,2]. De plusy = f(x) car f(x) = (gy)> =Y.

= Calculezsupf(A) et f(supA). Enoncez les @sultats
éventuellement utiles.

On a vu que le supmum d’un intervallefa, b] (a <
b) est b. Ici, supf(A) = suf0,8] = 8 et f(supA) =
f(sugo,2]) = f(2) =23 =8. -2 -1 0 1 2

0,9

f(A)
NS

R T T R T S B B |
© 00 g O O kR W N = O =N W RO N o O
1~

1
—_
o

(b) Prouvez que, quels que soient la fonction® — R croissante et continue et 'ensemble
A C R non-vide et boré suggrieurement, on gupf(A) = f(supA).

INDICATION : Si A# &, alors il existe une suitéan)neny € A telle que @ ——» SUpA.

On doit montrer quef (SupA) est le supgmum def(A), c’esta-dire que (selon une des
definitionséquivalentes du supmum) :

vye f(A), y<f(suph) )
Alyn) € F(A), Yo — f(supA) (4)

Prouvons (3). Soiyy € f(A). Par cfinition, il existe unx € A tel quey = f(x). Puisque
le supemum est un majorant, omxa< supA. Commef est croissantg,on ay = f(x) <
f(supA) comme ésie.

2En effet,b € [a,b] etvx € [a,b], x< b, doncb est le maximum déa, b], & fortiori le supemum.
3Pour rappelg f croissantes veut dire que, quels que soientetxy, six; < X alors f (x1) < f(x2). Notons que
pour (3), on n'a pas besoin de la contirguite f.
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Passons (4). Par éfinition du supemum deA, on sait qu'il existe une suitex,) C Atelle
quex, — SUpA. Par continuié def, on af(x,) — f(supA). Posongyy) := (f(x))). On a
bien queyn) C f(A) — puisque, pour tout, yn = f(Xn) € f(A) —etyn= f (X)) — f(SUpA).

(c) Donnez un exemple qui montre que la préfii(b) n'est pas acessairementévifiee si f
n’est pas continue.

Prenons par exemple la fonctidn R — R définie par

0 si 0
f(x):= S!X<
1 six>=0

Cette fonction est croissante et n’est pas continue en 0 (c’est laisgxercice). Choisis-
sonsA :=|—1,0[. On a suf\ = 0 (supeémum d’'un intervalle, vu au cours). Par ailleurs,
commeA C |-, 0], f(x) =0 pout toutx € A et doncf (A) = {0}. Par congquent suf (A) =
sup{0} = 0+# f(supA) = f(0) =1, ce qui montre que (b) n'est pa8rifiee.

Question 8. Calculez les irtgrales suivantes :

4 5
—————dXx
- /3 X2 —3x+2
Pour calculer cette igrale, la technique est de I'exprimer comme somme de fractions simples.

On commence par factoriser lémbminateux? — 3x+2 = (x— 1)(x— 2) et on cherchex et

tels que
5 o« n B
X2—-3x+2 x—1 x-2
Comme.%; + £ = (O‘w}()zxfg(x_fzo‘_ﬁ), il suffit de satisfaire legquations + f = 0 et—2a —

B =5 qui ont pour solutiorx = —5 et = 5. Des lors

4 5 45 5 4 _5 4 5
/3 x2—3x+2dx_/3 x—1+x—2dx_/3 x—ldX+/3 x—ZdX

= —5Injx— 1|}3+5In|x—2]]g
=—-5(In3-In2)+5(In2—1In1)
= —5In3+10In2

(Rappelez-vous que In 0.)
1
. / v/ 1+ x2dx en utilisant le changement de variable=shy.
0

RAPPELS: chy = 3(&/+e7Y),shy= (&' —eY) ete V= 1/¢.
La formule de changement de variable dit que

/01\/1+x2dx:/y:l\/lJr(shy)Z&y(shy)dy
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ollyp (resp.y1) est tel que G= shyp (resp. 1= shy;). Comme 4+ sy = ch?y, quevy, chy >0,
et quedy(shy) = chy, l'intégrale devient :

1 y1 y1
/O\/1+x2dx:/y chzydy:%/y (&+e7Y)%dy

0 0

Y1
1 r2+e ¥y

Yo
Y1 Y1 Y1
; / Hdy+1 [ eay+l [ dy
Yo Yo Yo

1211 1 -2y, 1Y
g(':'Zy]yclj —8€ y}y; + ?y}y;

(e —¥) — g —e ) + 3(y1—Yo)

7 (sh(2y1) —sh(2yo)) + 3(y1 — Yo)

ol on a utilis le fait quese® (resp.—3e %) est une primitive de? (resp. €). Restea
détermineryg ety;. L’ équation 0= shyp posgde une seule solutidryy = 0. En remplacant,

ona
1
/0 V14+xX2dx = %sh(Zyl) +%y1

De plus® sh(2y;) = 2shy; chy; = 2shy;\/1+shPy; = 2v/2. Par ailleurs, Bquation sly; = 1
peut se eecrire

1

1 —

evi
Si on posen := &1, cetteéquation devient) — 1/n = 2 ou encore (en la multipliant pay),
n?—2n —1 = 0. Cette derriire équation a pour solutiong = —1—+/2 etn = -1+ /2.
Commen = &1 > 0, seule la seconde solution déitre retenue :% = —1+ /2 ou encore
y1 = In(—1+4+/2). On peut donc conclure que

1
/o V1+x2dx=sh(2y1) + 3y1 = 3v2+ 3In(v2-1)

40n le voit sur le graphe du sinus hyperbolique. Si on veut le justifier, on constate par calcul direct gué sh0
on voit que sh est strictment croissante (€ahy = chy > 0), donc injective.

SLa formule sfi2y) = 2shychy est similairea sin2y) = 2sinycosy. Elle se @montre aiément : slychy =
le—eV) (e/—eY)=L(e¥—e?)=1sh2y).
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