Analyse mathématique | Nom: ..

Examen (17 ao(t 2005) Section : Mathématique

Lisez ces quelques consignes avant de commencer I'examen.
= Veuillez commencer par écrire en lettn@sJuSCULESVotre nom et prénom suoutesles
feuilles. Les feuilles sans nom ne seront pas corrigées.

» Veuillez vous assurer que vous comprenez la question qui vous est posée et faites attention
a ce que le texte que vous écrivez y réponde explicitement (par exemple : le correcteur ne
doit pas avoir a conclure lui-méme).

= Quand il est nécessaire de justifier, votre argumentation doit convaincre le lecteur. En I'ab-
sence de justification dans un tel cas, le résultat final, méme correct, n’a pas de valeur.

s Veillez a faire uneédactionsoignée de vos réponses. Celle-ci sera prise en compte. Notez
gue nous ne lirons pas vos brouillons.

= N’employezpasle dos de la feuille d’'unautre questiorpour finir votre réponse !

Question 1.

(@) Soit(xn)ner € R eta € R. Donnez la formule quantifiée qui exprime le fait qug,«— a ».

(b) En utilisant la définition ci-dessus, prouvez que(si)n>100 C R est une suite telle que
Xn — 1, alorsx3,, .o, — 1. La qualité de la rédaction est importante.
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Question 2. Soit la fonction

0 Six<O0
f(x) =< X2 sio<x<1
Ax+1 six>1

ou A est un paramétre réel.

(&) Pour quelle(s) valeur(s) d& la fonction f est-elle continue ? Montrez la continuité de la
fonction f pour ces valeurs.

(b) Pour quelle(s) valeur(s) dela fonctionf n’est-elle pas continue ? Pour ces valeurs, prouvez
quef n’est pas continue.

Enoncez clairement les définitions et résultats que vous utilisez.
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Question 3. Donnez toutes les solutions réellesR — R : x — u(x) de I'équation

d2u+u=cosX+xe*
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Question 3 (suite). Continuez votre réponse sur cette page, si nécessaire.

4/11



Analyse mathématique | Nom :

Examen (17 ao(it 2005) Prénom :
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Question 4. Calculez le développement de Taylor d’ordre 3xea 0 de la fonctionf : R — R /6
définie par

ch? 3x
C14x2

f(X)

Réponse finale¥x € R,

Détaillez ci-dessous vos calculs.
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Question 4 (suite). Continuez vos calculs sur cette page.

Question 4 (suite). En vous aidant du développement ci-dessus, calculez la limite suivante :

: f(x)—1
lim 5
x 7,0 XCOX+€“ —x—1
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Question 5. / 8
m Définissez <A C R est ouvert ».

s Définissez

- )

» Rappelons qu'un ensembfeC R est ditdensedansR si adhA = R. Prouvez que\ est dense
si et seulement six € R, Ve > 0, dJac A, ac€ |x—&,x+ g[. Comme d’habitude, identifiez
clairement les résultats du cours utilisés.

= Prouvez que 99 est un ensembliéni de points d&R, alorsA:= R\ P est ouvert et dense daRs
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Question 5 (suite).
= Prouvez que sh et B sont ouverts et denses daRsalorsAN B l'est aussi.
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Question 6. Soit f : R — R une fonction croissante (mais pas nécessairement continue). /6
= Rappelez la définition de &: R — R est une fonction croissante ».

= Montrez que, quel que sate R,
lim f(x) = sup{f(x) :x < a}
X—a

et que cette quantité n’est jamaiso.
INDICATIONS : Commencez par prouver que le suprénsim sup({ f (x) : x < a} est un nombre

réel. Ensuite montrez quigx) — slorsquex = a (rappelez vous qu’on ne sait pas a priori que
la limite existe).
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Question 6 (suite).

= En utilisant le point précédent avg(x) = —f(2a— x) au lieu def, déduisez que

VaeR, lim f(x) =inf{f(x):x>a}

NSV

INDICATION : Compléter le dessin ci-contre en ajoutaat-2x.

= Exhibez un exemple de fonction croissamtqui montre qu’on a pas nécessairement

lim f(x) =sup{ f(x):x<a}

<
X—a
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Question 7. Considérons I'équation différentielle ordinaire suivante : /3
X+ x = dx+ & —9x (1)
oux:R — R. Donnez une équation de la forme
ou=F(t,u) (2)

oliu: R — R3estl'inconnue eF : R x R® — R3 est & déterminer, de maniére a ce que les solutions
de (1) et de (2) se correspondent. Expliquez en quoi consiste cette correspondance (i.e., quelle est
la bijection entre les ensembles de solutigms u).
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Examen (17 ao(t 2005) Section : Info/Phys

Lisez ces quelques consignes avant de commencer I'examen.
= Veuillez commencer par écrire en lettn@sJuSCULESVotre nom, prénom et barrer la sec-
tion inutile surtoutesles feuilles. Les feuilles sans nom ne seront pas corrigées.

» Veuillez vous assurer que vous comprenez la question qui vous est posée et faites attention
a ce que le texte que vous écrivez y réponde explicitement (par exemple : le correcteur ne
doit pas avoir a conclure lui-méme).

= Quand il est nécessaire de justifier, votre argumentation doit convaincre le lecteur. En I'ab-
sence de justification dans un tel cas, le résultat final, méme correct, n’a pas de valeur.

s Veillez a faire uneédactionsoignée de vos réponses. Celle-ci sera prise en compte. Notez
gue nous ne lirons pas vos brouillons.

= N’employezpasle dos de la feuille d’'unautre questiorpour finir votre réponse !

Question 1.

(@) Soit(xn)ner € R eta € R. Donnez la formule quantifiée qui exprime le fait qug,«— a ».

(b) En utilisant la définition ci-dessus, prouvez que(si)n>100 C R est une suite telle que
Xn — 1, alorsx3,, .o, — 1. La qualité de la rédaction est importante.
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Question 2. Soit la fonction

0 Six<O0
f(x) =< X2 sio<x<1
Ax+1 six>1

ou A est un paramétre réel.

(&) Pour quelle(s) valeur(s) d& la fonction f est-elle continue ? Montrez la continuité de la
fonction f pour ces valeurs.

(b) Pour quelle(s) valeur(s) dela fonctionf n’est-elle pas continue ? Pour ces valeurs, prouvez
quef n’est pas continue.

Enoncez clairement les définitions et résultats que vous utilisez.
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Question 3. /11

» Soit f : R — R : x+— f(X) une fonction dérivable et € intDomf. Donnez une équation car-
tésienne de la tangente au graphefdau point(a, f(a)). Donnez les coordonnées du point
d’intersection entre cette tangente et I'axe elSxpliquez votre démarche.

= Montrez queo(x*)o(x3) = o(x’) quandx — 0. Rappelez les définitions que vous utilisez et
détaillez vos calculs.

3/11



Analyse mathématique |

Examen (17 ao(it 2005)

Section : Info/Phys

Question 3 (suite).

» Définissez «p est le développement de Taylor éienaa I'ordren ». Donnez le développement

de Taylor def : R — R : x+— 5x% — 3x®+x° enx = 1 & I'ordre 4 et justifiez votre réponse grace
a la définition donnée.

= SoitA C RN. Définissez «A est fermé » en terme de suites. En utilisant cette définition, montrez
que[—1,5] est fermé et qué-1,5| ne I'est pas.
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Section : Info/Phys

Question 4. Soitf : R — R: x— f(x). Les implications suivantes sont-elles vraies ou fausses ?/6

@

f est contlnue¢ f est dérivable

(b)

Appuyez chacune de vos réponses par une preuve détaillée contre-exemple explicite. Enon-
cez clairement les définitions que vous utilisez.

1Un argument du type « vu au cours » n’est pas accepté.
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Examen (17 ao(it 2005)

Question 5. Calculez le développement de Taylor d’ordre 3xea 0 de la fonctionf : R — R

définie par
B ch? 3x
C14x2

F(x)

Réponse finale¥x € R,

Détaillez ci-dessous vos calculs.

Section : Info/Phys
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Question 5 (suite). Continuez vos calculs sur cette page.

Question 5 (suite). En vous aidant du développement ci-dessus, calculez la limite suivante :

: f(x)—1
lim 5
x 7,0 XCOX+€“ —x—1
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Question 6. Donnez toutes les solutions réellesR — R : x — u(x) de I'équation

d2u+u=cosX+xe*
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Question 6 (suite). Continuez votre réponse sur cette page, si nécessaire.
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Question 7. Calculez les intégrales suivantes :

1 x
I/O mdx

4 5
-/xe?‘dx
3
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Question 8. Ecrivez les ensembles suivants sous la forme d’une union finie d’intervalles (éven- 6
tuellement non bornés) disjoints. Justifiez votre réponse.
s A={yecR:3xeR, y>sinx}

nB={zcR:VscR, £-s<0=2z>s}
s C={xeR:VteR, Ju<t, x>u}
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