Analyse mathematique | Nom :.

Prénom:

Examen (16 aodt 2006) Section : Mathématique

Lisez ces quelques consignes avant de commencer 1’examen.
m Veuillez commencer par écrire en lettres MAJUSCULES votre nom et prénom sur foutes les
feuilles. Les feuilles sans nom ne seront pas corrigées.

m Veuillez vous assurer que vous comprenez la question qui vous est posée et faites attention
a ce que le texte que vous écrivez y réponde explicitement (par exemple : le correcteur ne
doit pas avoir a conclure lui-méme).

m Quand il est nécessaire de justifier, votre argumentation doit convaincre le lecteur. En 1’ab-
sence de justification dans un tel cas, le résultat final, méme correct, n’a pas de valeur.

m Veillez a faire une rédaction soignée de vos réponses. Celle-ci sera prise en compte. Notez
que nous ne lirons pas vos brouillons.

s N’employez pas le dos de la feuille d’une autre question pour finir votre réponse !

Question 1. Soit f: RY — R, a € adh(Dom f) et b € R.

(a) Définissez, en €-6, « f(x) —— b ».

—a

(b) En utilisant la définition précédente, prouvez que si f(x) ——» b >0, alors \/f(x) —>

—a

Vb.
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Question 2. Donnez une preuve de chacune des affirmations suivantes. Veillez a la précision de

vos arguments et énoncez les résultats que vous utilisez.

(@) Soient (x,),en et (yn)nen deux suites réelles qui convergent respectivement vers x et y. Dé-

montrez que la suite (xn + )’n)neN converge vers x+y.

(b) Etablissez que (1+ o(x))2 = 14 o0(x) lorsque x — 0. Veillez a la qualité de vos explications.

(c) Donnez la définition de fermé en terme de boules. A partir de celle-ci, prouvez que 1’inter-

section de deux fermés est un fermé.

(d) Soit A C R. Montrez que si supA existe et appartient a R, alors on a : Ve > 0, b € A,

b € B(supA,¢).
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Question 3. Calculez le développement de Taylor d’ordre 3 en x = 1 de la fonction
f:R—=R:x—sin(e" ! —1)

Donnez le lien entre ce développement de Taylor et la fonction f en termes de petit o.
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Question 4. Donnez toutes les solutions réelles de 1’équation différentielle

A2u(t) —50u(t) = cost +1
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Question 4 (suite). Si nécessaire, poursuivez votre réponse sur cette page.
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Question 5. Indentifiez la ou les phrases quantifiées (en cochant la case qui précede) qui tra-

dui(sen)t le fait « x+x >1 pour x suffisament proche de 1 » :
(@[] Je>0, ¥V, x>l—e=x+x>1

b)[] Ve>0,3x,x>1—e=x+x>1

©[] Je>0,vx, l—e<x<l+e=x+x>>1

(d)[] Ve>0,3x, l—e<x<l4+e=x+x>1

(€) ] F(xn)nen, xn — 1= Ing, ¥n = ng, x,+x, > 1

(f) I:] v(xn)nGNa Xp — 1= dng, Vn = ng, x, +x2 =1

Parmi la ou les cases (a)—(f) cochées ci-dessus, choisissez-en une et prouvez qu’elle est vraie.
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Question 6. Soit la fonction f : R — R définie par
flx)=1—4e"4+3e>
(a) Calculez f(0), df(0), lim f(x) et lirf f(x).
X— —o0 X— oo

(b) Esquissez le graphe de f.
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(c) Prouvez que f posséde une racine non nulle. Expliquez votre raisonnement et détaillez vos

calculs.
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Question 7. Calculez la dérivée totale et la matrice Jacobienne de la fonction

fiRY = R?: (u,v,1) — (cos u? +3 —t,lnL>
V+1

au point (1,1,1).
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Question 8.  Soit f: R? — R : (x,y) — f(x,y) et (x0,y0) € Dom f.

(a) Montrez que si lim(y ), (x,vo) f (X, ¥) existe et si, pour tout y proche de yo, limy—.x, f(x,y)

existe, alors

existe et vaut lim, ), (x, o) f (%, ¥)-

lim (lim f(x,y))

(b) Montrez qu’on ne peut se passer de I’hypothese « lim,_., f(x,y) existe pour y proche de yg »,

c’est-a-dire qu’on n’a pas

lim  f(x,y)existe = 38 >0, Vy€|yg—38,y0+ 9], lim f(x,y) existe
X—X(

(x,y)—(x0,Y0)
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Question 9. Soit A C R. Etablissez que

(Elr >0, Vx €A, B(x,r) QA)
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& A=gouA=R
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Lisez ces quelques consignes avant de commencer 1’examen.

m Veuillez commencer par écrire en lettres MAJUSCULES votre nom et prénom et ENTOURER
la section adéquate sur toutes les feuilles. Les feuilles sans nom ne seront pas corrigées. Les
feuilles ou la section n’est pas sélectionnée seront pénalisées.

m Veuillez vous assurer que vous comprenez la question qui vous est posée et faites attention
a ce que le texte que vous écrivez y réponde explicitement (par exemple : le correcteur ne
doit pas avoir a conclure lui-méme).

» Quand il est nécessaire de justifier, votre argumentation doit convaincre le lecteur. En 1’ab-
sence de justification dans un tel cas, le résultat final, méme correct, n’a pas de valeur.

m Veillez a faire une rédaction soignée de vos réponses. Celle-ci sera prise en compte. Notez
que nous ne lirons pas vos brouillons.

m N’employez pas le dos de la feuille d’une autre question pour finir votre réponse !

Question 1.

(a) Soit f: R — Reta,b € R. Définissez, en -6, « f(x) — b ».

(b) En utilisant la définition précédente, prouvez que \/x% + 1 gy 1.

1/10




Analyse mathématique |
Examen (16 aolt 2006)

Nom :

Section : Info/Phys

Question 2. Donnez une preuve de chacune des affirmations suivantes. Veillez a la précision de

vos arguments et énoncez les résultats que vous utilisez.

(@) Soient (x,),en et (yn)nen deux suites réelles qui convergent respectivement vers x et y. Dé-

montrez que la suite (xn + )’n)neN converge vers x+y.

(b) Etablissez que (1+ o(x))2 = 14 o0(x) lorsque x — 0. Veillez a la qualité de vos explications.

(c) Donnez la définition de fermé en terme de boules. A partir de celle-ci, prouvez que 1’inter-

section de deux fermés est un fermé.

(d) Soit A C R. Montrez que si supA existe et appartient a R, alors on a : Ve > 0, b € A,

b € B(supA,¢).
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Question 3. Calculez le développement de Taylor d’ordre 3 en x = 1 de la fonction
f:R—=R:x—sin(e" ! —1)

Donnez le lien entre ce développement de Taylor et la fonction f en termes de petit o.
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Question 4. Donnez toutes les solutions réelles de 1’équation différentielle

A2u(t) —50u(t) = cost +1
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Question 4 (suite). Si nécessaire, poursuivez votre réponse sur cette page.
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Question 5. Indentifiez la ou les phrases quantifiées (en cochant la case qui précede) qui tra-

dui(sen)t le fait « x+x >1 pour x suffisament proche de 1 » :
(@[] Je>0, ¥V, x>l—e=x+x>1

b)[] Ve>0,3x,x>1—e=x+x>1

©[] Je>0,vx, l—e<x<l+e=x+x>>1

(d)[] Ve>0,3x, l—e<x<l4+e=x+x>1

(€) ] F(xn)nen, xn — 1= Ing, ¥n = ng, x,+x, > 1

(f) I:] v(xn)nGNa Xp — 1= dng, Vn = ng, x, +x2 =1

Parmi la ou les cases (a)—(f) cochées ci-dessus, choisissez-en une et prouvez qu’elle est vraie.
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Question 6. Soit la fonction f : R — R définie par
flx)=1—4e"4+3e>
(a) Calculez f(0), df(0), lim f(x) et lirf f(x).
X— —o0 X— oo

(b) Esquissez le graphe de f.
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(c) Prouvez que f posséde une racine non nulle. Expliquez votre raisonnement et détaillez vos

calculs.
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Question 7. Soit A C RV,

(a) Définissez « A est ouvert ».

(b) Définissez « A est fermé ».

(c) Définissez « A est borné ».

Nom :

Section : Info/Phys

En utilisant les définitions précédentes, dites si les ensembles suivants sont ouverts, fermés, bornés,

et/ou compacts.
(a) A= ]_572[

(b) B={m—e":ncZ}

(© C={(xy) €B2:|x|+ | <3}
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Question 8.  Soit la famille de fonctions f, : R — R définie par

fulx) =2+ px’
ou U est un parametre réel.

(a) Calculez, en fonction de u, lirf 9 fu(x).

(b) Déterminez pour quelle(s) valeur(s) de i la fonction f, est strictement monotone. Expliquez

votre démarche et détaillez vos calculs.

9/10



Analyse mathématique | Nom :

Examen (16 aolt 2006) Prénom :

Section : Info/Phys

Question 9. Calculez la dérivée totale et la matrice Jacobienne de la fonction

fiRY = R?: (u,v,1) — (cos u? +3 —t,lnL>
V+1

au point (1,1,1).
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