Analyse mathématique | (B)

Examen (29 aodt 2014)

Nom:

Prénom:

Section :

» Veuillez commencer par écrire en lettres majuscules vos NOM, PRENOM et SECTION sur

toutes les feuilles.

s L’examen dure 4 heures.

m Veuillez vous assurer que vous comprenez la question qui vous est posée et faites attention
a ce que le texte que vous écrivez y réponde explicitement (par exemple : le correcteur ne

doit pas avoir a conclure lui-méme).

m Quand il est nécessaire de justifier, votre argumentation doit convaincre le lecteur. En 1’ab-
sence de justifications dans un tel cas, le résultat final, méme correct, n’a pas de valeur.

m Veillez a faire une rédaction soignée de vos réponses. Celle-ci sera prise en compte. Notez

que nous ne lirons pas vos brouillons.

m N’employez pas le dos de la feuille d’une autre question pour finir votre réponse !

Question 1. On considere ’application f : R\ {0} — R définie par f(x) = z cos(1).

A x

En utilisant la définition en €-8, montrez que f(x) converge quand x — 0. La qualité de votre

rédaction est importante.
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Question 2. Déterminez I’ensemble des solutions réelles de 1’équation :

OPu(r) +49%u(r) = cos(r).
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Question 3. FEtudiez la convergence des séries suivantes. Justifiez vos calculs et identifiez clai- A
rement les résultats utilisés.
(a) e (b) —7
~ (1 +l)2n . n3 o 3n+2
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Question 4. Calculez le développement de Taylor d’ordre 3 en x = 0 avec un reste exprimé en

terme de petit o de la fonction f : R — R définie par :

er

flx)= cos(

Expliquez et justifiez les calculs que vous effectuez.

—1).
14+4x
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Question 5. On considere I’application f : R — R définie par :

Ful) = {xo‘ sin(%) s?x +0,
0 six=0,

ou o € N est un parametre. On définit les trois ensembles suivants :

A :={o € N| fy est continue sur son domaine de définition},
B:={a € N| fy est dérivable sur son domaine de définition},
C :={a € N| d,fy existe et est continue}.

(a) Montrez que A O B O C sans donner explicitement les ensembles.

(b) Déterminez explicitement les ensembles A, B et C.

Justifiez en détail toutes vos affirmations.
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Question 5 (suite).

Poursuivez votre réponse sur cette page.

Nom :

Section : |
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Question 6.  On considere I’équation A e ™ = sin(x) oli A est un paramétre réel tel que 0 < A < 1.

Quel que soit A € ]0, 1[, montrez rigoureusement que cette équation :
(a) posséde une unique solution dans |0, 7;
(b) possede une unique solution dans |7, [ ;

(C) ne possede pas de solution dans |7, 27].

Veillez a détailler et a justifier toutes les étapes de votre raisonnement.
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Question 7. On considere I’application f : R — R continiiment dérivable sur R. Pour rappel,
cela signifie que f est continue et dérivable sur R et que d f est continue sur R. On suppose que

£(0)=0.

(@) Supposons que pour tout x € [0,1], on ait df(x) > 0. Montrez qu’il existe un nombre réel

m > 0 tel que, pour tout x € [0,1], f(x) > mx.

(b) En supposant que pour toutx € |0, 1[, df(x) > 0, la conclusion du point (a) peut-elle toujours

étre déduite ?
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Question 8. Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifiez votre ré-

ponse par un bref argument ou un contre-exemple explicite.

(a) Vrai:[ ] Faux:[ ] Ona (1+ o(x))2 =1+ o(x) quand x — 0.

(b) Vrai:[ ] Faux:[ | Si f et g deux applications de domaine R a valeurs réelles sont conti-

nues en a alors f o g est continue en a.

() Vrai:[ | Faux:[ ] Siune application f: R — R admet un minimum local, alors f admet

un minimum global.

(d) Vrai:[] Faux:[ ] Sife€ %' (R:R) estune fonction paire, alors il existe & € |-, 7[ tel

que df(a) =0.
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