
Mathématique Élémentaire
Exercices supplémentaires

Question 1. Soientx,y∈ R. Voici cinq affirmations concernantx ety :

(a) P(x)≡ 0 6 x

(b) Q(x)≡ x 6 2

(c) R(y)≡ 0 6 y

(d) S(y)≡ y 6 8

(e) T(x,y)≡ x3 6 y

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez.

(P(x)∧Q(x)) =⇒ (R(y)∧S(y))

(P(x)∧Q(x)∧S(y)) =⇒ R(y)

(S(y)∧T(x,y)) =⇒ P(x)

(S(y)∧T(x,y)) =⇒Q(x)

(S(y)∧T(x,y)) =⇒ R(y)

Question 2. Montrez, par ŕecurrence, que pour toutn > 1, on a

1
1·2

+
1

2·3
+ · · ·+ 1

n(n+1)
= 1− 1

n+1
.

Question 3. Montrez que deux nombres complexes sont conjugués si et seulement si la somme
et le produit de ces nombres sont réels.

Question 4. On dit que deux matricesM,N ∈ Rn×n commutent siMN = NM.
SoitA,B∈ Rn×n deux matrices inversibles qui commutent. Montrez queA−1 etB commutent.

Question 5. Soita,b∈ R. Montrez la proposition suivante :

(∀ε > 0, a 6 b+ ε) =⇒ (a 6 b).

Question 6. Donnez unéequation cart́esienne du planα perpendiculaire au planπ d’équation
2x+3y= z−5 et contenant la droiteD passant par le point(1,1,2) et de vecteur directeur(1,2,1).
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Question 7. Esquissez les graphes des fonctions suivantes. Expliquez brièvement leśetapes qui
ont meńe à vos graphiques (un tableau de valeurs n’est pas une justification complète) :

f : R ◦→ R : x 7→ 1
x2−4

, g : R ◦→ R : x 7→ 1
cosx+1

,

h : R ◦→ R : x 7→ e1/x2
, ` : R→ R : x 7→ e|x+1| .

Question 8. Montrez que, pour toutn > 1, on a

n

∑
k=1

kik−1 =
i−nin− (n+1)in+1

2
.

Question 9. Sachant que
√

2 est irrationnel, montrez, par l’absurde, que six ∈ Q\{0}, alors
x
√

2 /∈Q.

Question 10. Soient les fonctionsf (x) = x2 +1, g(x) = x3−x eth(x) = 2x. Montrez que

f ◦ (g◦h) = ( f ◦g)◦h.

Peut-on affirmer qu’on a cette relation quelles que soient les fonctionsf ,g eth?

Question 11. Résolvez le système suivant en fonction du paramètre ŕeelm.
mx+y+mz= 1

x+my+mz= 1

mx+my+z= 0

Pŕecisez s’il s’agit d’un système impossible, ind́etermińe,... Interpŕetez ǵeoḿetriquement vos ŕe-
sultats.

Question 12. SoitA∈ Rn×n la matrice d́efinie par

A =


0 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...

...
...

...
...

1 1 1 · · · 0


Calculez le d́eterminant deA.
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Question 13. Soit f : R→ R une fonction telle que

(a) ∀(x,y) ∈ R2, f (x+y) = f (x)+ f (y),

(b) ∀(x,y) ∈ R2, f (x ·y) = f (x) · f (y),

(c) ∃x∈ R, f (x) 6= 0.

Calculezf (0), f (1), f (n) pourn∈ N, puis pourn∈ Z.

Calculezf (r) pourr ∈Q.

Montrez que∀x∈ R, (x > 0 =⇒ f (x) > 0).

Question 14. Examen du 7 janvier 2002, question 9.

Question 15. Soitz= a+bi ∈ C\{0}. Posonst =
z
z
− z

z
.

Prouvez queℜe(t) = 0 etℑm(t) = 0 ssiab 6= 0.

Donnez la forme trigonoḿetrique det sachant que celle dez estρ(cosθ + i sinθ).
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