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Question 1 (suite).

1+ /3i\"
m Donnez une formule (et prouvez la) pour ( +2\F) avec
n € N.

1 31\
m Calculez le module de ( +2\F ) :
Appelons z := (1 4 +/3i)/2. On vient de montrer que 23 = —1.
Donc 2% = 232 = —z, 2° = 2322 = —22 et 20 = (232 = 1,
2 = 2% = 2,... Comme 2% = 1, la séquence 2" est périodique.
Plus précisément, si m :=nmod6 € {0,1,...,5}, on écrit* n =

6k + m et dés lors 2 = 0ktm — (;6)k ;m = 1k m — ;nmod6
Un argument similaire prouve mieux :

2" = (—1)ndiv3 ,nmod3 (« div » dénote la division entiere).

*En d'autres mots, m est le reste de la division de n par 6.
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m Puisque le module d'un produit vaut le produit des modules, on
en déduit :

1 4+ /3i
2

n

1"=1

(=55




Question 1 (suite).

m Représentez graphiquement les nombres

N.

Etant donné que 22" =
ZnMod6 (yoir la deuxieme par-

tie de la question), il suffit
de représenter 29 2,22, ..., 25,
C’est assez facile puisque 20 =
1, 23 = —1, 24 = —z, 22 = — 22

et que de plus |2"| = 1, C'est-
a-dire que tous les points se
trouvent sur le cercle unité.
L'angle entre 2" et 2"T1 est
de 60° (cad. «/3 radians).
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Question 2. Prouvez que, pour tout u,v € C : u3 + 3 =w3+
o, ( Ecrire la preuve avec des « enchainements logiques » rédigés
en francais.)

Tout d'abord, prouvons que zq1 + 2o = z1+2%5. En effet, en notant
z1 =: a1+ byl et zo =: ap + bol, On trouve

21 + 20 = (a1 + b11) + (as + boi) = (a1 + ap) + (b1 + bo)i
= (a1 +a) — (b1 +b2)i = (a1 —b1i) + (ap —boi) =21 + 22

On en déduit que u3 4+ v3 = u3 + v3. De la m@me maniére, on
montre que z1zo> = z1 - zo. En effet, avec le notations ci-dessus

z1 - 22 = (a1 + b1i)(an + boi) = (a1ap — b1b) + (a1bo + byap)i

= (a1a2 —b1bo) — (a1bo + brao)i = (a1 — b1i)(ax — boi) = 2%7 - 25
En conséquence w3 = wuw = U - - T = w3 et v3 = T3 ce qui
conclut la preuve.
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Question 3. Soient le point p = (1,2,-3), la droite D = x —
1=y/2—-1=(-1-2)/3, et le plan a« = y + z = 3. Ecrire une
équation cartésienne du plan w contenant p, parallele a D et
perpendiculaire a o.

Pour déterminer m, on va en chercher deux vecteurs directeurs.
Comme 7w doit étre perpendiculaire a o, un de ces vecteurs di-
recteurs doit donc étre le gradient (la normale) de o : (0,1,1).
D’autre part, « parallele a D dit qu'un vecteur directeur de D
est aussi un vecteur directeur de «. Or un tel vecteur direc-
teur se voit sur I'équation de la droite telle qu’elle est écrite :
r/1-1=y/2—-1=2/(—3)—1/3. 1l vaut (1,2,—-3). Une équation
paramétrique de D est donc

T = (QZ‘,y,Z) — (17 27 _3) _I_ A(Oa 17 1) _I_ :UJ(]-a 27 _3)7 >\7:UJ c R.

On obtient trois équations. En éliminant A et u, on trouve

I'équation cartésienne du plan m : t=5x —y+ z = 0.

Remarque : Il est possible de tester sa réponse en regardant sip e m et sionaqg € a =
q+ V7 e a.
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Solution alternative

On sait que I'équation de 7 est de la forme ax + by 4+ cz = d ol
le vecteur ¥ = (a,b,c) est normal au plan. Exprimer que p € «
revient a remplacer x par 1, y par 2 et z par —3 dans I'éq. de .
On obtient : a+2b—3c=4d (1).

D'autre part, « «w parallele a D » dit qu’'un vecteur directeur de
D est perpendiculaire 2 ¥ = (a,b,c). Or un tel vecteur @’ se
voit sur I'équation de D : (z—1)/1 = (y—2)/2 = (2 +1)/-3.
Onav L7 «— 7T -7 =0 < a+2b—3c =0 (2). En

comparant (1) et (2), on déduit que d = 0.

Enfin, « m perpendiculaire a a » dit que les vecteurs normaux
respectifs a ces deux plans sont perpendiculaires. Or un vecteur
normal ©" a a se lit sur son équation : 0z + 1y 4+ 1z = 3. On
av L7 —= T - 7"=0 << b+4+c=0 (3). De (3) on
déduit que b = —c. Pour obtenir les valeurs de a,b,c, on donne
une valeur arbitraire (différente de 0) a ¢, par exemple ¢ = 1.

Deslors, b=—-1eta=42+4+3=5. Dbonc n=5x—y—+ z=0.
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Question 4. Calculer les produits suivants :

_2
()| 1| (-5 6 4

) (s 6w

(240 —i
(2)'<—i i—4>

(1) est le produit d’'une matrice 3 x 1 avec une matrice 1 x 3.
LLa matrice résultat est donc du type 3 x 3.

2 (—=2)-(=5) -2.-6 —2-4 10 —-12 -8
1 -(—5 6 4): 1.(-5) 1.6 1.4 |=|-5 6 4
3 3.(-5) 3-6 3-4 ~15 18 12

Pour (2), c'est juste le produit d'une matrice par un scalaire.

On a :
i 24+i —i\ _ (2i—-1 1
—i i1—-4) 1 —1 — 4i
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Question 5. Résolvez les inéquations suivantes

graphique et algébrique.
m |—22 -3+ 10/ <0

Puisque | - | > 0, l'inéquation
revient 3 |—z° — 3z 4+ 10| = 0
ou encore —z? — 3z + 10 =
0. Les racines sont (3 &+

v9 +40)/(-2), soit 2 et —5.

Graphiguement, on définit f
R — R par f(z) := |22 -3z +
10|. Le graphe de f n’est en
dessous de |I'axe des x qu’aux
racines du polyndome.

14

12

10

de maniére

| |
vl Livanaanns Lissvannag [FEEEEEREN] IR RRRENE Lisviannas Lissnaaay
8 -6 4 2 2 4 6
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Question 5 (suite).
m 22— 1| <|z|+1

2 —1|<|z|+1 <= —|z|—-1<2°-1 et z°—1<|z|+1.

La premiere expression du « et » est toujours vraie puisque —|z| <
0 < z2. Reste donc la seconde. Elle est équivalente a

:132—2<|:13| <— wé—az2—|—2 ou :1:2—2<w
<— x2—|-x—2<0 ou xQ—w—2<O

Les deux polynodmes sont « ouverts vers le haut »; ainsi les
solutions de chacune des inéquations consistent en les points
entre les racines (ou @ si celles-ci n'existent pas). Les racines de
la premiere sont —2 et 1, d'oll 22 +2—-2< 0 < z € [-2,1].
Deméme 22—z —2<0 < z€[-1,2]. Vu qu'on a un « ou »,
la solution est ['union des deuxXx intervalles :

22 —1|<|z|+1 < =ze[-2,1]1U[-1,2] =[-2,2]

Si on remarque que l'inéquation est invariante sous la transformation x — —z, on voit que
la solution doit aussi I'étre (cad étre symétrique par rapport a 0).
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Question 5 (suite).

m 22— 1| <|z|+1

On définit les fonctions f
R—Retg:R—R par

f(z) == |z% — 1
g(z) = |z|+1
L'inéquation s’écrit
f(z) < g(x)
et il est clair sur le dessin que

c'est le cas si et seulement si
x € [—-2,2].
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