
Mathématique Élémentaire
Examen (28 octobre 2002)

Nom :

Prénom :

Section :

Veuillez commencer par écrire en lettresmajusculesvotre NOM, PRÉNOM et SECTION sur
toutesles feuilles.

Veuillez lire attentivement ces quelques consignes et conseils.

Les calculatrices ne sontpasautorisées.

Quand il est nécessaire de justifier, votre argumentation doit convaincre le lecteur. En l’ab-
sence de justification dans un tel cas, le résultat final, même correct, n’a pas de valeur.

L’espace laissé après chaque question vous donne uneindicationsur la longueur de la ré-
ponse attendue.

N’employezpasle dos de la feuille d’uneautre questionpour finir votre réponse !

Question 1. Calculer( k

∑
n=0

(2n mod 5)
)

mod 5
( k

∑
n=0

2n
)

mod 5
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Question 1 (suite).

Calculer
m

∑
k=0

cos
(2kπ

m

)

Calculer
t

∑̀
=1

`

∑
k=0

(
`

k

)
2k.
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Question 2. Résolvez algébriquementet graphiquement l’inéquation suivante :

−|x|+1 6 x2 +1
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Question 3.

(a) Trouver la matriceA∈R3×3 telle que

A−1 =

1 0 1
2 1 4
3 2 0

 .
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Question 3 (suite).

(b) Résoudre le système 
x+z= 7

2x+y+4z= 0

3x+2y =−14

-4

-2

0

2

4

-3 -2 -1 0 1 2 3

f

g

Question 4. Soientf : [−3,3]→R etg : [−3,3]→R

deux fonctions dont les graphes sont dessinés ci-contre.
Déterminez{

x∈ [−3,3] : f (x)g(x) 6 0
}

.

Expliquez votre raisonnement.
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Question 5. Déterminez les valeurs dea∈R pour lesquellesx = 0 vérifie l’inégalité

ax3 +2a(x+1)2 +a2(x−1) > a(x+1)3.

Justifiez votre démarche.

Question 6. Soit A,B∈Rn×n deux matrices inversibles. Montrez que(AB)−1 = B−1A−1.
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Question 7. Soienta,b,c,d ∈ R. Considérons deux fonctionsf : ]a,b[ → ]c,d[ et g : ]c,d[ →
]a,b[ dont la dérivée existe en tous les points de leur domaine. Supposons que

g◦ f = 1]a,b[.

Montrez que, pour toutx∈ ]a,b[,

∂g( f (x)) 6= 0 et ∂ f (x) =
1

∂g( f (x))
.

Question 7 (suite). À partir du résultat ci-dessus, établissez la formule de dérivation de la fonc-
tion arccos :]−1,1[→ ]0,π[ à partir de celle pour cos :]0,π[→ ]−1,1[.
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Question 8. Les relations suivantes définissent-elles des fonctions ? Justifiez en détail vos ré-
ponses (en particulier, donnez des contre-exemplesexplicites).

f :C→C : z 7→ (w tel quew2 = z)

g :C→C : z 7→ (w tel quew2 = z et ℜew > 0)

h :R→R : x 7→ (y tel quey2−1 = x2 ety > 0)

k :R4×4 →R : A 7→ détA
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Question 9. Soit A∈Rn×n définie par

A =


a11 0 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
...

...
... ...

...
an−1,1 an−1,2 . . . an−1,n−1 0

an1 an2 an3 . . . ann


Montrez, par récurrence, que pour toutn > 2,

détA = a11a22· · ·ann
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Question 10. Calculer
`

∑
i=1

`

∑
j=0

(i− j)

Question 11. Quels sont les complexesz qui vérifient

|z2|+ |z|+1 = 0.
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Question 12.
Prouver que6

√
3 /∈Q, sachant que

√
3 /∈Q.

Calculer|5i +3| et |(5i +3)2|.

Mettre sous forme trigonométrique les complexes suivants :−3
2
−
√

3
2

i et
(
−3

2
−
√

3
2

i
)17

.
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Question 13. Représentezgraphiquementles solutions complexes deZ12 = 64. Votre dessin
doit être explicite. Expliquez votre démarche (avant de faire le dessin ci-dessous).

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
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Question 14. Soit L :R3 →R4 la fonction définie par

L(x,y,z) = (2x+y,y−3z,−2x−y+z,5x).

(a) Prouvez queL vérifie les propriétés suivantes :

∀(x,y,z) ∈R3, ∀(x′,y′,z′) ∈R3, L
(
(x,y,z)+(x′,y′,z′)

)
= L(x,y,z)+L(x′,y′,z′)

∀(x,y,z) ∈R3, ∀λ ∈R, L
(
λ (x,y,z)

)
= λL(x,y,z)
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Question 14 (suite). Posonse1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0) ete3 = (0,0,1).

(b) Complétez pour que l’égalité suivante soit vérifiée pour tout(x,y,z) ∈R3 :

(x,y,z) = e1 + e2 + e3

(c) Soit v ∈ R4. Prouvez quev est orthogonal à (tous les vecteurs de) ImL si et seulement si
v⊥ L(ei) pour i = 1,2,3. INDICATION : Les points précédents peuvent vous être utiles !
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