
Mathématique Élémentaire
Examen (14 janvier 2003) Correction

Question 1. Niez la proposition

∃M ∈ R, ∀x∈ R,
(
x > M⇒ | f (x)−x|< M

)
. (1)

Les r̀egles de ńegation des quantificateurs impliquent que la négation de (1) est

∀M ∈ R, ∃x∈ R, ¬
(
x > M⇒ | f (x)−x|< M

)
.

Comme¬(P⇒Q) estéquivalent̀aP∧¬Q, la ńegation de (1) peut encore s’écrire :

∀M ∈ R, ∃x∈ R,
(
x > M et | f (x)−x|> M

)
.

Question 2. La proposition(¬A⇔ B)∨C est-elle une tautologie ?

Non car elle n’est pas vraie quelle que soient les valeurs de vérité deA, B etC. Par exemple, siA,
B etC sont tous les trois faux,¬A⇔ B est faux (car¬A et B ont des valeurs de vérité différentes)
et donc

(¬A⇔ B)∨C a la valeur de v́erité« faux»

(car c’est une disjonction de deux propositions fausses).

REMARQUE : On peut aussi dresser la table de vérité de(¬A⇔ B)∨C et voir que la colonne
donnant les valeurs de vérité de(¬A⇔ B)∨C n’est pas entìerement remplie de 1.

Question 3. Sachant que
√

2003/∈Q, prouvez que4
√

2003/∈Q.

Posonsx := 4
√

2003. Remarquons quex2 =
√

2003. Proćedons par l’absurde et supposons que
x∈Q. Dès lors1 x2 ∈Q ce qui en contradiction avec ce qu’on affirme savoir ci-dessus.

1L’appartenance dex àQ veut dire quex= p/q avecp,q∈Z, p 6= 0. Dès lors,x2 = p2/q2 avecp2,q2∈Z etq2 6= 0
ce qui montre quex2 ∈Q.
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Question 4. Soit f : R→ R.

Donnez une d́efinition de« f est injective» :

∀x1,x2 ∈ R, x1 6= x2⇒ f (x1) 6= f (x2)

Rappelons que« f est strictement croissante» veut dire :

∀x,y∈ R, x < y⇒ f (x) < f (y). (2)

Montrez que
f est strictement croissante⇒ f est injective.

Supposons quef est strictement croissante et montrons qu’elle est injective. Soitx1 et x2 deux
nombres ŕeels tels quex1 6= x2. Il faut prouver quef (x1) 6= f (x2). Commex1 6= x2, deux situations
se pŕesentent :

soit x1 < x2 et alors, en utilisant (2) avecx = x1 et y = x2, on trouve quef (x1) < f (x2) d’où
f (x1) 6= f (x2) ;

soitx1 > x2 et, par un raisonnement similaire, on déduit quef (x1) 6= f (x2).
Dans les deux cas on arrive donc bienà la conclusionf (x1) 6= f (x2).

Question 5. Cochez les cases adéquates pour obtenir une formuleéquivalentèa
∣∣∣a
5

∣∣∣ < 1 :

a
> ✔

<
5
−5 ✔

et ✔

ou
a

>
< ✔

5 ✔

−5

ou

a
>
< ✔

5 ✔

−5
et ✔

ou
a

> ✔

<
5
−5 ✔

Question 6. Montrez que, pour tout n> 1,

n

∑
k=1

k <
1
8
(2n+1)2. (3)

PREMIÈRE POSSIBILIT́E : On sait que∑n
k=1k = 1

2n(n+1). L’in égalit́e (3) se ŕeduit donc̀a

1
2n2 + 1

2 < 1
2n2 + 1

2n+ 1
8

c’est-̀a-dire 0< 1/8 ce qui est́evidemment v́erifié.

SECONDE POSSIBILIT́E : Prouvons (3) par ŕecurrence quen.

Cas de basen = 1 : (3) revientà 1< 1
832 qui est v́erifié.
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Supposons que (3) soit vrai pourn= r et montrons qu’il le reste pourn= r +1. Pour le membre
de gauche de (3), on a en utilisant l’hypothèse de ŕecurrence,

r+1

∑
k=1

k =
r

∑
k=1

k+ r +1 < 1
8(2r +1)2 + r +1 (4)

En ce qui concerne le membre de droite de (3), on a

1
8

(
2(r +1)+1

)2 = 1
8(2r +1+2)2 = 1

8(2r +1)2 + 1
2(2r +1)+4 = 1

8(2r +1)2 + r + 9
2. (5)

En comparant (4) et (5), on se rend compte que (3) est vérifié pourn = r +1.

Question 7. Calculez (eńecrivant les d́etails ńecessaires̀a la compŕehension du d́eroulement
de ces calculs) :

t2

∑
v=−2

(v−3) =
t2

∑
v=−2

v−
t2

∑
v=−2

3

=−2+(−1)+
t2

∑
v=0

ν− (t2 +3)3 (termesv =−2 etv =−1 śepaŕes)

=−3+ 1
2t2(t2 +1)−3t2−9 (formule∑n

v=0v = 1
2n(n+1))

= 1
2t4− 5

2t2−12

t

∑̀
=1

t

∑
p=0

(`2− p2) =
t

∑̀
=1

(
`2 +

t

∑
p=1

(`2− p2)
)

=
t

∑̀
=1

`2 +
t

∑̀
=1

t

∑
p=1

(`2− p2) =
t

∑̀
=1

`2 (2e somme antisyḿetrique)

= 1
6t(t +1)(2t +1) (formule vue au cours)

s

∑̀
=1

`

∑
k=0

(
`

k

)
(−1)k =

s

∑̀
=1

`

∑
k=0

(
`

k

)
(−1)k1`−k

=
s

∑̀
=1

(−1+1)` =
s

∑̀
=1

0` = 0

Question 8. Soit le polyn̂ome p(x) = a3x3+a2x2+a1x+a0 où a0,a1,a2,a3∈R. Supposons que
z0 est un nombre complexe solution de l’équation p(x) = i. Calculez la valeur de p(z0).

p(z0) = a3z0
3 +a2z0

2 +a1z0 +a0

= a3z3
0 +a2z2

0 +a1z0 +a0 (carz0
n = zn

0 etai = ai vu queai ∈ R)

= a3x3 +a2x2 +a1x+a0 (le conjugúe d’une somme est la somme des conjugués)

= p(z0) = i =−i
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Question 9.

Donnez toutes les solutions dansC de l’équation z6 = 1.

Les solutions sontzk = cos(kπ/3) + i sin(kπ/3) pour k = 0,1,2, . . . ,5, ou, explicitement, 1,
1
2 + i

√
3

2 ,−1
2 + i

√
3

2 ,−1,−1
2− i

√
3

2 , 1
2− i

√
3

2 .

En utilisant le point pŕećedent, ŕesolvez l’́equation z6 =−8. Expliquez votre d́emarche.

Si w est une solution particulière de cettéequation, alors les nombreswzk, aveck = 1,2, . . . ,5,
sont toutes les solutions.w = i

√
2 est une telle solution puisquew6 = i623 = (−1)38 =−8. Les

solutions dez6 =−8 sont donc

wz0 = w = i
√

2 wz3 =−i
√

2

wz1 =−
√

6
2 + i

√
2

2 wz4 =
√

6
2 − i

√
2

2

wz2 =−
√

6
2 − i

√
2

2 wz5 =
√

6
2 + i

√
2

2

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Repŕesentez aussi préciśement que pos-
sible les solutions de l’équation z6 =
−8 sur le graphique ci-contre. Expli-
quez votre d́emarche.

Le module des solutions dez6 = 8 est
solution de|z|6 = 8 et donc vaut|z| =√

2. Les solutions se trouvent donc sur
le cercle centŕe en 0 et de rayon

√
2

— qui est celui qui passe par le point
(1,1). Une fois la solutionw traćee (̀a
l’intersection de ce cercle et de l’axe
desy), les autres solutions se trouvent
par rotations d’angleπ/3 — on d́eter-
mine ces angles grâce aux intersections
des petits cercles qui forment des trian-
gleséquilat́eraux.

Question 10.

Prouvez que, pour tout z∈ C\{0}, on a

1
z

=
z
|z|2

.

Cela d́ecoule de l’identit́e |z|2 = zz(qui est aiśee : siz= a+bi aveca,b∈R, on a|z|2 = a2+b2 =
(a−bi)(a+bi)).
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Déduisez du point préćedent que, pour tout z∈ C, on a

|z|= 1 ssi z6= 0∧z=
1
z
.

(⇒) Si |z|= 1,zne peut̂etre nul (sinon|z|= 0) et la formule pŕećedente implique que 1/z= z,
ou encorez= 1/z.

(⇐) En prenant le module des deux membres dez= 1/z, on a|z|= |z|= |1/z|= 1/|z|, c’est-
à-dire|z|2 = 1 ou encore|z|= 1.

Soit z1,z2 ∈ C\{0}. Supposons que|z1| = |z2| = 1. Montrez que le nombre complexe
z1 +z2

1+z1z2
estégalà son conjugúe.

Calculons le conjugúe de(z1 + z2)/(1+ z1z2) en se rappelant que le conjugué d’un produit
(resp. d’un quotient, resp. d’une somme) est le produit (resp. le quotient, resp. la somme) des
conjugúes :

z1 +z2

1+z1z2
=

1/z1 +1/z2

1+1/(z1z2)
(point pŕećedent)

=
z2 +z1

z1z2

/ z1z2 +1
z1z2

=
z1 +z2

1+z1z2
.

Question 11. Soit u,v,w trois vecteurs deRN tels que u·w = v ·w = 2. On d́efinit t = au+ bv
où a,b∈ R. Calculez t·w. Expliquez votre d́emarche.

t ·w = (au+bv) ·w (définition det)

= au·v+bv·w (bilinéarit́e du produit scalaire)

= 2a+2b (hypoth̀eses)

Question 12. Soit la matrice

A =

 1 2 −4
−1 −1 5
2 7 −3
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Calculez l’inverse de A, s’il existe.

On utilise la technique de la matrice compagnon :

A =

 1 2 −4
−1 −1 5
2 7 −3

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = 1

1 2 −4
0 1 1
0 3 5

 L2← L2 +L1

L3← L3−2L1

 1 0 0
1 1 0
−2 0 1


1 2 −4

0 1 1
0 0 2

 L3← L3−3L2

 1 0 0
1 1 0
−5 −3 1


1 2 0

0 1 0
0 0 1

 L3← L3/2
L2← L2−L3

L1← L1 +4L3

 −9 −6 2
7/2 5/2 −1/2
−5/2 −3/2 1/2


1 0 0

0 1 0
0 0 1

 L1← L1−2L2
1
2

−32 −22 6
7 5 −1
−5 −3 1

 = A−1

En utilisant le point pŕećedent, ŕesolvez le système
x+2y−4z= 0

−x−y+5z=−4

2x+7y−3z= 2

Ce syst̀eme s’́ecrit sous forme matricielle comme : 1 2 −4
−1 −1 5
2 7 −3

x
y
z

 =

 0
−4
2


et donc poss̀ede pour solutionx

y
z

 =

 1 2 −4
−1 −1 5
2 7 −3

−1 0
−4
2

 =
1
2

−32 −22 6
7 5 −1
−5 −3 1

 0
−4
2

 =

38
−9
5
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Question 13. Calculez les d́erivées suivantes :

∂x
(
esin(x2+y)) = ∂z(ez)|z=sin(x2+y) ∂x

(
sin(x2 +y)

)
= esin(x2+y)

∂z(sinz)|z=x2+y∂x(x2 +y)

= esin(x2+y) cos(x2 +y)2x

∂y

(
arcsin

1√
x2 +xy+y2

)
= ∂z(arcsinz)|

z=1/
√

x2+xy+y2 ∂y

( 1√
x2 +xy+y2

)
=

1√
1−z2

∣∣∣
z=1/
√

x2+xy+y2

(
−1

2
∂y(x2 +xy+y2)
(x2 +xy+y2)3/2

)
=−1

2

√
x2 +xy+y2√

x2 +xy+y2−1

x+2y

(x2 +xy+y2)3/2

=−1
2

x+2y

(x2 +xy+y2)
√

x2 +xy+y2−1

Question 14. Pour chacune des relations suivantes, dites si elle est une fonction et, dans l’affir-
mative, d́eterminez son domaine. Justifiez vos réponses.

f : R ◦→ R : x 7→ y tel que y> 0 et y2 +2 = x.

Pourx fixé, l’équationy2 = x−2, aura une solution uniquey > 0, à savoiry =
√

x−2, six > 2
et aucune solution six < 2. f est donc bien une fonction carà unx correspond au plus uny. Par
ce qui vient d’̂etre dit, Domf = {x : f (x) existe}= {x : x > 2}= [2,+∞[.

g : R ◦→ R : x 7→ y tel que y3−y = x.

Ce n’est pas une fonction carà certainsx correspond plusieursy. Plus concr̀etement, pourx= 0,
les trois valeursy =−1, y = 0 ety = 1 sont solution dey3−y = x.

h : R[X] ◦→ R : p 7→
∫ 1

0 p(x)dx. (Rappelons queR[X] est l’ensemble des polynômes en la
variable X et que, pour p∈ R[X], p(x) désigne le ŕesultat de l’́evaluation de p en x.)

C’est une fonction car, si l’intégrale def existe, alors celle-ci est un nombre réel bien d́efini.
De plus, l’int́egrale d’un polyn̂ome sur[0,1] existe toujours (on peut m̂eme la calculer explicite-
ment). Par conśequent Domh = R[X].

Question 15. Soit f : R→R : x 7→ sin(x) et g: R→R une fonction d́erivable telle que g(1) = 0,
g(2) = 1, ∂g(1) = 2 et ∂g(2) = 4. Calculez∂ ( f ◦g)(1).

La formule de d́erivation des fonctions composées dit que

∂ ( f ◦g)(1) = ∂ f (g(1))∂g(1) = ∂ f (0)∂g(1) = (cos0)2 = 2.
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Question 16. Soit f : [0,4]→ [−2,2] une fonction continue. On possède les informations suiv-
antes sur f :

f (1) = 0 et f(4) = 1 ;

en x= 2, la droite tangente au graphe de f a pouréquation y=−2x+4 ;

f vérifie la propríet́e de syḿetrie : ∀ξ ∈ [0,2], f (2+ξ ) =− f (2−ξ ) ;

f est croissante sur[0,1].
Esquissez le graphe de f sur la figure ci-dessous. Expliquez votre démarche.

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Le graphe de la fonction passe par(1, f (1)) =
(1,0) et (4, f (4)) = (4,1). De plus, six ≈ 0,
f (x) ≈ −2x+ 4 ; en particulier, f (2) = 0. La
relation f (2+ ξ ) = − f (2− ξ ) dit que la fonc-
tion est syḿetrique par rapport au point(2,0).
En particulier, pourξ = 1, f (3) =− f (1) = 0 et
pourξ = 2, 1= f (4) =− f (0) i.e., f (0) =−1.
On relie alors les diff́erents points en respec-
tant la stricte croissance sur[0,1], la tangente
enx = 2 et la syḿetrie.

Cette fonction f est-elle injective ? Justifiez.

Elle ne l’est pas. En effet,f (1) = f (2) = f (3) =
0, ce qui contredit la d́efinition d’injectivité (voir
page 2)

Question 17. Soit A∈ R2×2. Notons At la transpośee de la matrice A. Montrez que A est in-
versible si et seulement si At est inversible.

Supposons queA est inversible. En appliquant la fonction« transposition» à la relationAA−1 = 1,
on obtient

(A−1)tAt = (AA−1)t = 1
t = 1.

Ceci veut dire queAt poss̀ede un inverse (à savoir(A−1)t). Inverśement, siAt est inversible, le
raisonnement précedent montre queA = (At)t est inversible.

Question 18. Trouvez un polyn̂ome de degŕe3, p(x) = α0+α1x+α2x2+α3x3, vérifiant p(1) =
1, p(2) = 15, p(3) = 51et ∂xp(−1) = 11.

Écrivons les contraintes enα0, . . . ,α3 :

p(1) = α0 +α1 +α2 +α3 = 1

p(2) = α0 +2α1 +4α2 +8α3 = 15

p(3) = α0 +3α1 +9α2 +27α3 = 51

∂xp(−1) = (α1 +2α2x+3α3x3)x=−1 = α1−2α2 +3α3 = 11
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Sous forme matricielle, cela s’écrit :
1 1 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27
0 1 −2 3




α0

α1

α2

α3

 =


1
15
51
11


Résolvons ce système paŕelimination Gaussienne :

L2← L2−L1

L3← L3−L1


1 1 1 1 1
0 1 3 7 14
0 2 8 26 50
0 1 −2 3 11


L3← L3−2L2

L4← L4−L2


1 1 1 1 1
0 1 3 7 14
0 0 2 12 22
0 0 −5 −4 −3


L3← L3/2

L4← L4 +5L3


1 1 1 1 1
0 1 3 7 14
0 0 1 6 11
0 0 0 26 52


D’où

α3 =
52
26

= 2

α2 = 11−6α3 =−1

α1 = 14−7α3−3α2 = 3

α0 = 1−α3−α2−α1 =−3

et par conśequent
p(x) =−3+3x−x2 +2x3.

(On peut v́erifier qu’on n’a pas fait d’erreur grossière dans les calculs eńevaluant par exemple
p(1)...)
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