
Mathématique Élémentaire
Examen (3 juin 2003) Correction

Question 1. Sachant que
√

21 /∈Q, montrez que
√

3+
√

7 /∈Q.

Posonsx :=
√

3+
√

7 et argumentons par contradiction en supposant quex ∈Q, c’est-̀a-dire en
supposant quex s’écrive commex = p/q avec p,q ∈ Z, q 6= 0. Dès lors,x2 = p2/q2 ∈ Q. Par
ailleurs,x2 = (

√
3+
√

7)2 = 10+2
√

21. Par conśequent

√
21=

x2−10
2

=
p2−10q2

2q2

appartientà Q (c’est un quotient d’entiers), ce qui contredit le fait (donné dans l’́enonće) que√
21 /∈Q.

Question 2. Quelle est la ńegation de la proposition suivante :

« toutes les súedoises sont blondes et ont les yeux bleus» ?

Cochez la ou les réponses ad́equates :

Il existe une súedoise qui n’est pas blonde et qui n’a pas les yeux bleus.

✔ Il existe une súedoise qui n’est pas blonde ou qui n’a pas les yeux bleus.

Aucune súedoise n’est blonde et n’a les yeux bleus.

Aucune súedoise n’est blonde ou n’a les yeux bleus.

Question 3. Trouvez tous les nombres complexes z tels que

z et z−1 aient m̂eme module.

Repŕesentez graphiquement ces nombres.

ℜez= 1/2

0 1

z

ℜez

|z| est la distance dez à 0 et|z−1| est la distance dez à 1. On
voit sur le graphique ci-contre que lesz recherch́es — ceuxà
égale distance de 0 et 1 — sont ceux de la droiteℜez= 1/2.

Retrouvons ce ŕesultat par calcul.́Ecrivonsz= a+bi aveca,b∈
R. L’ égalit́e |z|= |z−1| estéquivalentèa |z|2 = |z−1|2 (vu que
les deux membres|z| et |z−1| sont> 0), ou encorea2 + b2 =
(a−1)2+b2. Quelques manipulations algébriqueśelémentaires
réduisent cettéequationà a = 1/2 — ce qui est le ŕesultat re-
cherch́e.
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Question 4.

(a) Donnez le module et l’argument de
(
2·cis(π/12)

)3
.(

2·cis(π/12)
)3 = 23cis(3π/12) = 8cis(π/4) ce qui implique que le module est 8 et l’argu-

mentπ/4∈ [0,2π[.

(b) Donnez toutes les solutions dansC de l’équation z3 = 1.

Les trois solutions sont données par la formule ǵeńeraleζk := cis(2kπ/3), k = 0,1,2, ou,
plus explicitement, par

ζ0 = cis(0) = 1, ζ0 = cis(2π/3) =−1
2

+ i

√
3

2
, ζ0 = cis(4π/3) =−1

2
− i

√
3

2
.

(c) Des points (a) et (b), d́eduisez toutes les solutions de l’équation z3 = 4
√

2(1+ i). Expliquez
votre d́emarche.

Si z0 est une solution dez3 = 4
√

2(1+ i), alors toutes les solutions sont données parz0ζk,
k = 0,1,2, c’est-̀a-dire, explicitement par

z0ζ0 = z0, z0ζ1 = z0cis(2π/3), z0ζ2 = z0cis(4π/3).

Comme 1+ i =
√

2cis(π/4), le point (a) nous dit qu’unz0 estz0 = 2cis(π/12). Par conśe-
quent, les trois solutions sont

z0 = 2cis(π/12)
z0ζ1 = 2cis(π/12+2π/3) = 2cis(9π/12)
z0ζ2 = 2cis(π/12+4π/3) = 2cis(17π/12)

Question 5. La proposition(P∧Q) ⇔ ¬(¬P∨¬Q) est-elle une tautologie ? Justifiez votre
réponse.

Pour voir cela, on dresse la table de vérité de cette formule.

P Q P∧Q ¬P∨¬Q ¬(¬P∨¬Q) (P∧Q)⇔¬(¬P∨¬Q)
0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 1 1

La colonne des valeurs de vérité de la formule(P∧Q)⇔ ¬(¬P∨¬Q) ne comportant que des
« 1», celle-ci est une tautologie.
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Question 6. Soit z et z′ deux nombres complexes de module1 et a un ŕeel. Posons A:= z+z′+
azz′+1 et B:= z+z′+zz′+a.

RAPPELONSquelques r̀egles qui seront utiliśees dans les calculs ci-dessous. Le conjugué d’une
somme (resp. d’un produit, resp. d’un quotient) est la somme (resp. le produit, resp. le quotient)
des conjugúes. Un nombrew∈C est ŕeel ssiw = w. Par ailleurs,|w|2 = ww= |w|2 ∈R>0.

(a) Montrez que B= z·z′ ·A ;

z·z′ ·A = zz′(z+z′+azz′+1) = zz′(z+z′+azz′+1)

= |z|2z′+z|z′|2 +a|z|2 |z′|2 +zz′ = z′+z+a+zz′ = B

(b) Montrez que|A|= |B| ;
|B|= |zz′A|= |z| |z′| |A|= |A|= |A|

(c) Montrez que le nombre y=
z+z′

1+zz′
est ŕeel.

Il suffit de montrer quey = y. On va utiliser le fait que 1= |z|2 = zzet donc quez= 1/z. De
mêmez′ = 1/z′.

y =
z+z′

1+zz′
=

1/z+1/z′

1+ 1
z

1
z′

=
z′+z
zz′

zz′+1
zz′

=
z′+z
zz′+1

= y

Question 7. On consid̀ere la fonction f: [−3,3]→ R dont le
graphe est repŕesent́e ci-dessous.

(a) Pour quelles valeurs de a∈R la fonction x7→ f (x+a) a-t-
elle une racine> 0?

(b) Pour quelles valeurs de b∈R la fonction x7→ f (x)+b a-t-
elle une racine> 0?

Expliquez votre d́emarche.
-3

-2

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 0 1 2 3

f

(a) Le graphe de la fonctionga(x) = f (x+a) est le translat́e horizontal de celui def dea unités
vers la gauche sia > 0 et de|a| unités vers la droite sia 6 0. Pour translater l’unique racine−2
de f dans les valeurs positives, il faut la déplacer de> 2 unit́es vers la droite, c’est-à-dire de|a|
unités vers la droite aveca 6−2. Lesa qui conviennent sont donc tous lesa 6−2.

REMARQUE : On peut arriver au m̂eme ŕesultat par calcul. En effet,x est racine dega, i.e.ga(x) =
0, si et seulement sif (x+ a) = 0, i.e. six+ a est racine def . Or −2 est la seule racine def .
Donc la seule racinex dega estx =−2−a. Cette racine est> 0 si et seulement si−2−a > 0, ssi
a 6−2.
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(b) Le graphe de la fonctionhb(x) = f (x)+ b est le translat́e vertical de celui def de b unités
vers le haut. Parmi lesx > 0, la valeurf (x) la plus basse estf (1) = 1 et la plus haute estf (3) = 3.
Pour avoir une racinex > 0, il faut doncabaisserle graphe def d’au moins 1 unit́e et d’au plus 3
unités (remarquons quef n’est pas d́efinie en dehors de[−3,3] et donc quehb, qui est d́efinie sur le
même intervalle, ne peut posséder de racine en dehors de[−3,3]). Donc lesb qui nous int́eressent
vérifient 16−b 6−3, c’est-̀a-direb∈ [−3,−1].

Question 8. Recherchez la matrice M dont l’inverse est la matrice

M−1 =

2 3 −1
0 −1 −1
2 1 2


En utilisant le point pŕećedent, ŕesolvez le système

2x+3y−z= 10

−y−z=−15

2x+y+2z=−10

(1)

On va utiliser la ḿethode de la matrice compagnon pour calculerM = (M−1)−1.

M−1 =

2 3 −1
0 −1 −1
2 1 2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = 1

2 3 −1
0 −1 −1
0 −2 3


L3← L3−L1

 1 0 0
0 1 0
−1 0 1


1 3/2 −1/2

0 1 1
0 0 5

 L1← L1/2
L2←−L2

L3← L3 +2L2

1/2 0 0
0 −1 0
−1 −2 1


1 3/2 0

0 1 0
0 0 1

 L3← L3/5
L2← L2−L3

L1← L1 + 1
2L3

 2/5 −1/5 1/10
1/5 −3/5 −1/5
−1/5 −2/5 1/5


1 0 0

0 1 0
0 0 1

 L1← L1− 3
2L2

1/10 7/10 4/10
1/5 −3/5 −1/5
−1/5 −2/5 1/5

 = M

On trouve donc finalement

M = 1
10

 1 7 4
2 −6 −2
−2 −4 2


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Le syst̀eme (1) peut s’́ecrire sous la forme2 3 −1
0 −1 −1
2 1 2

x
y
z

 =

 10
−15
−10


et poss̀ede donc l’unique solution donnée parx

y
z

 =

2 3 −1
0 −1 −1
2 1 2

−1 10
−15
−10

 = 1
10

 1 7 4
2 −6 −2
−2 −4 2

 10
−15
−10

 =

−13,5
13
2



Question 9.

Soit la fonction f: {0,1,2,3}→ {0,1,2} définie par

f (0) = 1, f (1) = 0, f (2) = 2, f (3) = 0.

Cette fonction est-elle injective ? surjective ? Justifiez.

f n’est pas injective carf (1) = 0 = f (3) alors que 16= 3. f est surjective car toutes les valeurs
de l’ensemble d’arriv́ee sont atteintes parf :

0 = f (1), 1 = f (0), et 2= f (2).

REMARQUE : Si A etB sont deux ensembles tels que cardA> cardB, il est impossible de trouver
une fonctionf : A→ B qui soit injective. En effet, sif est injective cardImf = cardA ce qui
contredit Imf ⊂ B vu que cette inclusion implique cardImf 6 cardB < cardA.

NotonsR[x] l’ensemble des polynômesà coefficients ŕeels en la variable x. Considérons la
fonction

g :R[x]→R[x] : p 7→ ∂xp.

Cette fonction est-elle injective ? Justifiez.

On va montrer quef n’est pas injective en exhibantp1, p2 ∈ R[x] tels quep1 6= p2 et ∂xp1 =
∂xp2. Prenons par exemplep1 = 1 et p2 = 2 (il y a beaucoup d’autres choix possibles). On a

p1 6= p2 et ∂xp1 = 0 = ∂xp2.
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Question 10. Calculez (en d́etaillant suffisamment leśetapes) :

n2

∑
p=−4

(3− p) =
7

∑
q=3−n2

q
(changement de
variable q= 3− p)

=
−1

∑
q=3−n2

q+
7

∑
q=0

q =−
n2−3

∑
r=1

r +
7·8
2

(changement de
variable r=−q)

=−(n2−3)(n2−2)
2

+28

s

∑
k=1

s

∑
j=0

(k− j)(k+ j) =
s

∑
k=1

(k−0)(k+0)+
s

∑
k=1

s

∑
j=1

(k− j)(k+ j)

=
s

∑
k=1

k2 +0 (2e terme antisyḿetrique)

=
s(s+1)(2s+1)

6
(formule vue au cours)

s

∑̀
=1

`

∑
k=0

(
`

k

)
(−1)k =

s

∑̀
=1

( `

∑
k=0

(
`

k

)
(−1)k1`−k

)
=

s

∑̀
=1

(
(−1)+1

)`
(binome de Newton)

=
s

∑̀
=1

0 = 0

Question 11. Montrez que, pour tout n> 1,

13 +33 +53 + · · ·+(2n−1)3 = 2n4−n2. (2)

Prouvons (2) par ŕecurrence.

CAS DE BASEn = 1 : Il faut vérifier que 13 = 2·14−12 ce qui est́evidemment vrai.

PAS RÉCURSIF : Supposons que (2) soit vrai pourn = r et montrons qu’il le reste pourn = r +1.
Il faut voir que

13 +33 +53 + · · ·+(2r−1)3 +
(
2(r +1)−1

)3 ?= 2(r +1)4− (r +1)2. (3)

Grâceà l’hypoth̀ese de ŕecurrence, le membre de gauche de (3) s’écrit

2r4− r2 +(2r +1)3 = 2r4− r2 +8r3 +12r2 +6r +1 = 2r4 +8r3 +11r2 +6r +1. (4)

Quant au membre de droite de (3), le développement des puissances donne :

2(r +1)4− (r +1)2 = 2
(
r4 +

(
4
3

)
r3 +

(
4
2

)
r2 +

(
4
1

)
r +1

)
− (r2 +2r +1)

= 2r4 +8r3 +22r2 +8r +2− r2−2r−1

= 2r4 +8r3 +11r2 +6r +1 (5)

On a donc bien l’́egalit́e des quantit́es (4) et (5).
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Mathématique Élémentaire
Examen (3 juin 2003) Correction

Question 12. Déterminez les vecteurs(x1,x2,x3) de R3 qui sont à la fois orthogonauxà
(−2,1,−5) et à (0,−1,4). Décrivez ǵeoḿetriquement vos résultats.

L’orthogonalit́e de deux vecteurs voulant dire que leur produit scalaire est nul, l’énonće se traduit
par(x1,x2,x3) · (−2,1,−5) = 0 et(x1,x2,x3) · (0,−1,4) = 0, c’est-̀a-dire on doit ŕesoudre le sys-
tème {

−2x1 +x2−5x3 = 0

−x2 +4x3 = 0
(6)

De la secondéequation on tire quex2 = 4x3 et donc, en remettant cette information dans la
premìere, on a−2x1−x3 = 0 ou encorex3 =−2x1. Par conśequent, les solutions(x1,x2,x3) de (6)
vérifientx3 =−2x1, x2 =−8x1, c’est-̀a-dire

(x1,x2,x3) = x1(1,−8,−2), x1 ∈R. (7)

GÉOMÉTRIQUEMENT (7) est l’́equation paraḿetrique d’une droite. C’est normal car il s’agit de
l’ensemble des vecteurs deR3 orthogonaux au plan engendré par les deux vecteurs(−2,1,−5) et
(0,−1,4).

Question 13. Soit A∈ R5×5. Notons At la transpośee de A. Montrez que A est inversible si et
seulement si At est inversible.

(⇒) Supposons queA soit inversible et montrons queAt l’est aussi. En appliquant l’opération
« transposition» aux identit́esAA−1 = 1 etA−1A = 1, on a

(A−1)tAt = (AA−1)t = 1t = 1 et At(A−1)t = (A−1A)t = 1t = 1

ce qui montre que(A−1)t est l’inverse deAt (donc queAt est inversible).

(⇐) Si At est inversible, alors le point préćedent montre que(At)t = A l’est aussi.

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

|x|

|x+
1|

|x−
1|

Question 14. Prouvez de manière graphique et al-
gébrique que, quel que soit x∈R,

si |x|6 |x+1| et |x|6 |x−1|, alors |x|6 1/2. (8)

GRAPHIQUEMENT : On trace les graphes des fonc-
tionsx 7→ |x|, x 7→ |x+1| etx 7→ |x−1|. Les pŕemisses
de l’implication (8) disent que le graphe dex 7→ |x| se
trouve en dessous de ceux dex 7→ |x+1| etx 7→ |x−1|.
Cela arrive pour la portion mise en gras. On voit que
sur cette partie,|x| est en dessous de la droite horizon-
taley = 1/2, c’est-̀a-dire que|x|6 1/2.
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ALGÉBRIQUEMENT : Soit x∈ R tel que|x| 6 |x+ 1| et |x| 6 |x−1|. Nous allons montrer que
|x|6 1/2. Distinguons deux cas :

si x > 0, |x|6 |x−1| devientx 6 |x−1| ou encore

x−1 6−x ou x−1 > x.

Comme la seconde inégalit́e est toujours fausse, cela revientà dire 2x6 1 et donc|x|= x6 1/2.

si x 6 0, |x|6 |x+1| devient−x 6 |x+1| ou encore

x+1 6 x ou x+1 >−x.

Comme la premìere ińegalit́e est toujours fausse, cela donne−2x6 1 ou encore|x|=−x6 1/2.

Dans les deux cas, on arrive donc bienà d́eriver l’inégalit́e |x|6 1/2.
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