Mathématique Elémentaire
Examen (3 juin 2003)

Question 1. Sachant que/21¢ @, montrez qua/3+ 7 ¢ Q.

Posons< := v/3+ /7 et argumentons par contradiction en supposanixgué), c’esta-dire en
supposant que& s’écrive commex = p/q avecp,q € Z, q # 0. Dés lors,x> = p?/¢? € Q. Par
ailleurs,x? = (v/34+/7)2 = 10+ 2y/21. Par consquent

x>—10 p?—10c?
V21= =
2 292

appartienta @ (c’est un quotient d’entiers), ce qui contredit le fait (déralans lenon&) que

V21¢ Q.

Question 2. Quelle est la Bgation de la proposition suivante :
«toutes les sedoises sont blondes et ont les yeux ble®s

Cochez la ou lesaponses aeljuates :

[ ] Il existe une s@doise qui n’est pas blonde et qui n'a pas les yeux bleus.
[d] 1l existe une sadoise qui N’est pas blonde ou qui n'a pas les yeux bleus.
[ ] Aucune sé&doise n’est blonde et n’a les yeux bleus.

[ ] Aucune sadoise n’est blonde ou n’a les yeux bleus.

Question 3. Trouvez tous les nombres complexes z tels que
z et z- 1 aient néme module.

Repesentez graphiquement ces nombres.

|Z| est la distance dea O et|z— 1| est la distance dea 1. On & Oez=1/2
voit sur le graphique ci-contre que lesechercles — ceuxa ,
égale distance de 0 et 1 — sont ceux de la dfdge = 1/2. N

Retrouvons ceasultat par calcuEcrivonsz= a-+ bi aveca,b e ’ .
R. L égali& |z| = |z— 1| estéquivalentéi|z]?> = |z— 1/ (vu que J/ .
les deux membrek| et |z— 1| sont> 0), ou encore? + b? = / . Dez
(a—1)%2+ b?. Quelques manipulations d@briqueslementaires 0 1 >
réduisent cett&quationaa = 1/2 — ce qui est le&sultat re-
chercle.
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Question 4.

(a) Donnez le module et I'argument ¢2- cis(n/12))3.

(2- cis(7r/12))3 — 23¢is(37/12) = 8cis(n/4) ce qui implique que le module est 8 et I'argu-
mentr /4 € [0, 2x].
(b) Donnez toutes les solutions dafigle I'equation 2 = 1.

Les trois solutions sont doées par la formule &érale §y := cis(2kz/3), k=0,1,2, ou,
plus explicitement, par

Lo=cis(0)=1, Co=cis(21/3) = —% + i?, Lo — cis(dn/3) = —+ Y3

(c) Des points (a) et (b),&luisez toutes les solutions deduation 2 = 4v/2(1+1i). Expliquez
votre cemarche.

Si 7y est une solution de® = 4/2(1+ 1), alors toutes les solutions sont dées partzyly,
k=0,1,2, c’esta-dire, explicitement par

20lo=2, 2061 =72cCis(2x/3), 20l = zpcis(4n/3).

Comme L-i = v/2cign/4), le point (a) nous dit qu'uty estzy = 2cig(x/12). Par coné-
guent, les trois solutions sont
20 =2cig(m/12)
2061 = 2cig(w/12+ 21 /3) = 2¢ig 97 /12)
208> = 2cig(n/12+4r/3) = 2¢ig17n/12)

Question 5. La proposition(P A Q) < —(—PV —Q) est-elle une tautologie ? Justifiez votre
réponse.

Pour voir cela, on dresse la table derité de cette formule.

P|Q|PAQ|-PV-Q|~(-PV—Q) | (PAQ) & ~(-PV-Q)
0[0[ O 1 0 1
0/1| o 1 0 1
1/0]| o 1 0 1
11| 1 0 1 1

La colonne des valeurs denité de la formule(P A Q) < —(—PV =Q) ne comportant que des
« 1», celle-ci est une tautologie.
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Question 6. Soit z et zdeux nombres complexes de modués a un €el. Posons A=z+Z7 +
azz+1letB:=z+7Z+zZ+a.

RAPPELONSquelques &gles qui seront utilees dans les calculs ci-dessous. Le corgudune
somme (resp. d’'un produit, resp. d’'un quotient) est la somme (resp. le produit, resp. le quotient)
des conjugés. Un nombrev € C est eel ssiw = w. Par ailleurs|w|? = ww = |W|? € R>O,

(@) Montrez que B=z-7 -A;

27 -A=22(z+7Z +azZ+1) =zZ(2+7 +azZ + 1)
= 2?7 +z|Z)?+alz?|Z|*+ 22 =7 +z+a+2Z =B

(b) Montrez queA| = |B|;
B| = [zZA| = |2 |Z||A| = |A] = |A]

(c) Montrez que le nombrey 12122; est reel.
Il suffit de montrer qug =y. On va utiliser le fait que i 1z]> = z et donc que=1/z De
mémezZ =1/7.
247 1z+1/7 BF 74z
T A W S R 77 R P B

Question 7. On consiére la fonction f: [-3,3] — R dont le
graphe est refizsené ci-dessous. N f

(@) Pour quelles valeurs de@aR la fonction x— f(x+a) a-t-
elle une racine= 07?

-1
(b) Pour quelles valeurs de ® R la fonction x— f(x) +ba-t- /
elle une racine= 0? 2 /

-3 -2 -1 0 1 2 3

Expliquez votre @marche.

(@) Le graphe de la fonctioga(X) = f(x+ a) est le transl& horizontal de celui dé dea unités
vers la gauche s > 0 et de|a| unités vers la droite sk < 0. Pour translater I'unique racine2
de f dans les valeurs positives, il faut l&mlacer de> 2 unites vers la droite, c’est-dire de|a
unités vers la droite ave < —2. Lesa qui conviennent sont donc tous les< —2.

REMARQUE : On peut arriver au @me Esultat par calcul. En effet,est racine d@a, i.e.ga(X) =
0, si et seulement si(x+a) = 0, i.e. six+ a est racine def. Or —2 est la seule racine dé
Donc la seule racinedeg, estx = —2 — a. Cette racine est 0 si et seulement si2—a > 0, ssi
a< —2.
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(b) Le graphe de la fonctiohy(x) = f(X) 4+ b est le transla vertical de celui dd deb unités
vers le haut. Parmiles> 0, la valeurf (x) la plus basse edt(1) = 1 et la plus haute est(3) = 3.
Pour avoir une racing > 0, il faut doncabaissere graphe ddé d’au moins 1 uni et d’au plus 3
unités (remarquons quien’est pas éfinie en dehors de-3, 3] et donc quéy,, qui est @&finie sur le
méme intervalle, ne peut pasder de racine en dehors @e3, 3]). Donc lesb qui nous inéressent
vérifient 1< —b < —3, c’esta-direb € [-3, —1].

Question 8. Recherchez la matrice M dont I'inverse est la matrice

2 3 -1
M1l=[0 -1 -1
2 1 2

En utilisant le point pecedent, Esolvez le syste

2x+3y—z=10
—-y—z=-15 (2)
2X+y+2z2=-10

On va utiliser la nethode de la matrice compagnon pour calcMes (M—1)~1,

2 3 -1 100
Mi=1(0 -1 -1 010]=1

2 1 2 001

2 3 -1 1 00

0 -1 -1 0 10

0 -2 3 Ly« L3—Lg -1 01

1 3/2 —-1/2 Ly —Ly1/2 1/2 0 O

0 1 1 L, — —Ly 0 -1 0

0 0 5 L3« L3+2L; -1 -2 1

1 32 0 L3 — L3/5 2/5 —1/5 1/10

0 1 0 Ly —Ly—Ls 1/5 -3/5 —1/5

0 0 1 L1 Li+3Ls -1/5 -2/5 1/5

100 1/10 7/10 4/10

010 Ly Li—3L, 1/5 -3/5 —-1/5| =M

001 -1/5 —-2/5 1/5

On trouve donc finalement

1 7 4
M=Z%( 2 -6 -2
-2 -4 2
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Le syseme (1) peut €crire sous la forme

2 3 -1\ /x 10
0 -1 -1|(y|=1[-15
2 1 2/ \z ~10

et posgde donc 'unique solution doBe par

X 2 3 -1\ /10
yl=(0 -1 -1 —15| =
z 2 1 2 ~10

Question 9.

1 7 4 10 ~135
2 -6 —2|[-15]=( 13
2 -4 2/ \-10 2

» Soit la fonction f: {0,1,2,3} — {0,1,2} définie par

f0)=1, f(1)=0,

f(2)=2 f(3)=0.

Cette fonction est-elle injective ? surjective ? Justifiez.

f n'est pas injective caf (1) = 0= f(3) alors que L~ 3. f est surjective car toutes les valeurs

de 'ensemble d’arrige sont atteintes pdr:

0=1f(1), 1= 1f(0),

et 2=1(2).

REMARQUE : SiAetB sont deux ensembles tels que card cardB, il estimpossible de trouver
une fonctionf : A — B qui soit injective. En effet, st est injective cardIni = cardA ce qui
contredit Imf C B vu que cette inclusion implique card lim< cardB < cardA.

= NotonsRR[x] 'ensemble des polymesa coefficients &els en la variable x. Congédons la

fonction

g:R[X — RI[X : pr— dkp.

Cette fonction est-elle injective ? Justifiez.

On va montrer qud n’est pas injective en exhibapt, p; € R[X| tels quep; # p2 et dkp1r =
dxp2. Prenons par exemplg = 1 etp, = 2 (il y a beaucoup d’autres choix possibles). On a

pL#p2 et

oxP1 = 0= dxp>.
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Question 10. Calculez (en étaillant suffisamment legtapes) :

n2
(changement de
3-p) = g ; ©
p=Z4 :Z_ 2 variable g=3—p)
9+ S q= _n2 3r+ﬁi (changement de
q 3an zo Zl 2 variable r= —q)
2_3\(n2—
:_(n 3)(n 2)+28
2
S S ) . S s s - .
S Y k=Dk+)) =5 k-0)k+0)+F ¥ (k—j)(k+])
k=1j= k=1 K1 =1
S
=3 K+0 (2° terme antisyrétrique)
Sk 1)é25+ D (formule vue au cours)
S i (€>(_1>k_ S (f (6) 11 k) S 1)+1)" (binome de Newton)
=1k=0 k /Zl k=0 k /Zl

s
:;O:O
=1

Question 11. Montrez que, pour tout i 1,

B¥4+3B 453+ 4 (2n—-1)3=2n"*—1 (2)

Prouvons (2) paracurrence.
CAS DE BASEN =1 : Il faut vérifier que 2 = 2-1* — 12 ce qui esévidemment vrai.

PAS RECURSIF: Supposons que (2) soit vrai ponie=r et montrons qu'il le reste pour=r + 1.
I faut voir que

PB+@45 4 (2 -3+ (2r+1)-1)° 22+ )% - (r+ 12 ©)
Gracea I'hypothese de&currence, le membre de gauche de (8¢t
2t —r2p2rr1d =2t v g1 rer 1=+ 83 1% r6r+1. (4)
Quant au membre de droite de (3), Eevdloppement des puissances donne :
2r+1)%— (r+1)2=2(r"+ (:)r3+ (3>r2+ (i')r+l) —(rP42r4+1)
—2r*ty 8342224 8r42-r2-2r—1
=2r* 483411+ 6r+1 (5)
On a donc bien Bgalig des quants (4) et (5).
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Question 12. Déterminez les vecteur&y, xp,x3) de R3 qui sonta la fois orthogonauxa
(—2,1,-5) eta (0,—1,4). Décrivez @ométriquement vosasultats.

L'orthogonali€ de deux vecteurs voulant dire que leur produit scalaire est anhii& se traduit
par (X1, X2, %3) - (—2,1,—5) = 0 et(x1,X2,X3) - (0,—1,4) = 0, c’esta-dire on doit esoudre le sys-
teme

{—2X1+X2—5X3:0 (©)

—Xo+4x3=0

De la secondéequation on tire quex = 4x3 et donc, en remettant cette information dans la
premire, on a-2x; — X3 = 0 ou encoreg = —2x;. Par conéquent, les solution, x2, x3) de (6)
verifientxs = —2xp, Xo = —8xy, c’esta-dire

(X1,X2,X3) = X1(1,—8,—2), X1 € R. (7)

GEOMETRIQUEMENT (7) est l'equation paragtrique d’une droite. C’est normal car il s'agit de
I'ensemble des vecteurs & orthogonaux au plan engesédpar les deux vecteufs-2,1, —5) et
(0,—1,4).

Question 13. Soit Ac R®*®. Notons A la transpoge de A. Montrez que A est inversible si et
seulement siest inversible.

(=) Supposons qua soit inversible et montrons qu& I'est aussi. En appliquant I'dation
« transposition> aux identiesAA™l = 1 etA"'A=1,on a

AHA=AAY =1'=1 e AAH=AA=1'=1

ce qui montre quéA—1)! est l'inverse deA' (donc queA! est inversible).
(<) SiA estinversible, alors le point @dent montre quéA')! = A I'est aussi.

3

Question 14. Prouvez de masre graphique et al- 4
gébrigue que, quel que soitxRR, 2 "'~"S[/
2 B

Si|x| < |x+1] et|x] < |x—1], alors|x| <1/2. (8) i, X "\

GRAPHIQUEMENT: On trace les graphes des fonc- : +><

tionsx — |X|, X+— |X+ 1] etx+ |[x—1|. Les pémisses 09 J

de I'mplication (8) disent que le graphe ge- |x| se 0 .

trouve en dessous de ceuxxder |x+1| etx— |x—1]|.

Cela arrive pour la portion mise en gras. On voit que

sur cette partigx| est en dessous de la droite horizon-

taley=1/2, c’esta-dire quex| < 1/2. 2 -5 -1 05005 1 152
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ALGEBRIQUEMENT: Soitx € R tel que|x| < [x+ 1] et|x| < |[x— 1|. Nous allons montrer que
IX| < 1/2. Distinguons deux cas :

m Six>0,|x < |x—1| devientx < [x— 1] ou encore
X—1<—-X ou x—1>x

Comme la seconde&gali€ est toujours fausse, cela reviardire X < 1 et dondx| =x< 1/2.

» SiX<0,|x < |x+ 1| devient—x < |x+ 1| ou encore
X+1<x ou X+1>-X

Comme la prendire iregali& est toujours fausse, cela donn2x < 1 ou encorex| = —x < 1/2.
Dans les deux cas, on arrive donc béeceriver I'inégalié |x| < 1/2.
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