Mathématique Elémentaire
Testn° 2 (22 septembre 2003)

Question 1. Reéesoudre le sysme

3mx+3y=1 (1)
3x+mPy=0 (2)
ou me R (discuter en fonction de m).
(1) —m(2) : (3—m®)y = 1. On est rame®a resoudre le syste
B-my=1 (3)
3X+mPy=0 (4)
Premier cas 3—m® # 0, c’esta-direm £ /3.
De (3), on @duity = 1/(3— m®) et en remplacant dans (4), oxa= —inPy = —m?/(3—m?).
—nP 1 )
3—md)’'3-m3/’
Deuxime cas m= /3. Alors, le systme sécrit

La solution du systme est le couplé3<

3v3x+3y=1
3X+ V=0

Les coefficients des inconnuegty sont proportionnels mais cette proportion n’est pas regpect
par les termes iregpendants. Ce syshe est donc impossible.

Question 2. Réesoudre dan§ :
X2 4+3x+7=0. (5)

Cetteéquation a-t-elle des solutions daRs?

Le discriminant de (5) vauh = 9— 28 = —19. Les deux solutions complexes ¥é = A valent
X1 =iv19 etX, = —i+/19. Par consquent, les deux solutions complexes de (5) sont

—3—-X, —3—iy/19
Xo = = .

_ 84X -8+ivIe
2 2 T2 2

X1 =

Cetteéquation n’a pas de solutio@elle car une solutioréelle est une solution complexeet R,
X2 ¢ R. Alternativement, on sait qu& < 0 implique gqu'il n’y a pas de solutioreelle de (5).
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Question 3.

(a) Calculezl+i+i2+i3=1+i+(—1)+(—i)=0.

- 2\ —1 -1 -1 1443
(b) Calculez(3—i)2= ((3—|)2) =(2(4-30)) " =3((4-3)) "= 5 o5
N i o a— bi
ol on a utili€ la formule vue au cour@+ bi)~! = 20

(c) Donnez une formule pour", n€ N, et prouvez-la.

On a vu au cours que
1 sinmod4=0

i sinmod4=1
—1 sinmod4=2
—i  sinmod4=3

Ori ".i"=i="n—=i0 =1 cesta-dire qué " est I'inverse de". Par conéquent,

171=1 sinmod4=0
n_ il =i sinmod 4= 1
(=) t=-1 sinmod4=2
(- t=i sinmod4=3

ou les dernéreségaliés proviennent respectivementdd £ 1,i-(—i)=1,(-1)-(-1) =1,
(—i)-i =1 etde l'unicié de l'inverse.

Question 4.
s Compktez la phrase suivante :

(Xo0,Y0,20) = (X1,Y1,21) sietseulementsi(xo=X1)A(Yo=Y1) A (Z0=21).

s L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
JueR, (1,0,1)=pu(3,-6,9)+(0,2,—2)
Justifiez votre &ponse.

En utilisant les oprations dan®3, cela revientx chercheu € R tel que(1,0,1) — (0,2, -2) =
(3w, —6u,9u), c'esta-dire(1,—2,3) = (3u, —6u,9u). Par le point ci-dessus dgali€ pecdente
signifie que

1=3u AN —-2=-6u A 3=9u.

Doncu = 1/3 et I'affirmation propo8&e est vraie.
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Question 5.
s Parmi les phrases suivantes, cochez celle(s) qui tradui(sen)t la formule suivante :

YXeR, dJye R, x<V.
] Pour tout xe R, il existe un ye R tel que x<y.

[ ] Il existe un ye R strictement plus grand que n'importe quel nomhgelrx.
(0] On peut toujours trouver un nombréel strictement plus grand qu’'uieel doni.

= Méme question pour la formule
vacR, VbeR, VX €R, Vo €R, (axg+b=0Aax+b=0)=x =x.
[ ] x; = X est une solution du sysne

axg+b=0
ax+b=0

0] L' équation ax- b = 0 admet toujours au plus une solution.
[ ] L’équation ax- b = 0 admet toujours une unique solution.

Question 6.
= Montrez que p\ (qVr) estéquivalen&a (pAQ) V (PAT).
Cela revienta prouver que la proposition

PA(QVT) <= (PAQ)V(PAT) (6)

-

A

est une tautologie.
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On voit ceés lors que (6) est une tautologie.
= Soient pq,r trois propositions qui @pendent d’'une variablg € R. Niez la proposition
JueR, (pAQ) = . )
Expliquez votre @marche.

Ona—(3u € R,(pAQ) = —r) estéquivalent Vi € R, =((pAq) = —r). De plus, la gation
de A = B estéquivalented AN —B. La négation de (7) sera dondu € R, (pAQ) A —(—r),
c'esta-direVu € R, (pAQ) AT.
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Question 7. Consicerons les ensembles

A= {(xy) € R?:(~1,2)-(x,y) =0},
B:={(xy) €R*:3u R, (x,y) = (-2,-1)+pu(2,1)}.

Montrez que A= B. Justifiez en&kail chaqueetape de votre raisonnement.

Montrer I'eégali€ A = B revienta prouver les deux inclusio#sC B etB C A.
(A C B) Prenons(x,y) € A, cesta-dire (x,y) € R? tel que(—1,2)- (x,y) = —x+2y =0, et
montrons qu’il appartiera B, c’est-a-dire qu’on peuécrire

(Xay) - (_2, _1> +nu(27 1)
pour unyu € R bien choisi. Posongx,y) := (x,y) — (—2,—1) = (x+ 2,y+1). On voit que
I’équation—x+2y =0 devient 0= —(X —2)+2(y —1) = X +24+2y —2=—xX +2y. En
prenantu =y, ona(X,y) = (2y,y) =¥ (2,1) = u(2,1), ou encore, vu laé&finition de(x,y),
(x,y) —(—2,—1) = u(2,1). C'est ce qu’on voulait.

(BC A) Prenons(x,y) € B, c’esta-dire un(x,y) € R? qui s'écrit comme(x,y) = (-2, —1) +
u(2,1), et montrons quéx,y) € A, c’esta-dire quex,y) - (—1,2) = 0. C’est un simple calcul :

(x¥)-(=1.2) = ((-2-1)+n(21)-(-1,2)

(_27 _1) ) (_17 2) +.u(27 1) ) <_1v 2)
(2-2)+u(-2+2)

0.

Question 8.
(a) Prouver que la fonction valeur absolue sRrsatisfait I'inégalité triangulaire, c’esta-dire :

VXeR, Ve R, [x+y| < [X+]yl|

Puisque les deux membres sont positifs, cela redigmbuver que[x+ y|)2 < (X + |y|)2.
Le premier membre vaut + 2xy+y? et le second esf + 2|x| |y| +y? et l'inégali&xy < |x||y|
est vraie.

(b) Déduire du point (a) que la fonction cetinie par
d(a,b) :=|b—a| (pour a b € R)
vérifie l'inégalité triangulaire.

Il faut vérifier que poura,b,c € R, on ad(a,b) < d(a,c) +d(c,b), c’esta-dire |b—a| <
|c—a| + |b—c|. Il suffit de poser, dans l'iegalié triangulairex:=c—aety:=b—c.
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(c) Montrer que la fonction d, &finie au point (b), &rifie les quatre propétes recessaires pour
affirmer que d est une distance.

= On a toujourgd(a, b) > 0 pour touta,b € R car une valeur absolue est positive ou nulle.
= On ad(a,b) =0ssila—b|=0ssib—a=0ssib=a.

= On ad(a,b) = d(b,a) en utilisant le fait quex| = |—x| pour toutx € R.

= On avu au point (b) que la fonctiahvérifie I'inégaligé triangulaire.

En conclusiond est une distance.
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