
Mathématique Élémentaire
Test n◦ 3 (29 septembre 2003) Correction

Question 1. Soit x et y les deux vecteurs deRN (N > 2) définis par

x = (1,1, . . . ,1) et y= (1,2, . . . ,N).

(a) Calculez x·y (le résultat doitêtre expriḿe sous la forme d’un polynôme).

(b) Prouvez par ŕecurrence le ŕesultat obtenu en (a).

(a) x ·y = (1,1, . . . ,1) · (1,2, . . . ,N) = 1+2+ · · ·+N = 1
2N(N+1) (vu au cours).

(b) Prouvons que, pourN > 2, on a

(1,1, . . . ,1) · (1,2, . . . ,N) = 1
2N(N+1). (1)

Cas de base :N = 2. Alors le premier membre de (1) est(1,1) · (1,2) = 1 ·1+1 ·2 = 3 et le
deuxìeme membre de (1) est1

2(2· (2+1)) = 3.

Supposons qu’on ait montré (1) pourN 6 r (hypoth̀ese de ŕecurrence). Montrons (1) pour
N = r +1. On a :

(1,1, . . . ,1) · (1,2, . . . , r +1) = 1+2+ · · ·+ r +(r +1) (définition du produit scalaire)

=
r(r +1)

2
+(r +1) (hypoth̀ese de ŕecurrence)

= (r +1) · (r +2)
2

On a donc prouv́e (1) pour toutN > 2.

Question 2. Soit l’équation ax2 + bx+ c = 0 avec a,b,c ∈ R et a 6= 0. Prouvez que, si le dis-
criminant∆ est strictement ńegatif, alors les deux racines de cetteéquation sont conjugúees l’une
de l’autre.

Le discrimant́etant ńegatif, les solutions sont données parx1 = (−b+y1)/2a etx2 = (−b+y2)/2a

où y1, y2 sont les solutions deY2 = ∆, c’est-̀a-direx1 = − b
2a + i

√
|∆|

2a et x2 = − b
2a − i

√
|∆|

2a . Vu que
b, a,

√
∆, 2 sont ŕeels, ¯x1 = x2 et x̄2 = x1.
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Question 3. Écrivez l’ensemble suivant sous la forme d’une union d’intervalles :

E =
{

x∈ R : (x < 0 ou x> 2) et (x 6−1 ou x> 0)
}
.

Grâce aux r̀egles de distributivit́e, on peut́ecrire

E =
{

x∈ R : (x < 0 etx 6−1) ou (x < 0 etx > 0)︸ ︷︷ ︸
toujours faux

ou (x > 2 etx 6−1)︸ ︷︷ ︸
toujours faux

ou (x > 2 etx > 0)
}

=
{

x∈ R : (x 6−1) ou (x > 2)
}

= ]−∞,−1]∪ ]2,+∞[

Question 4. Calculer
∣∣(1+5i)4

∣∣, ∣∣(1−5i)4
∣∣, |1−5i|2.

|1−5i|=
√

1+52 =
√

26.

|1−5i|2 =
(√

26
)2 = 26.∣∣(1−5i)4

∣∣ (∗)
= |1−5i|4 = 262 = 676 òu (∗) utilise la propríet́e |z|n = |zn|.∣∣(1+5i)4

∣∣ (†)
= |1−5i|4 = 262 = 676 òu (†) utilise la propríet́e |z|= |z̄|.

Question 5. Quelle est la fonction du 1er degŕe dont le graphe est la droite D passant par(1,−2)
et perpendiculairèa la droite D′ dont uneéquation paraḿetrique est(x,y) = (5,−3)+λ (−1,4),
λ ∈ R ?

Un vecteur directeur deD′ est(−1,4). PuisqueD etD′ sont perpendiculaires, un vecteur directeur
deD′ sera un vecteur normal deD. Uneéquation cart́esienne deD est donc de la forme−x+4y= c.
Pour d́eterminerc, on exprime que le point(1,−2) appartientà D. Alors c = −1+ 4 · (−2) =
−1−8 =−9. Uneéquation cart́esienne deD est−x+4y =−9, c’est-̀a-dire 4y = x−9 ou encore
y= 1

4x− 9
4. La fonction du premier degré dont le graphe estD est donc de la formef (x) = 1

4x− 9
4.

Question 6. Démontrer par ŕecurrence que

∀n∈ N\{0}, (1+2+3+ · · ·+n)2 = 13 +23 +33 + · · ·+n3.

Le cas de base estn= 1. Dans ce cas, l’égalit́e à vérifier est 12 = 13, ce qui est trivialement vrai.

Supposons que l’égalit́e est v́erifiée pourn 6 r (où r > 1) et montrons que l’égalit́e est aussi
vérifiée pourn = r +1 (et donc pour tous les autresn 6 r +1) :(

1+2+ · · ·+(r +1)
)2 = (1+2+ · · ·+ r)2 +2(r +1)(1+2+ · · ·+ r)+(r +1)2

estégal, en utilisant l’hypoth̀ese de ŕecurrence pourn= r et l’égalit́e 1+2+ · · ·+ r = 1
2r(r +1),

à 13 + · · ·+ r3 +(r +1)2r +(r +1)2 = 13 + · · ·+(r +1)2(r +1) = 13 + · · ·+(r +1)3.
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Question 7. Soit f : [−3,3]→R la fonction
dont le graphe est représent́e ci-contre. Tracez
sur ce m̂eme dessin les graphes des fonctions
g et h d́efinies par

g(x) = | f (x)|−2

h(x) = f (x−1)

Expliquez votre d́emarche.

Le graphe deh correspond̀a celui def trans-
laté de 1 unit́e vers la droite. Celui deg est
celui de| f | (obtenu en prenant le symétrique
de la partie ńegative def par rapport̀a l’axe
desx et en ne changeant rienà la partie posi-
tive) translat́e de 2 unit́es vers le bas.

Question 8. Prouvez que∀z1,z2 ∈ C, |z1 +z2|6 |z1|+ |z2|.

Puisque les deux membres de l’inégalit́e sont des ŕeels positifs, ce qui est demandé estéquivalent
à prouver que

∀z1,z2 ∈ C, |z1 +z2|2 6
(
|z1|+ |z2|

)2
.

Posonsz1 = a1 +b1i et z2 = a2 +b2i, le premier membre devient
∣∣(a1 +a2)+ (b1 +b2)i

∣∣2, c’est-
à-dire(a1+a2)2+(b1+b2)2 = a2

1+a2
2+b2

1+b2
2+2(a1a2+b1b2). Le second membre est|z1|2+

|z2|2+2|z1||z2|. On est donc ramenéà prouver que 2(a1a2+b1b2) 6 2|z1||z2|, ou encore quea1a2+

b1b2 6 |z1| |z2| =
√

a2
1 +b2

1

√
a2

2 +b2
2, c’est-̀a-dire que le produit scalaire des vecteurs(a1,b1) et

(a2,b2) est inf́erieur ouégal au produit de leurs normes, ce qui est bien connu.
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Question 9. Résolvez de manière ǵeoḿetri-
que et alǵebrique l’inéquation

|x|< 2−|x−1|.

Détaillez les diff́erenteśetapes de votre raison-
nement.

Le graphe de|x| sera en dessous de celui de 2−
|x−1| pour lesx dans l’intervalle]−1/2,3/2[
(en gras sur le graphique ci-contre). Les points
du bord de l’intervalle sont exclus car l’inéga-
lit é est stricte.
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Algébriquement :

|x|< 2−|x−1| ssi
(
x < 2−|x−1|

)
et

(
−2+ |x−1|< x

)
ssi

(
|x−1|< 2−x

)
et

(
|x−1|< x+2

)
ssi

(
x−1 < 2−x etx−1 > x−2

)
et

(
x−1 < x+2 etx−1 >−x−2

)
ssi

(
x < 3

2 et −1 >−2︸ ︷︷ ︸
vrai

)
et

(
−1 < 2︸ ︷︷ ︸

vrai

etx >−1
2

)
ssi x < 3

2 etx >−1
2

ssi x∈ ]−1
2, 3

2[.

Question 10. Soit u,v,w trois vecteurs deR3 de m̂eme norme a> 0. Supposons que les vecteurs
u,v,w font deux̀a deux un angle de60◦. Calculez la norme du vecteur u+v+w.

On a :

‖u+v+w‖ =
√

(u+v+w) · (u+v+w) car‖x‖ =
√

x ·x pourx∈ R3

=
√

u·u+v·v+w ·w+2u·v+2v·w+2u·w (2)

grâceà la distributivit́e età la commutativit́e du produit scalaire.

Or, u ·u = v · v = w ·w = a2 carx · x = ‖x‖2 pourx∈ R3, et u · v = v ·w = u ·w = 1
2a2 carx · y =

‖x‖‖y‖ cosθ pourx,y∈ R3. Donc(2) =
√

3a2 +3a2 =
√

6a2 =
√

6a (cara > 0).
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