
Mathématique Élémentaire
Test n◦ 4 (18 octobre 2004) Correction

Question 1. Prouvez par ŕecurrence que, pour tout n∈ N\{0}, la somme de tous les nombres
impairs de1 à 2n−1 vaut n2.

Le cas initialestn = 1. Il estéquivalent̀a montrer que 1= 12 (puisque 2·1−1 = 1). C’est trivia-
lement v́erifié.

Pour l’étape de ŕecurrence, on suppose que l’assertion est vraie pour 16 n 6 k (hypoth̀ese de
récurence), et on va montrer que la somme de tous les nombres impairs de 1à 2(k+ 1)−1 vaut
(k+1)2 ; c’està dire

k+1

∑
j=1

(2 j−1) = (k+1)2.

Par hypoth̀ese de ŕecurence, on a
k

∑
j=1

(2 j−1) = k2.

Ce qui nous permet d’écrire

k+1

∑
j=1

(2 j−1) =
k

∑
j=1

(2 j−1)+2(k+1)−1 = k2 +2k+1 = (k+1)2

Par le principe de récurence, on a donc prouvé l’assertion quel que soitn∈ N\{0}.

Question 2. Résoudre, en fonction deλ ∈ R, le syst̀eme suivant :{
−2x+y−5z= 0

3λx = λ (y+z)

Interprétez ǵeoḿetriquement vos résultats.

Si λ = 0, la deuxìemeéquation est trivialement vérifiée et le syst̀eme se ŕeduit à la premìere
équation. Celle-ci peut s’écrirey = 2x+5z. L’ensemble des solutions est donc

S=
{
(α,2α +5β ,β )

∣∣ α,β ∈ R
}
.

Il s’agit du plan d’́equation−2x+y−5z= 0.

Si λ 6= 0, on peut simplifier parλ dans la deuxìemeéquation. Le système devient :{
−2x+y−5z= 0 (1)

3x−y−z= 0 (2)

Si on additionne les deux́equations (1)+ (2), on obtient l’́equationx−6z= 0, c’est-̀a-direx = 6z.
En remplaçant dans (1), on obtienty = 2x+5z= 17z. L’ensemble des solutions est donc

S=
{
(6α,17α,α)

∣∣ α ∈ R
}
.

Géoḿetriquement, les deux plans d’équation−2x+y−5z= 0 et 3x−y−z= 0 se coupent suivant
la droiteD dont unéequation (paraḿetrique) est(x,y,z) = α(6,17,1), α ∈ R.
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Question 3. Soit R⊆ R×R la relation dessińee
sur la figure ci-contre. Cette relation définit-elle une
fonction f ? Autrement dit,

f : R→ R : x 7→
(
y tel que(x,y) ∈ R

)
est-elle une fonction ? Justifiez votre réponse.

Rne d́efinit pas une fonction. En effet,(1,y) ∈ Ret
(1,y′) ∈ Ravecy 6= y′ ce qui contredit la d́efinition
de fonction (̀a unx doit correspondre au plus uny).

Question 4. Calculez les d́erivées suivantes :

∂x(cosx+
√

x) =−sinx+
1

2
√

x

∂t(e−t2
) =−2t e−t2

∂x

(cos(xy)√
sinx

)
=
−sin(xy)y

√
sinx−cos(xy) 1

2
√

sinx
cosx

sinx
=
−ysin(x)sin(xy)− 1

2 cos(xy)cos(x)
(sinx)3/2

∂y

(
exy2

+cos
x
y

)
= exy2

∂x(xy2)+∂u(cosu)�u=x/y∂y

(x
y

)
= exy2

2xy+
(
−sin

x
y

)(
− x

y2

)
= 2xyexy2

+
x
y2 sin

x
y

Question 5. Pour quelles valeurs deλ ∈ R la relation suivante d́efinit-elle une fonction :

fλ : R→ R : x 7→ y tel que y> 0 et (y−|λ |+1)2 = x

Pour cesλ , calculezDom fλ .

RÉSOLUTION GRAPHIQUE: Si on lit la relation(y−|λ |+1)2 = x commex donńe en fonction
de y, on voit qu’il s’agit d’une parabole dont le sommet est en(x,y) = (0, |λ | −1) — c’est une
translat́ee verticale de la parabolex = y2.

(0, |λ |−1)

Or, on ne s’int́eresse qu’auxy > 0.
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Si |λ |−1 > 0 alors pourx proche de 0, il y a deuxy > 0 différents qui lui correspondent ce qui
veut dire quefλ n’est pas une fonction.

x

(ρ,0)

Si |λ |−1 6 0 alors, à chaquex, il y a au plus un
y qui lui correspond et doncfλ est une fonction.
Donc,

fλ est une fonction⇔ |λ |6 1

⇔ λ ∈ [−1,1]

Le domaine defλ étant l’ensemble desx pour les-
quels uny existe, le graphique montre qu’il sera de
la forme[ρ,+∞[ où (ρ,0) vérifie(y−|λ |+1)2 = x,
c’est-̀a-dire,

Dom fλ =
[
(|λ |−1)2,+∞

[
RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE1 :
Si x < 0, il n’y a aucune solutiony∈ R à l’équation(y−|λ |+1)2 = x.

Si x > 0, l’ équation(y−|λ |+1)2 = x poss̀ede deux solutions

y1 =
√

x+ |λ |−1 et y2 =−
√

x+ |λ |−1.

Parmi ces solutions, seules nous intéressent celles qui sont> 0. En fait, vu quefλ est une fonction
si et seulement sìa chaquex correspond au plus uny, on

fλ est une fonction ⇔ ∀x > 0, au plus une des deux solutions est> 0.

Or y1 > y2. Par conśequent, il faut et il suffit quey2 < 0 pour avoir une fonction (sauf siy1 = y2) :

fλ est une fonction ⇔ ∀x > 0, y2 < 0 ouy1 = y2.

Commey1 = y2 ⇔ x = 0, on a

fλ est une fonction ⇔ ∀x > 0, y2 < 0

⇔ ∀x > 0, |λ |−1 <
√

x

⇔ |λ |−1 6 0

⇔ |λ |6 1

⇔ λ ∈ [−1,1]

1Une des deux résolutions, graphique ou algébrique, suffit̀a ŕepondrèa cette question. Il est cependant impératif
de pouvoir faire les deux.
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Pour cesλ , la valeur defλ (x) seray1 pour autant qu’il soit> 0 :

Dom fλ = {x | y1 > 0}=
{

x > 0
∣∣√x+ |λ |−1 > 0

}
=

{
x > 0

∣∣ x > (1−|λ |)2} =
[
(1−|λ |)2,+∞

[
Question 6.

(a) Prouvez que les complexescis(2kπ/n), k∈ {0, . . . ,n−1} sont les racines ne de l’unité.

(b) En d́eduire toutes les solutions complexes deséquations X5 = 2 et X4 =−1.

(a) Il faut vérifier (par d́efinition des racinesne de l’unité) que
(
cis(2kπ

n )
)n = 1 (pourk∈ {0,1, ...,

n− 1}). Par la formule de De Moivre
(
cis(2kπ

n )
)n = cis(2kπ) = cis(0) = 1. Puisque les

éléments cis(2kπ

n ) aveck ∈ {0, ...,n− 1} sont des complexes distincts, on a lesn racines
de l’équationZn = 1, c’est-̀a-dire les racinesne de l’unité.

(b) Une solution deX5 = 2 est 5
√

2. D’autre part, par le point (a), les solutions deX5 = 1 (dansC)
sont les cis(2kπ

5 ) (k∈ {0, ...,4}). Par un th́eor̀eme2 vu au cours, on en déduit que les racines
complexes deZ5 = 2 sont les5

√
2cis

(2kπ

5

)
(k∈ {0, ...,4}).

Une solution deX4 =−1= cis(π) est cis(π

4). D’autre part, les solutions deX4 = 1 sont — en
vertu du point (a) — cis(2kπ

4 ) (k∈ {0, ...,3}). Donc par le th́eor̀eme vu au cours,3 on d́eduit
que les racines deX4 = −1 dansC sont les cis(π

4) · cis(2kπ

4 ) (k ∈ {0, ...,3}), c’est-̀a-dire
cis(π

4), cis(3π

4 ), cis(5π

4 ) et cis(7π

4 ).

Question 7. Soit∆ = q2/4+ p3/27et supposons que∆ > 0. Prouver que

r = r1 + r2 avec r1 = 3
√
−1

2q+
√

∆ et r2 = 3
√
−1

2q−
√

∆

est solution de l’́equation z3 + pz+q = 0.

Remarquons quer1 et r2 ∈ R et sont bien d́efinis vu l’hypoth̀ese∆ > 0 et l’unicité de la racine
cubique d’un ŕeel.

Par d́efinition de la notion de solution, il suffit de vérifier que(r1 + r2)3 + p(r1 + r2)+q = 0. En
utilisant la formule(r1 + r2)3 = r3

1 + 3r2
1r2 + 3r1r2

2 + r3
2 = r3

1 + 3r1r2(r1 + r2) + r3
2 et le fait que

r1r2 = 3
√

(−1
2q)2−∆ = 3

√
− 1

27p3 =−1
3 p (par d́efinition de∆). On doit v́erifier que

−1
2

q+
√

∆+3
(
−1

3 p
)
(r1 + r2)−

1
2

q−
√

∆+ p(r1 + r2)+q = 0

ce qui est clairement le cas après simplifications.

2On peut l’́enoncer comme suit. Soitn∈ N, a∈ C et z0 ∈ C tel quezn
0 = a. On a :z est solution dezn = a si et

seulement siz s’écrit commez0 ·u où u est une racinene de l’unité (i.e.,un = 1).
3Cf. note en bas de page préćedente.
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