
Mathématique Élémentaire
Test n◦ 6 (24 octobre 2005) Correction

Question 1.
Soient A,B∈ Rp×p deux matrices inversibles. Montrez que(AB)−1 = B−1A−1.

Par définition de l’inverse d’une matrice, il faut prouver que(AB) · (B−1A−1) = 1 et (B−1A−1) ·
(AB) = 1. On a :

(AB) · (B−1A−1) = A· (BB−1) ·A−1 par associativité du produit matriciel.

= A·1 ·A−1 par définition deB−1.

= AA−1

= 1 par définition deA−1.

On démontre l’autre égalité de façon analogue.

Soient M1,M2, . . . ,Mn ∈ Rp×p. Montrez, par récurrence, que pour tout n> 1,

(M1M2 · · ·Mn)t = Mt
n · · ·Mt

2Mt
1 (1)

I CAS DE BASE : n = 1. Alors le premier membre estMt
1 et le second membre estMt

1. On a
donc l’égalité entre les deux membres de (1).

I HYPOTHÈSE D’ INDUCTION : supposons qu’on ait montré (1) pour 16 n 6 k. Montrons (1)
pourn = k+1, c’est-à-dire montrons que(M1M2 · · ·Mk+1)t = Mt

k+1 · · ·M
t
2Mt

1.
On a :

(M1 · · ·Mk+1)t =
(
(M1 · · ·Mk) ·Mk+1

)t
associativité du produit matriciel.

= Mt
k+1 · (M1 · · ·Mk)t propriété(AB)t = BtAt .

= Mt
k+1 · (M

t
k · · ·M

t
1) hypothèse d’induction.

= Mt
k+1Mt

k · · ·M
t
1 associativité du produit matriciel.

On a donc prouvé (1) pour toutn > 1.

Question 2. Esquissez le graphe de la fonction
f : R→R : x 7→ x4−x2. Expliquez votre démarche.

Cette fonction est paire (car, pour toutx ∈ R,
f (−x) = (−x)4− (−x)2 = f (x)), son graphe est
donc symétrique par rapport à l’axe desY. Lorsque
xest grand en valeur absolue,f (x)≈ x4 et donc sera
aussi grand et positif. Six≈ 0, f (x) ≈ −x2, donc
ressemblera à une parabole dont la concavité est di-
rigée vers le bas. Finalementf (x) = x2(x2−1) et
donc les seules racines def sont 0,−1,1.
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Question 3. Soit f : [−3,3]→ R la fonction dont le graphe est représenté ci-dessous. Sur ce
même graphique, veuillez tracer le graphe de g: R→R : x 7→ | f (x−1)|. Expliquez votre construc-
tion.
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Commençons par tracerh(x) :=
| f (x)|. Lorsquef est positive (i.e.
lorsqu’elle se trouve au dessus de
l’axe desX) h = f . Si f (x) 6 0,
alors h(x) = − f (x) et est donc
le symétrique orthogonal def (x)
par rapport à l’axe desX. Comme
g(x) = h(x−1), le graphe deg est
une translation d’une unité vers la
droite du graphe deh.

Question 4.

Prouvez, par récurrence sur n> 1, que pour tout z∈ C

(z−1)(1+z+z2 + · · ·+zn) = zn+1−1 (2)

I CAS DE BASE: n= 1 : à prouver que(z−1) ·(1+z) = z1+1−1. C’est une formule classique.

I ÉTAPE D’ INDUCTION : supposons que la formule est correcte pour 16 n 6 k, et montrons
que, sous cette hypothèse, la formule est vérifiée pourn = k+1 :

(z−1)(1+z+z2 + · · ·+zk+1) = (z−1)(1+z+ · · ·+zk)+(z−1)zk+1

= zk+1−1+zk+2−zk+1 (par hypothèse d’induction)

= zk+2−1

On a donc prouvé l’égalité pour tout natureln > 1.

La formule (2) est-elle encore valable si z∈ R2×2 (en interprétant1 comme la matrice iden-
tité 1) ?

Dans la preuve précédente, on n’a utilisé que les propriétés de l’addition et des puissances d’un
élément, sans utilisation de la commutativité de la multiplication ; la formule reste donc valable
pourz∈ R2×2 (ne pas oublier quez0 = 1 si z∈ R2×2).
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Sous quelle condition a-t-on, pour z∈ C, que

n

∑
k=0

zk = (z−1)−1(zn+1−1) ? (3)

Démontrez cette formule.

De la formule (2) et du fait quez−1 admet un inverse à gauche, noté(z−1)−1, on obtient la
formule (3) en multipliant chaque membre de (2) par(z−1)−1 à gauche. Dans le cas complexe,
z∈C impliquez−1∈C etz−1 est inversible à gauche ssiz−1 6= 0 (vu au cours) ou encore si
z 6= 1. Dans le cas oùz= 1, la formule est clairement fausse, puisque le membre de gauche vaut
n+1 et celui de droite n’est pas défini.

Même question si z∈ R2×2.

Le même argument que le précédent montre que siz−1 a un inverse à gauche, la formule est
correcte. Dans le cas oùz−1 n’a pas d’inverse à gauche, le second membre n’est pas défini. Si
le déterminant dez−1 est non nul,(z−1)−1 existe et réciproquement. Donc (3) est vérifié si et
seulement siz−1 est de déterminant différent de 0.

Calculez
n

∑
k=0

(
1 1
0 1

)k

On ne peut pas appliquer le point précédent car iciz=
(

1 1
0 1

)
et doncz−1=

(
0 1
0 0

)
qui est

de déterminant nul. Mais (
1 1
0 1

)k

=
(

1 k
0 1

)
(4)

(preuve par induction surk > 0, voir ci-dessous). Donc la somme demandée est

n

∑
k=0

(
1 k
0 1

)
=

(
∑n

k=01 ∑n
k=0k

0 ∑n
k=01

)
=
(

n+1 n(n+1)
2

0 n+1

)

Prouvons (4) par induction surk > 0 :

I CAS DE BASE : k = 0 : par définition

(
1 1
0 1

)0

=
(

1 0
0 1

)
= 1.

I ÉTAPE D’ INDUCTION : supposons que le résultat esr prouvé pour 06 k6 `, prouvons le pour
k = `+1, sous cette hypothèse. On a :(

1 1
0 1

)`+1

=
(

1 1
0 1

)`

·
(

1 1
0 1

)
règle d’exponentiation.

=
(

1 l
0 1

)
·
(

1 1
0 1

)
hypothèse d’induction.

=
(

1 `+1
0 1

)
multiplication dansR2×2.
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Question 5. On dit que A∈ Rn×n est une matricesymétriquesi et seulement si At = A et que A
est une matriceantisymétriquesi et seulement si At =−A. Soit M∈ Rn×n.

(a) Montrez que S:= 1
2(M +Mt) est une matrice symétrique.

Il faut montrer queSt = S. Or

St =
1
2

(
M +Mt)t

=
1
2

(
Mt +(Mt)t) propriété :(A+B)t = At +Bt

=
1
2
(Mt +M)

=
1
2
(M +Mt) commutativité de l’addition.

= S

(b) Montrez que N:= 1
2(M−Mt) est une matrice antisymétrique.

Il faut prouver queNt =−N. Or :

Nt =
1
2

(
M−Mt)t

=
1
2
(Mt−M) propriété :(A+B)t = At +Bt

=−1
2
(M−Mt)

=−N

(c) Montrez que toute matrice carrée M s’écrit comme la somme d’une matrice symétrique et
d’une matrice antisymétrique.

On a : 1
2(M + Mt) + 1

2(M−Mt) = 1
2(M + Mt + M−Mt) = M. Donc,M = S+ N où S=

1
2(M+Mt) est une matrice symétrique par le premier point etN = 1

2(M−Mt) est une matrice
antisymétrique par le deuxième point.

Question 6. Soit f : A→ B une fonction. Prouvez que l’inverse de f , s’il existe, est unique.

Soit g1 : B→ A et g2 : B→ A deux inverses def , c’est-à-dire quegi ◦ f = 1A et f ◦gi = 1B pour
i = 1,2. Montrons queg1 = g2. Ceci résulte du simple calcul suivant :

g1 = g1◦1B = g1◦ f ◦g2 = 1A◦g2 = g2.
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Question 7. Soit f : R→ R une fonctionτ-périodique (τ > 0).

Montrez que f est forcément non-injective.

Pour cela, il faut exhiberx1 6= x2 tels quef (x1) = f (x2). Prenons par exemplex1 = 0 etx2 = τ.
La τ-périodicité def implique quef (0) = f (0+ τ) = f (τ).

Montrez que g: R→ R : x 7→ f (−x) est aussiτ-périodique.

Il faut prouver que∀x∈ R, g(x+ τ) = g(x).
Soit x ∈ R. En utilisant laτ-périodicité de f , à savoir∀ξ ∈ R, f (ξ + τ) = f (ξ ), on a, en
particularisant àξ =−x− τ, queg(x) = f (−x) = f (−x− τ + τ) = f (−x− τ) = g(x+ τ).

Montrez que si h: R→ R est une fonctionσ -périodique (σ > 0) avecτ/σ ∈ Q, alors ` : R→
R : x 7→ `(x) = f (x)+h(x) est encore périodique.

On a τ

σ
= a

b aveca,b∈N (il n’y a pas de restriction à supposera,b> 0 carτ etσ sont positifs).
Nous allons montrer quèestν-périodique avecν := bτ = aσ .

Soitx∈R, on a :`(x+ν) = f (x+ν)+h(x+ν) = f (x+bτ)+h(x+aσ) = f (x)+h(x) = `(x)
où on a utilisé le fait qu’une fonctionτ-périodique est aussikτ-périodique aveck∈ N>1 (et de
même bien sûr pour laσ -périodicité).

Question 8. Calculer
n

∑
t=0

(
(1− t)(1+ t)

)

Cette somme est égale à
n

∑
t=0

(1− t2) =
n

∑
t=0

1−
n

∑
t=0

t2 = (n+1)− n(n+1)(2n+1)
6

.

Question 9. Résolvez le système suivant en fonction du paramètre réelλ :
x+λy = 1

λx+y = 1

x+2y = λ −1

La matrice augmentée du système est :

[A|b] =

1 λ 1
λ 1 1
1 2 λ −1


Échelonnons cette matrice :1 λ 1

0 1−λ 2 1−λ

0 2−λ λ −2

 L2← L2−λL1

L3← L3−L1
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Si λ 6= 1 etλ 6=−1 : 1 λ 1
0 1 1

1+λ

0 2−λ λ −2

 L2←
L2

1−λ 2

I Si λ 6= 2 1 λ 1
0 1 1

1+λ

0 1 −1

 L3←
L3

2−λ

Le système est alors impossible si1
1+λ
6=−1, c’est-à-dire siλ 6=−2. Dans ce cas,S= ∅.

Si λ =−2, alors on a :y=−1 et en remplaçant dans la première équation, on a :x−2(−1) =
1, c’est-à-direx =−1. Dans ce cas,S=

{
(−1,−1)

}
.

I Si λ = 2
Alors le système se réduit à : {

x+2y = 1

y = 1
3

C’est-à-dire : {
x = 1

3

y = 1
3

DoncS=
{
(1

3, 1
3)
}

Si λ = 1, la matrice s’écrit : 1 1 1
0 0 0
0 1 −1


De la troisième ligne, on trouvey = −1 et en remplaçant dans l’équationx+y = 1 qui corres-
pond à la première ligne, on ax = 2. DoncS=

{
(2,−1)

}
.

Si λ =−1, la matrice s’écrit : 1 −1 1
0 0 2
0 3 −3


La deuxième ligne dit que le système est impossible. On a doncS= ∅.
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