Mathématiques Elémentaires
Testn°7 (25 octobre 2010)

Question 1. Soit la fonction f : R — R : x> ex2+“x+1, ou o € R. Pour quelle(s) valeur(s) de o
la tangente au graphe de f en x = 0 passe-t-elle par le point (1,1) ? Expliquez votre démarche.

Une équation cartésienne de la tangente au graphe de f en x =0 est y = f(0) 4+ d,f(0) - (x —0).
Ona f(0) = e+ —¢et
axf(()) — &x ex2+06x+1 ’x:()
— ex2+(xx+1 ‘x:() . ax(XZ +ax+ 1)|
=e-(2x+a)|
=oe

x=0

x=0

La tangente 7 a donc pour équation y = e+aex. On veut que 7 passe par (1,1). En remplagant x
et y par 1 dans I’équation de T, ona 1 = e+ae, c’est-a-dire o = 1=¢

En conclusion, la tangente passe par (1,1) ssi a@ = 1=¢

Question 2.

(a) Soit A € R"™". Définissez « A est antisymétrique ».

(b) Soit M € R™" la matrice définie par M;; = i** — j**. Montrez que M est une matrice antisy-
métrique.

n n
(c) Utilisez le point précédent pour calculer Z Z (i42 — j42 ). Expliquez votre démarche.

(a) A est antisymétrique si A’ = —A.
(b) Soienti,j e {1,...,n}. On doit montrer que ij = —M;; c’est-a-dire M ;; = —M;;. Or,

Donc, M est antisymétrique.

n n
(c) On doit calculer Z Z M;;. On a vu au cours que calculer cette double somme revient a
i=1j=1
additionner tous les éléments de la matrice M. Comme M est antisymétrique, on a que pour
tout i,j € {1,...,n}, M;; = —Mj; (c’est I’objet du point précédent) et M;; = 0. La double
somme vaut donc 0.
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Question 3.

(a) Soitt € R. Montrez, par récurrence, que pour tout n € N, on a
(Zt ) (1—t)=1—¢""1

(b) La preuve que vous avez donnée au point précédent est-elle valable pour t € C ? Et pour t
une matrice 3 X 3 ? Justifiez votre réponse.

2n g 2n
(c) Soit cis— € C, ont n # 0. Calculez Z cis (k—) Expliquez votre démarche.
n = n

(a) Cas de base : n = 0. Le premier membre vaut alors (L_#*)(1—1) =°(1—¢) = 1 —t tandis
que le second membre vaut 1 —°*! = 1 —¢. Les deux membres sont donc égaux.

Hypothese de récurrence : supposons que la propriété soit vérifiée pour tout n < £ ou ¢ > 0.
Montrons qu’elle est encore vérifiée pour n = £+ 1. On doit montrer que (¥i707%)(1—1) =
1—t*2.0Ona

(+1 i

(Ztk)l—t (Zt’”ﬂ“l)(l )

k=0 k=0
i
(Ztk> 1)+t (1 —1) (en distribuant)
k=0

=1 — 2 (par hypothese de récurrence et en distribuant)

—1 _lf+2

(b) La preuve donnée au point précédent n’utilise que les propriétés de 1’addition et des puis-
sances d’un élément. Elle est donc valable pour ¢+ € C. Comme on n’utilise pas non plus la
commutativité de la multiplication, la preuve est aussi valable pour r € R3*3.

nl 2y Sl 2wk
(c) Ona Z cis (k—) = Z (cis —) par la formule de De Moivre. On déduit de (a) que
k=0 n k=0 n

rf( 2n>k 1— <c1s( ))

cis— | =
2%
k=0 n 1 —cis(F)

1—cis2rm

= 27

1—c1s7

0
- - 2T
1—c157
=0.
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Question 4. Calculez Y (14i) oii* = —1.
j=1

Onal—l—i:\/z'cis%.Donc

41 ] 41 T
Y (1+i)/ = Z(\/E-cisz)f—1
j=1 j=0

1= (V2-cisE)® |
B 1—\/§-cis§
21

B 1—\/§4zcis4T
1= (149)
:1—221cisg_1
—i
1-220.
Sk UL
—1 l
=i—221.2 1
=22 14

(par la question 3)

(par la formule de De Moivre)

Question 5. Soit le systeme

—x+y+Az=1
x+Ay—z=1
Ax+y—z=1

ou A est un parametre réel.

(a) Pour quelle(s) valeur(s) de A le systeme posséde-t-il une solution unique ? Expliquez votre
démarche.

(b) Soit A € R3*3 la matrice des coefficients du systéme. Calculez, si possible, 'inverse de A
pour A = 2. Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.

(c) En utilisant le point précédent, donnez I’ensemble des solutions du systéeme pour A = 2.
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) ) . . < -11 2 .
(a) SoitA € R**3 1a matrice des coefficients du systéme, ¢’est-a-dire A = ( 1 A1 ) . Le systeme
N

a une solution unique ssi détA # 0. Or

-1 1 A
détA=1|1 A -1 :—1‘7L _1'—1’1 A‘—i—l‘l )“’
L1 1 1 -1 1 —1 -

= —1(=A+1D)=1(=1=2)+A(-1-2?)
=A—1+14+2-2—-2°

=23 +2

——A(A%-1)

Donc détA A0 ssi A #0et A # —1 et A # 1. Le systeme a donc une solution unique ssi
A e R\{-1,0,1}.

(b) On sait que A~ existe ssi détA # 0. Or, par (a), si A = 2 alors détA # 0. Calculons A~! par
la méthode de la matrice compagnon. On a :

-1 1 2 1 00

A= 1 2 -1 01 0]=Id
2 1 -1 0 01

2 —1 010

-1 1 2 L+ Ly 1 00
2 1 —1 0 01
1 2 -1 0 1 0
0 3 1 Lo+ Lo+ Ly, Ly <+ Ly —2L,4 1 1 O
0 -3 1 0 -2 1
1 2 —1 0O 1 0
03 1 Ly L)+ L3 1 1 O
00 2 -1 1
1 2 —1 0 1 0
01 1/3 L2<—L2/3,L3%L3/2 1/3 1/3 0
00 1 1/2 —1/2 1/2
1 20 1/2 1/2 1/2
010 L1<—L1+L3,L2(—L2—L3/3 1/6 1/2 —1/6
0 01 1/2 —1/2 1/2
1 00 1/6 —1/2 5/6
010 L+ L —2L, 1/6 1/2 —1/6|=A""
0 01

1/2 —=1/2 1/2

(c) Si A =2, le systeme s’écrit matriciellement

11 2\ [x 1
1 2 -1 [y] =1
2 1 1) \z 1
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En multipliant & gauche par A~! des deux cdtés, on obtient

1 _1 5 1

x 6 2 6 1 2
_ 1 1 1 _ 1
YI=1s 2 —s||l])=]2
Z L _1 1 1 1
2 2 2 2

L’ensemble des solutions est donc le singleton { (3, 1,

)}

=

Question 6.  Soient les nombres complexes z1 = %(—1+iv/3) et zo = (=1 —iV/3).

(a) Donnez la forme trigonométrique de 71 et 2.

(b) Soit la matrice M € R>*3 définie par

1 1 1
M=|1 z1 2
1 2 7y

Calculez M - M et déduisez-en la matrice M~'. Expliquez votre démarche.

Voir correction du test 6 du 19 octobre 2009, question 4.
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