Mathématique Elémentaire
Examen (29 octobre 2012)

Question 1. Calculez

n (340)— (17— 27i) = — 144 28i

n [142i]=V12+22=1/5

w [(1420)"4 = |1 +2i|" = (v/5)'* = 57 ot la premiére égalité utilise I’identité || = |z|™.
m Argd =0car4 € R".

Question 2.  Donnez en bon frangais la négation de « Si je vais en vacances, alors j apprends
I’anglais ». Justifiez votre réponse.

Il s’agit d’une phrase du type A = B avec A qui est « je vais en vacances » et B qui vaut « j’apprends
I’anglais ». Sa négation est A A =B ou, en francais, « je vais en vacances et je n’apprends pas
I’anglais ».

no\2
Question 3.  Prouvez par récurrence que, pour tout n > 0, (Z > = Z P,

0

0
Considérons le cas de base n = 0, nous avons bien que ( Z ) =0= Z
i=0 i=0
Comme hypothese de récurrence, admettons que 1’assertion soit vraie pour tout n entre 0 et une
valeur k > 0 fixée et prouvons que 1’assertion reste vraie pour n = k4 1.

Nous devons donc montrer que ():k“ > Zi‘“ 3. Nous avons

k+1 (2 k 2
(Z i) = <Z i+ (k+ 1)) (déf. de la somme)
i=0 i=0
k 2 k
:(Zi) +2Y k4 1) + (k+1)2 ((a+b)* = d®+2ab+b?)
i=0 i=0
k
= Z P42 Zz (k+1)+ (k+1)? (hyp. de récurrence)
i=0
k(k+1
= Z P +2(k+ 1)(T+> + (k+1)> (formule du cours)
i=0
k
= Z P (k+1)%(k+1) (mise en évidence)
k+1
=Y (déf. de la somme)

ce qui conclut notre preuve.
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Question 4.  Calculez les sommes suivantes (on suppose n > ?2) :

1
. it:it—Zr:M—l
= =0 2

=0
n n n
s Y+ (-1)) =Y+ Y (-1
1=2 =2 =2
n f 1 o : . n(n+1) . . n(n+1) .
Comme Y ,(—1)" = 1 si n est pair et 0 sinon, nous obtenons —=— si n pair et =—— — 1 sinon.
S 3 3
= ) F=EDH Y
j=—1 J=0
S \2
=—1+ (Z j) (par la question précédente)
j=0
5:6\2
=—1+(2) =157 —1=224

N : SN n(n+1) n*(n+1)

DN CRIGEISENEDWWED Ny ekt
car on remarque que (i — ) (i*+j%) = —(j—i)(j*+*) etdonc la somme Y7 ¥4, ((i—j) (i*+
j2)) consiste a sommer tous les éléments d’une matrice antisymétrique et est par conséquent
nulle.

N
I
_
~
I
_
~
I
—_
~
I
—_
~
I
—_

Question 5. Calculez

1 -1 -2 -3 —4
o 2 -1 -2 -3 a—A a a
D=0 0 3 -1 =2 et D=| b b—A b |ona+b+c=2A.
o 0 o0 1 -1 c c c—A
0 O 0 0 7

Pour D1, on a vu que le déterminant d’une matrice triangulaire vaut le produit des éléments situés
sur la diagonale principale. Donc Dy =1:2-3-1-7 = 42. Développons D, suivant la premiere
ligne. On obtient que le déterminant vaut

(a—A)((b—2)-(c—A)—bc) —a(b(c—A)—bc) +a(bc—c(b— 1))
= (a—A)(bc —bA — Ac+ A% —bc) — a(be — bA — be) +a(be + cA — be)
= (a—A)(—bA — Ac+A?) +abA +ack
= —ab) —acA +arl?* +bA* +cA? — 13+ abA +acA
=A%(a+b+c)— A3
=21%.24 - A3
=13
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Question 6. Calculez en détaillant les étapes :
n 0. (log(cos(evarcte)))
= (a” log u) ‘u:COS(€Z+arCth) ’ (a" cos V) |v:ez+fmgz ) (aw ew) |w:z+arctgz ' az (Z +arctg Z)

= — e (ezimgz) . (_ Sin<ez+arcth)) edtarctgz. (1 + lez>

(On rappelle que « log » et « In » sont deux notations pour le logarithme Népérien, le logarithme
en base 10 étant noté « Log » ou « log; ».)

n lk n 1 n—ll M1
KIOWIED Wank W
Question 7. Soit la matrice
1 1 -1
M=1]1 0 A
11 A-1

ot A est un parametre réel.

(a) Calculez l'inverse de M en fonction de A, en discutant si nécessaire. Expliquez votre dé-
marche.

(b) Résolvez le systeme suivant en expliquant votre démarche :

x+y—z=10
x+10z=10
x+y+9z=20

Voir correction du test 6 du 22 octobre 2007 (question 9).

Question 8.  La proposition P = (Q = (P = (Q = P))) est-elle une tautologie ?

La proposition est de la forme P = B qui est équivalente a =PV B ou B est elle-méme de la forme
Q = C équivalente a ~Q V C. On a aussi que C est de la forme P =- D c’est-a-dire ~P V D.

Donc, finalement, on a
A:=-PV <—\Q\/ (—|P\/D))
=PV (=QV (=PV (-QVP)))
-PV-QV-PV-QVP
=-PVPV-Q

et puisque —P V P est toujours vraie et que A est une disjonction, A est toujours vraie et est donc
une tautologie.

REMARQUE : Il est bien entendu aussi possible de procéder a 1’aide des tables de vérité.
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. ., 2y/9-3
Question 9. Ecrivez le domaine de la fonction f: R — R : x — \/x— 2— Tx sous la
X

forme d’une union disjointe d’intervalles (moins il y en a, mieux c’est).

Les conditions pour que f(x) ait un sens sont

m x+ 3 # 0 car il est au dénominateur;

m 9 —3x > 0car 9 — 3x est sous un symbole de racine carrée ;

mx—2—2 in_;x > 0 car cette expression est I’argument d’une racine carrée.

Les deux premiéres conditions disent x € |—eo, 3]\ {—3}. La derniére se réécrit

2v/9 —3x

x+3 M

x—2>

Discutons en fonction du signe de x + 3.
» Six—+3 >0 c’est-a-dire si x € |—3,3] vu les autres conditions d’existence, alors (1) devient

(x—=2)(x+3) >2v9—3x.

Six—2 < 0 le membre de gauche est négatif et donc I'inégalité n’a pas de solution parmi ces x.
Reste a chercher les solutions pour lesquelles x — 2 > 0, c’est-a-dire x € [2,3] vu les conditions
précédentes. Pour ces x, les deux membres de I’inéquation sont positifs et donc celle-ci est
équivalente a I’'inéquation formée de 1’élévation au carré de ces deux termes :

(x—2)*(x+3)> > 4(9 — 3x).

(Le sens de I’inégalité est conservé car la fonction s — s2 est croissante sur R*.) Aprées dévelop-
pement du membre de gauche et simplification des termes communs avec le membre de droite,
on trouve que cette inéquation se réduit a

2 — 112 >0

ou encore
K +2x—11) > 0.

Comme on travaille sous la condition x € [2,3], cela revient 4 déterminer les x tels que x> 4 2x —
11 > 0. Ces x se trouvent i 1’extérieur des racines du polyndme (vu que le coefficient de x> est
positif) : x € |—oo, —1 —2+/3] U [—1 +2+/3, +oo[. Se rappelant qu’on travaille sous la condition
x € [2,3], on trouve que les x solutions sont ceux qui appartiennent a

(J—oo, =1 —=2V3]U[~1+2V3,4e0[) N[2,3] = [~ 1 +2V3,3]

(on vérifie facilement que 2 < —1 + 23 < 3).

m Six+3 <0 c’est-a-dire si x € |—o0, =3[, I'inéquation (1) se réduit a

(x—2)(x+3) <2v9—3x.
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Comme x < —3, on a forcément que x —2 < 0 et donc (x —2)(x+3) > 0. Par conséquent,
on peut élever les deux membres de 1’inégalité et obtenir une inégalité équivalente. Apres les
mémes calculs qu’au premier point, on trouve qu’il faut résoudre

X (x> +2x—11) <0.

Les solutions sont donc x € [—1 — 23, -1+ 2\/5] Se rappelant qu’on travaille avec les x < —3
et réalisant que —1 — 2v/3 < —3 < —1+2+/3, on conclut que les solutions pour ce cas sont les

xe[-1-2v3,-3].

En rassemblant les solutions trouvées dans les deux cas précédents, on a finalement que

Dom f = [—1—2v/3,-3[U[-1+2V3].

Question 10.  Résolvez le systeme suivant en fonction du parametre réel m :

x+my=1
mx—+y=1
x+2y=m—1

Expliquez votre démarche.

1 m 1

Construisons la matrice augmentée du systeme : | m 1 1 . Echelonnons cette matrice en
I 2| m—1

lui appliquant des transformations élémentaires sur les lignes. On a, en effectuant L, <— L, —mL

1 m 1
etly < Ly—Li,que[A|B]= (0 1—m?|1—m
0 2—-m | m-2
m Supposons que m # 1 et m # —1. On a alors en effectuant L, < Ly /(1 —m?)
m 1
I [ 1/(1+m)
2—-m| m-=2

A]B] =

S O =

ot on a pu diviser la 2¢ ligne par 1 —m? carm # 1 et m # —1.

» Sim # 2 alors on a en effectuant L3 < L3 /(2 —m) que

1 m 1
[AIBj]=[0 1]|1/(1+m)
0 1 —1
Les deux dernieres lignes disent y = 1j+m et y = —1. Le systeme aura donc une solution si
et seulement si 17+m = —1, c’est-a-dire si m = —2. Dans ce cas, la premicre équation devient

x—2y=1c’est-a-dire x =1 +2-(—1) = —1. L’ensemble des solutions est alors {(—1,1)}.
Sim # —2 alors le systeme est impossible et I’ensemble des solutions est &.
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1 2] 1
» Sim=2alorsonalamatrice | 0 1| 1/3 ].Ladeuxi¢me ligne donne y = 1/3. La premiére
0 0] O

ligne donne x + 2y = 1 c¢’est-a-dire x = 1 —2/3 = 1/3. Donc I’ensemble des solutions est
11
{G:3))

= Supposons que m = 1. La matrice [A|B] s’écrit alors

I 1|1
0 0] 0
0 1]-1
La troisieme ligne dit que y = —1. La premiere donne x +y = 1 c’est-a-dire x = 2. L’ensemble
des solutions estici {(2,—1)}.
= Supposons que m = —1. La matrice [A|B] devient
1 -1 1
0 0| 2
0 3 |-3

La deuxieme ligne dit que 0 = 2. Le systeme est donc impossible et I’ensemble des solutions
est J.

Question 11.  Esquissez le graphe des fonctions suivantes. Justifiez votre démarche. L’évalua-
tion de chaque fonction en au plus deux points peut étre utilisée dans les justifications. Toute
Jjustification faisant intervenir les dérivées sera considérée comme nulle.

fIR>R:x—>x+V1i+x e g:R—R:x—e " +x

Vu la racine, la fonction f n’est définie que sur
[—1,+oo[. Lorsque x — +o0, x+ 1 & x et \/x est
petit par rapport a x. Donc! f(x) ~ x+ /x ~ x.
Une autre maniere d’arriver au méme résultat
est d’écrire f(x) = x(1+ 4 /ﬁ + %) ~ x(1+40).
Lorsque x ~ —1, x+ 1 est petit devant /x4 1.
Par conséquent f(x) = —1+x+ 1+ Vx+1=
—1+4+/x+1. Le graphe de la fonction x — —1+
Vx+ 1 est celui de x — /x translaté d’une unité
vers la gauche et d’une unité vers le bas. Finale-
ment, on calcule f(0) = 1. Ceci donne le graphe .
ci-dessus. ’ 2T

'Notez que le fait que f(x) ~ x ne signifie pas que le graphe de f se rapproche de la droite y = x, ni méme que
y = x est une asymptote oblique de f.
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Pour la fonction g, on commence par remarquer qu’elle est définie sur tout R. Lorsque x — oo,
—x — —oo d’olt e &~ 0. Donc g(x) ~ x. Lorsque x — —oo, e™* est beaucoup plus grand que
n’importe quel polyndme, en particulier que x. Dés lors> g(x) ~ e ™. Constatant de plus que g(0) =
1, on obtient le graphe ci-dessus.

Question 12.  Résolvez I’équation suivante dans C : X® = —27. Détaillez votre méthode. Donnez
les solutions sous forme trigonométrique et algébrique. Représentez ces solutions dans le plan.

i 2=t C-
On a que —27 = 27cisw = 33cisw = l l ; l ®\/3i l l l
(v/3)®cism. Par conséquent une solu- R it~ A5 P I wintuih A i N il ol
tion particuliere de X® = —27 est donc 3 +@ ; 1 1 L3 +@ i
20 = V3cisZ puisque z§ = (v3cisZ)® = o 22 ‘””*3*'1"””3’”*3*2 2 e
27cism. Par conséquent les solutions sont ; ; ‘ ; ; ‘ ; ;
données (vu le théoréme du cours) par les | | 1/ [/ ~/ Rl = W N N T
Zou avec u solution de X 6 — 1, ¢’est-a-dire ; ; ! ; ; ! ; ;
. ﬂ T T T T T T T T
= V3cisg, 2 15 1 -0 5001 15 2
" ﬁcis%cis%, T o 0SS e A e
C T o l : l l l l : l
m \/3cCIS ZCIS &°, . T R S % S
V3cis §cis 5 IRV AN R S
" ﬁcis%cis%”, R l l PR
R s i el P I e e L e E
. ﬁcis%cisnet | | ; | * 3 | |
P _2_-,,,i,,,,‘,,,,,‘,,,,‘,,
- T .- 51w | ] | ] ] | ] |
| 3C186CIS?. I | | | l l l l

C’est-a-dire \/§cis%, ﬁcis%, V3cis %”, V3cis 7?7:’ —\/§cis37” et v/3cis “T”.
3 V3 . 3 V3. 3 V3. . 3 V3 .
5+-51, V3, —5+%51—5—51, —/3iet 5— 5L

Algébriquement, cela donne v/3 (\/75 + %l)

2Si on se rappelle qu’on a vu au cours que e* > x + 1 pour tout x € R, on a que g(x) > —x+1+x=1=g(0) et
donc que x = 0 est un minimum de g. Cependant la dérivée de g a été utilisée au cours pour obtenir cette information.
Sans employer celle-ci, il n’est pas facile de garantir que le minimum de g soit bien en x = 0.
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