Mathématique Elémentaire |27
renrom:
Examen (08 janvier 2020) Section :

Veuillez commencer par écrire lisiblement en lettres majuscules votre NOM, PRENOM et SECTION
(MATH, PHYS, INFO, PINFO) sur foutes les feuilles. Si une question est étalée sur plusieurs feuilles,
veuillez grouper celles-ci lors de la remise de votre copie. Faites également attention a ne pas finir
votre réponse sur la feuille d’une autre question ! Les feuilles qui ne respectent pas ces consignes
seront pénalisées.

Veuillez lire attentivement les conseils ci-dessous.

m Assurez-vous que vous comprenez la question qui vous est posée et faites attention a ce que
le texte que vous écrivez y réponde explicitement (par exemple : le correcteur ne doit pas
avoir a conclure lui-méme).

m Quand il est nécessaire de justifier, votre argumentation doit convaincre le lecteur. En I’ab-
sence de justification dans un tel cas, le résultat final, méme correct, n’a pas de valeur.

m Veillez a rédiger soigneusement vos réponses; en particulier structurez-les clairement. Notez
que nous ne lirons pas vos brouillons (a faire aux dos des feuilles).

m Il est interdit d’avoir son GSM sur soi. Il doit étre en mode silencieux dans votre cartable.

Question 1. Pour chacune des affirmations ci-dessous, cochez la case adéquate selon que vous /
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Exceptionnellement, vous ne devez pas justifier votre réponse. 2

(@) Vrai:[| Faux:[ ] {1,2,3,2,1}n{2,3,1} ={1,2,1}.

(b) Vrai:[ ] Faux:[ | {3,2,1}n{1,2,3} ={1,2,3}.

(c) Vrai:[] Faux:[] @ C{xeR|4®+7x*+5x+3x+1=0}.
(d) Vrai:[] Faux:[ ] {xcR|x*+2x+1=0}CZ.

Question 2.  Cochez une bonne réponse (exceptionnellement sans justifier). On considere 1’en- /
semble § défini ci-dessous. 1

S={neN|(1<n<9)A(nestpair = (n+1)>2 est pair ) }.

S=1{2,4,6,8}
S={1,3,5,7,9}
S={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

S={}
S={1,3,5,7,8,9}

HEEREANREEN

Aucune des réponses précédentes n’est correcte.
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Question 3.

(a) Donnez une équation cartésienne de la droite D passant par le point (—2, —1) et perpendiculaire
a la droite D dont une équation paramétrique est (x,y) = (2—3A,4 —4),0u A € R.

(b) Donnez une équation paramétrique de la droite D, parallele a la droite D' d’équation —5x+y =
3x+2 —2y et dont I’ordonnée a I’origine vaut —3.
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Question 4. On note P(n) le prédicat « n> — n est un multiple de 3 ».

Prouvez, par induction, I’affirmation Vn € N P(n).
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Question 5.
j—i sii> ],

a) Donnez explicitement la matrice A € R*** définie par A;; = .
p p J
42 sinon.

(b) Calculez, si possible,

(c) Soit une matrice A € R?>*? telle que detA # 0. On dit que A est une matrice orthogonale si la
transposée de A est égale a son inverse.

Montrez que la matrice
sin@ cosH
M= (—cos@ sine)

est une matrice orthogonale.
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Question 6.  Cochez une bonne réponse (exceptionnellement sans justifier).
On note P(x,y) le prédicat x> +y> = —1. On note ¢ laformule Ixc R Iy c R P(x,y).
Un étudiant a écrit la liste d’arguments ci-dessous pour justifier que la formule ¢ est fausse.

Afin de prouver que la formule ¢ est fausse, nous allons prouver que sa négation est vraie.
La négation de la formule ¢ est la formule Vx e RVy € R x? +y% # —1.

On choisitx=1ety=2,onabienque 1 € R,2 € R et 12422=5 # —1. On a donc bien
montré que la négation de la formule ¢ était fausse, ce qui termine la preuve.

a) [ | o¢estvraie.

[ ] @ est fausse et la preuve est correcte.

D ¢ est fausse, mais il y a un probleme dans la premiere ligne de la preuve.
[ ] @ est fausse, mais la négation de la formule ¢ n’est pas correcte.

[ ] T est faux d’affirmer que 12 422 =5 # —1.
[]

Aucune des réponses précédentes n’est correcte.
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Question 7.  Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la case adéquate selon que vous
pensez qu’elle est vraie ou fausse. Une breve justification doit étre donnée pour chacun de vos choix
(qui peut se limiter a « regle vue au cours », pour autant que ce soit évidemment le cas!)

(@) Vrai:[ ] Faux:[ | Vxe]0,+oof, VmeN, VneN, (x")" =x" =x""
(b) Vrai:[ | Faux:[ ] VxeR,VyeR, Vz€[0,4+[, x>y=xz>yz

() Vrai:[ | Faux:[ ] VxeR,VyeR, Vz€ (0,4, xz2=yz=>x>y

(d) Vrai:[ | Faux:[ ] Vx€]0,+oo[, Vy€]0,+oo], — > - =x<y

1
y

2| =

Question 8.  Soit £ > 0 et u € R. Donnez une propriété équivalente a \/E < u qui ne fait plus
intervenir de racine carrée.

\/Egu =1

Justifiez votre réponse.
(=)

(<)
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Question 9.  Donnez un systeme d’équations cartésiennes de la droite D passant par (2,—1,9) et /
dont un vecteur directeur est simultanément orthogonal aux vecteurs (4,5,6) et (—3,—1,0). 4
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Question 10.  Cochez une bonne réponse (exceptionnellement sans justifier).
Un étudiant a écrit la liste d’arguments ci-dessous pour prouver que des que I’on choisit n points
quelconques de R? (avec n > 1), il existe au moins une droite qui contient ces n points.

On va prouver, par induction sur n que d&s que 1’on choisit n points de R?, il existe au moins
une droite qui contient ces n points.

m Cas de base : Pour prouver le cas de base, il suffit de prouver qu’étant donné un point
(x1,y1) € R?, il existe une droite qui contient ce point.

Pour cela, on considere la droite D d’équation y = x + y; —x;. On a clairement que la
droite D contient le point (x,y;).

Cas général : Par hypothese d’induction, on suppose que des que 1’on choisit k points de
IR?, il existe au moins une droite qui contient ces k points.

On doit montrer que si I’on choisit maintenant k + 1 points de R?, il existe au moins une
droite qui contient ces k+ 1 points.

On considere les k + 1 points (x1,y1), (x2,y2) - - (Xk, Yk)s (Xk+15Yk+1). On doit montrer
qu’il existe une droite qui passe par ces k+ 1 points.

Par hypothese d’induction, il existe une droite D; qui contient les k premiers points :
(1, 31), (x2,32) - -+ (X5 Vi) -

Toujours par hypothese d’induction, il existe une droite D, qui contient les k derniers
points : (x2,¥2) ... (X, k)5 (X415 Vi1)-

Tous les points (x2,y2). .. (x,yx) sont a la fois sur la droite D; et sur la droite D;. On a
donc nécessairement que D1 = D;. On a donc trouvé une droite D1 = D, qui contient les

k+ 1 points.
(@) [ ] La preuve est correcte.
(b) [ ] L’énoncé du cas de base n’est pas correct.
(c) D Dans le cas de base, il est faux d’affirmer que la droite D contient le point (xy,y).
(d) [ ] L’énoncé du cas général n’est pas correct.
(e) [ ] Une des deux utilisations de 1’hypothése d’induction n’est pas correcte.
(f) [ ] Aucune des réponses précédentes n’est correcte.
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Question 11.  Résolvez I’inéquation :

x+1

“x’—1‘< 3

Détaillez et justifiez vos calculs.
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Section :

)
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(@) Vrai:[ | Faux:[ ] Soit A I’ensemble donné par |1,6[NN. On a que A C [2,5].
(b) Vrai:[ ] Faux:[ ] Quel que soitn € N, n est pair si et seulement si 3n + 3 est impair.
(c) Vrai:[ | Faux:[ ] Quel quesoitn € N, n est pair si et seulement si n° est impair.
(d) Vrai:[_| Faux:[ ] Quel quesoitx € R, quel que soity € R, (x Z QAy € Q) = x-y € Q.
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Question 13.  Soit le systéme
3x—y=4
Ax+Ay=0

ol A est un parametre réel.

Nom :

Section :

(a) Résolvez ce systéme en fonction de A € R dans le plan R?. Interprétez géométriquement les

résultats obtenus.

b) Résolvez ce systéme en fonction de A € R dans I’espace R3. Interprétez géométriquement les
y p p g q

résultats obtenus.
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Question 13 (suite). Si nécessaire, poursuivez votre réponse sur cette page.
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