Equations différentielles

S. BRIDOUX

1 EDO

Uneéquation différentielle ordinaire (EDO) linéaire d’ordre k a coefficients cons-
tantsest du type

K .
(PO = Y adsu0 = 1 )

= ordinaire : on dérive par rapport a une seule variable,
= linéaire : 'opérateup(d) : u— K & dlu est linéaire,
m ordrek: ax # 0,

» coefficients constantsvi =0,...,k, a € C.

Résoudre (1), c’est trouver les fonctiamsR — C, k fois dérivables et qui satis-
font (1) pour toutx € R. L'équation obtenue en remplacahpar O dans (1) est

I’ équation homogenassociée a (1). La résolution d’une EDO linéaire se décom-
pose en deux étapes :

= résoudre I'équation homogéne (EBIY)u = 0,
= trouver une solution particulien, de (1).

Alors, toute solution de (1) sera de la forme) = up(X) + Uo(X) ol Ug est solution
de I'EH.

2 Equation homogéne ;p(d)u=0
Considéronge polynéme caractéristiquassocié a I'EH :
k .k m
PAA) =S aN =1\ A
(A) i; i|1( i)
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OUA1,...,Ak sont les racinedistinctesde p etmy, ..., mg sont leurs multiplicités
respectives.

L'intérét du polynébme caractéristique est que sa factorisation se répercute sur
I'opérateur différentiep(0), cad

k

pO) =[]0~ An)"

ou le produit doit étre compris comme une composition. On peut donc écrire
p(@)u=0<+= K (@A 1)™u=0.

= Tout d’abord, on résou( — A;1)™u = 0.
On obtient queu est solution ssii(x) = p;(x)e"* avec deg; < m.

= Ensuite, on prouve qu&x) = zikzl pi(x)eM* est solution de 'EH grincipe de
superpositiof

Il reste & prouver qu’on a toutes les solutions.

2.1 FEtude de 'ensemble&d-H

EdH:= [q(x)e™:degg<d} = {u: (@ —p1)% u=0}
— {u: iqi(xie*‘x) Qi € C} =sse|xe*:i=0,...,d}

Comme(xeé™)d_, est une base d&®H, on a dinE%H =d + 1.

2.2 Etude de(d—\1): E9H — EDH avecu# A

1. C’est une application linéaire.
2. C’est une bijection. Pour le montrer, on utilise les résultats suivants d’al-
gebre linéaire :
m (0—AlL) injectif & ker(0 —A1l) = {0} < dimker(o —A1) =0
» (0— A1) surjectif & Im(d —A1) = E%* < dimIm(d — A1) = dimE%H
» dimE%H = dimkend — A1) +dimIm(d — A1)



On adonc

(0 — A1) surjectif & dimIm(d — A1) = dimE%H
< dimkend — A1) =0 < (0 — A1) injectif.

Il suffit donc de prouver qué& — A1) est injectif, cadd —A1)u=0 = u=0.

3. Conséquence : par composition, I'applicatidr-A1)™: E4* — E9H avec
KL # A est aussi une bijection.

2.3 yK , pieh* sont toutes les solutions de I'EH

ESQUISSE DE PREUVE Par récurrence sur le nomtkee facteurs dgk_, (0 —
AT)™,

Pourk =1, c’'est OK.

Il reste donc a prouver que si c’est vrai pdufacteurs, alors c’est vrai polr- 1
facteurs. Autrement dit, les solutions fE*L(d — Ai1)™u = 0 sonty K1 piehix.
Nous pouvons écrire :

k+1 k+1
r!(a—m)mu:o@ Q(O—Ail)m(a—)\ﬂl)mlu:o. (2)
- - —

Par hypothése de récurrencéx) = z!‘jzl A

Il reste donc a résoudrgd — A11)™u = :‘jzl piehix.

= Nous avons déja résolu 'EH. Toute solution est de la fouf@ = p1(x)eMX.

» Par le principe de superposition, il suffit de trouver une solution particu-
liere de I'équationd — A11)™u = p;e*. Remarquons qup;et* ¢ EM-1A,
D’autre part, nous savons que l'applicati@h—A;1)™ : EM-1A _ gm—1A
est bijective siAj # A1, ce qui est bien le cas. Cette application est donc
en particulier surjective. Ainsi, il existe un élémantdansE™ -1 tel que
(0—A11) My = e, cadu; = gl avec deg < m — 1.

Les solutions de (2) sont donc de la forme :

k+1

) = Pr(YE S S (X

oudegps < m, etVi=1,...,k+1, degp; < m, cad

k+1

U = 3 aitoe
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ouvi=1,...,k+1, degg < m etou on a posq; = p;.

En conclusion, toutes les solutions complexes de I{E8)u = 0 sont de la forme
u(x) = SK  pi(x)e ol Ay, ..., A sont les racines distinctes gede multiplicités
respectivesm,...,mgetVi=1,...,k degp; < m.

3 Solution particuliere de p(d)u = f(x)

On suppose qué(x) = q(x)e™, cadf(x) € E9H avecd = degq.

3.1 pn’est pas racine du polynéme caractéristique

On veut donc résoudre

k
(0—A1)Mu=qg(x)e™

I

ouVvi=1,....k, L#A;.

PROPRIETE: Il existe une solution particuliere de la formex)e** ou deg <

deqq.

IDEE : On sait que(d — Aj1)™ : ESH — E4H est une bijection sj1# A pour

tout i. Par composition[]k_,(d — i)™ : E9* — E%H est aussi une bijection.

Puisqueg(x)e"* € E9H, il existe donc un unique élémer(ix)e"* dansE%H tel que

MK1(0— NL)™ (r(x)e™) = g(x)e™

CONCLUSION: Les solutions deg(d)u = q(x)e*™* ou p n’est pas racine dp sont

_imméu4wéx

OUA1,...,Ak sont les racines distinctes gede multiplicitésmy, ..., my, degp; <
m;, et deg < degq.

Remarquons que, par le principe de superposition, les solutions(dje =
3 i1 0;€"%, ol # A; pour touti, sont de la formes |, pie"*+ 3i_; rje!i ol
rje!i* est une solution particuliere ggo)u = qg;et*.



3.2 pestracine du polyndme caractéristique

Comme précédemment, on considére 'applicatiaA1)™: E4H — E4H, Lidée
est d’essayer une solution particuliere de la foree**. Le probléme vient du
fait que (0 — AL)™(r(x)e™) = (0™r(x))eM et dedd™r) < d —m. On n'est donc
sOr de ne pas avoir I@—A1)™ = E%H, On essaie alors une solution de la forme
X™r (x)e™ ou deg < d —m. La question qui se pose alors est : I'applicat{@n-
AL)™: XM (x)eM — q(x)eM est-elle une bijection ?

On définitE™4A = {x™r (x)e™ : degr < d}. Une base d&™d* estx™eMX, xMxe,
., x™deM Dong, dimE™9A = d 4 1. D’autre partE%9* = g9,

On montre alors que I'applicatio@ — A1) : E™d* — E™-1dA est une bijection.

PROPRIETE: il existe une solution particuliére de I'équatiGh—A1)™u = q(x)eM
de la formex™r (x)&* ol deg < degq = d.

IDEE DE PREUVE:
gmdAr O—AL emoadr  O—AL O0—AL -1dxr O—AL da

XM = XM ™ = s xne® g

Ainsi, 'application (9 — A1)™ : Emd* _, EdA est une bijection. La surjectivité
implique que pour touy(x)e™ dansed, il existe un élément = X™r (x)e™ dans
E™AA tel que(d — A1)™u = q(x)eM.

PROPRIETE: Une solution particuliere de 'ED@(0)u = g(x)e** existe et est de
la formex™r (x)e** ou deg < degq etm est la multiplicité dgt comme racine de
p.

IDEE DE PREUVE:

= [LN’est pas racine dp: OK.

m Soit L= A1 oU Ag,...,A¢ sont les racines de de multiplicités respectives

my, ..., M. On peut écrire p(d)u = 1*_,(d — Ai1)™ (8 — A1 1)™u.

m (0—A1)™ £dAs (@—AsL)™ (0 —Ad)™ EdM

AoF#NL As#NL M#M

EMdAL gdM

ou toutes les applications sont des bijections.



